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Titranje

Titranje (oscilatorno gibanje) je jedno
od najces¢ih gibanja u prirodi. To je
gibanje pri kojemu materijalna Cestica
(oscilator) prevaljuje odredeni put
izmedu dvaju krajnjih poloZaja, vrada
se istim putem, nakon ¢ega se to
gibanje periodicki ponavlja. Titrati
moze materijalna tocka, kruto tijelo,
pa 1 tekuéina u posudi. Primjeri
titranja su, na primjer, njihanje male
kuglice na dugoj nerastezljivoj niti
(S1. 1),

njihanje tijela bilo kojeg oblika
objeSenog izvan tezista (SI. 2),
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Slika 2.

ili titranje utega objeSenog na
rastegnutu ili stisnutu oprugu (S1. 3).

Tijelo koje pliva na povr$ini fluida
titra ako ga gurnemo dublje, ili ga
dijelom izvuéemo iz fluida na kojemu
pliva (Sl. 4).

t] slika 4.

U svim ovim primjerima uzrok
titranja usko je povezan s
gravitacijskom silom, a pravac titranja
ima komponentu u smjeru vertikale.
Neka tijela titraju i bez utjecaja
gravitacije, u horizontalnoj ravnini,
primjerice tijelo priévr§éeno na
horizontalno poloZzenu oprugu ili
plosnati predmet objeSen na usukanu
(tordiranu) nit (S1. 5).

U Sirem smislu, titranjem moZemo
nazvati i svako periodi¢ko gibanje po
zatvorenoj stazi, primjerice gibanje
Cestice po kruZnici. Pri tome se ne
samo poloZaj Cestice, nego 1 njezina
brzina 1 akceleracija periodi¢ki
ponavljaju u odredenim vremenskim
razmacima. Takvo periodi¢ko gibanje
izvode planeti gibajudi se po elipsama
oko Sunca (SI. 6).




Slicno se ponasa i sferno njihalo,
kuglica objeSena na napetu nit, a kojoj
gibanje nismo strogo ograni¢ili na
vertikalnu ravninu (S1. 7).

Slika 7.
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Periodi¢ko gibanje Cestice u ravnini
ne mora nuzno pretpostavljati
zakrivljenu stazu, vec staza moZze biti
1 poligon. Takav je slucaj kad se

Cestica nade u omedenoj
dvodimenzionalnoj  udubini, tzv.
biljaru, i1 giba se jednoliko, sve dok ne
udari u tvrdu stijenku, te se od nje

odbije istom brzinom s kojom je dosla
(SL. 8).

Slika 8.

Pri tome je kut upada, gledano prema
okomici, jednak kutu odbijanja. Ako
se kuglica nakon nekoliko odboja opet
nade na prvotnoj stazi, njezino je
gibanje periodi¢no.

Harmonicko titranje

Harmonicko je titranje jedan posebno
pravilan nacin titrajnog gibanja.
Cesticu koja  harmoni¢ki titra
nazivamo harmonicki oscilator. Kao

primjer, zamislimo uteg mase m
objeSen na stisnutu ili rastegnutu
oprugu  konstante k. Gibanju
harmoni¢kog oscilatora uzrok je
elasti¢na (harmonicka) sila. Ona uteg
nastoji vratiti u polozaj ravnoteze, a
opruzi vratiti ravnotezni  oblik.
Elasti¢na sila je povratna sila, uvijek
usmjerena suprotno od smjera pomaka
Cestice iz ravnoteZnog poloZaja.

Slika 9.

Na SI. 9 a prikazana je opruga bez
utega. Ona nije ni stisnuta ni
rastegnuta, 1 to je njezin ravnoteZni
oblik kad nema utega. Objesimo li
uteg, opruga ce se rastegnuti za
odredenu duljinu/,, to veéu S§to je
masa utega veca (SI. 9b). Naime,
elasticna sila Zeli oprugu vratiti u
prvotni oblik i na prvotnu duljinu, ali
joj se suprotstavlja tezina utega. Ako
uteg miruje, on je u ravnotezi, $to
znaci da su se elasti¢na sila F,, =kl 1
tezina utega G=mg uzajamno
ponistile. Stisnemo 1i sada ili
rastegnemo oprugu, tako da polozaj
utega / bude vedi ili manji od /y, uteg
je od polozaja ravnoteze udaljen za
s=I-Iy (S. 9¢), a elasti¢nu silu koja se
pri tome javlja moZemo pisati kao

Fy=-k(—=1,)=~ks. (1)



Negativan predznak iskazuje da je sila
povratna. Ako je uteg ispod poloZaja
ravnotezZe, sila ima smjer prema gore,
a ako je iznad poloZaja ravnoteZe, sila
ima smjer prema dolje. Napomenimo
da uteg ne mora visjeti na opruzi, veé
moZze biti 1 uévr§éen na gornjem kraju
vertikalno postavljene opruge (SI. 10).

Ty

Slika 10.

Ta su dva nacina najces$ée zastupljena
u pokusima koje s oprugom radimo u
Skolskom laboratoriju.

No moguée je zamisliti i oprugu
poloZenu vodoravno (SI. 11).

U tom sluaju ne moramo voditi
ratuna o teZini utega, jer je ona
uravnoteZena reakcijom podloge, a
gibanje se zbiva u vodoravnoj ravnini.
I sad djeluje elasti¢na sila (1), uvijek
usmjerena suprotno od produljenja
opruge. No ovako zamisljen pokus u
laboratoriju ée biti mnogo teze izvesti:
tu se naime gotovo uvijek javlja sila
trenja koja se suprotstavlja gibanju
utega. Dakle i u slu¢aju horizontalno
poloZene opruge mozZemo govoriti o
harmonickom titranju, ali samo ako se
trenje izmedu utega 1 podloge moZe
smatrati zanemarivim.

Vratimo se gibanju utega objeSenog
na oprugu. Ako smo stisnuli oprugu
tako da je uteg iznad ravnoteznog
poloZaja, i zatim pustili uteg da se
giba, on ¢e se iz mirovanja poceti
ubrzavati, a najvecu ée brzinu postiéi
upravo kad  dosegne  polozaj
ravnoteZze. No ba§ zbog te velike
brzine doéi ¢e do izraZaja inercija,
stoga se uteg nece zaustaviti,ve¢ ce
nastaviti svoje gibanje. Pri tome ée se
zbog povratne sile  postepeno
usporavati, sve dok se opet ne
zaustavi. Povratna sila izazvat de
gibanje u suprotnom smjeru, i uteg ée
se vratiti u poloZaj iz kojega je
krenuo. Nakon toga cijelo ¢e se
gibanje ponavljati na potpuno isti
na¢in. KaZemo da je gibanje
periodi¢no. Treba naglasiti da postoje
razni nacini periodiénog gibanja,
ovisno o vrsti povratne sile koja
djeluje na tijelo. Svako se takvo
gibanje moze protumaciti uz pomoc
drugog Newtonovog zakona
(JjednadZbe gibanja), ili polazeci od
zakona ocuvanja energije i koli¢ine
gibanja.

Harmonicko je titranje samo jedno,
najpravilnije, od mnogih vrsta
titrajnih gibanja. Prije nego S§to se
upustimo u rjeSavanje jednadzbi
gibanja, pokusajmo povezati
harmonic¢ko titranje s jednom vrstom
gibanja koju smo ve¢ ranije upoznali:
s jednolikim gibanjem po kruZnici.
MoZe se , naime, pokazati da je
harmonicko titranje projekcija
jednolikog gibanja po kruznici.

Harmonicko titranje kao projekcija
jednolikog gibanja po kruZnici

Zamislite da se Cestica mase m giba
jednoliko kutnom brzinom w = ¢/t u
vertikalnoj ravnini po  kruZnici
polumjera A4, a obasjava je
horizontalni snop svjetlosti (SI. 12).
Na okomito poloZenom zastoru



projekcija Cestice (njezina sjena) titra
gore — dolje. Tu d¢emo projekciju
odsad zvati oscilator, za razliku od
Cestice koja se vrti po kruZnici. Iz
trokuta na SI. 12 vidljivo je da je
udaljenost oscilatora od ishodista

s = Asinwt . 2)
Brzina gibanja Cestice po kruZnici je
V, =Aw 3)

(]

a njezina projekcija (brzina oscilatora)
je

V=Awcoswt . 4)

Akceleracija oscilatora projekcija je
centripetalne akceleracije Cestice

Ay = —— (%)

Slika 12.

kruznici. (PomnoZeno masom, to nam
daje centripetalnu silu koja djeluje na
Cesticu

2

Vv
Fo=m=-) (©)

Bududi da su centripetalna
akceleracija 1 centripetalna sila
usmjerene prema sredi$tu C, njihove
su projekcije usmjerene prema
ishodistu 0. Stoga je akceleracija
oscilatora

2

a=—-—— sinat, 7
. (7)

a sila koja djeluje na oscilator

v2
W = —m;{— sinat . (8)

Usporedba s izrazom (2) pokazuje da
jesila

F=-ma’s. 9)

Sila  koja djeluje na oscilator
(projekciju  Cestice) razmjerna je
udaljenosti s oscilatora od to¢ke 0, a
ima negativan predznak. Rijeé je
dakle o povratnoj sili, i to o
najpravilnijem obliku povratne sile —
elastiCnoj ili harmonickoj sili. Ona
ima oblik (pri ¢emu je s elongacija):

F =—ks . (10)

Zakljucujemo da se  oscilator
harmonicki giba po dijelu pravca

izmedu s=-4 1 s=A pod
djelovanjem harmonicke sile (10), pri
cemu je

k=mw* (11)

ili

= 5 (12)
m

Period T titranja oscilatora jednak je
periodu 7 kruZnog gibanja Cestice, za
koji otprije znamo da je



y (13)
(0]

Kad je rije¢ o titranju, veli¢inu @
nazivamo kruznom frekvencijom.
Oscilator dakle titra s periodom

m
T= 24% (14)

1 frekvencijom

1 1 |k
T 27 \m

Jednadzbe (2), (4) i (7) kazuju kako se
osnovne kinematicke velicine, poloZaj
s, brzina v 1 akceleracija a, pri titranju
mijenjaju s vremenom. PoloZaj s
Cestice, tj. njezinu udaljenost od
ravnoteznog polozaja, u bilo kojem
trenutku zovemo elongacijom, a
najve¢a moguéa udaljenost A je
amplituda titranja.

Na Sl. 13 a, b i ¢ prikazano je (punom
crtom) kako poloZaj s, brzina v i
akceleracija a ovise o0 vremenu.
Vidimo da su to krivulje tipa
sinusoide, koje sve imaju jednak
period 7. Najveca moguda elongacija,
kako smo ve¢ naglasili, je 4. Najveca
moguca brzina ima iznos V_, = A,
a iznos najvece moguce akceleracije

je a,, = Aw®. Usporedbom SI. 1'3 a
1 13 b uo¢avamo da je brzina najveca
u trenutku kad cestica prolazi kroz
polozaj ravnoteze. Kad je u
najudaljenijim to¢kama A4 1 —4, Cestica
mijenja smjer gibanja, te joj je u tim
polozajima brzina jednaka nuli. To su
tzv. zaokretne tocke. U naSem smo
primjeru smatrali da je u trenutku =0
Cestica u ravnoteznom poloZaju s=0.
To ne mora nuzno biti tako, veé se
ona moze nalaziti na nekom drugom
mjestu izmedu krajnjih tocaka. Tada

se vremensko ponaSanje ¢estice moze
opisati izrazom

s = Asin(at + @,). (16)

U trenutku =0 cestica se nalazi u
poloZaju s, =Asing,, a @,
nazivamo pocetnom fazom. PolozZaj,
brzina 1 akceleracija oscilatora s

poCetnom fazom ¢, razli¢itom od

nule u ovisnosti o vremenu prikazani
su crtkanom linijom na Sl. 13 a,bic.

Jednadzba gibanja harmonic-
kog oscilatora

Cesticu koja harmoni&ki titra pod
djelovanjem harmonicke sile
nazivamo harmonic¢kim oscilatorom.
Poznajemo li silu, drugi Newtonov
zakon omogucéuje nam da doznamo
ponaSanje Cestice u bilo kojem
trenutku: njezinu akceleraciju, brzinu
1 poloZaj. Kao primjer uzimamo uteg
mase m ovjeSen na oprugu konstante k&
(Sl.  3). Smatramo da je rije¢ o
materijalnoj tocki.

Najprije moramo napisati drugi
Newtonov zakon

ma=F (16)

uvrstivsi harmonicku silu (10). Drugi
Newtonov zakon tada glasi

ma = —ks (17)
ili
d’s
=—ks. 18
" ar §5)

Podijelimo 1i taj izraz s m 1 sve
¢lanove prebacimo na lijjevu stranu,
dobivamo



d*s k
— 4+ —5=0. 19
dt* m (19

Ovo je diferencijalna jednadzba.
Njezino rjeSenje je funkcija s(?), koja
nam daje vremensku promjenu
poloZaja Cestice. Ovdje necemo
potanko ulaziti u metode rjeSavanja
takvih  diferencijalnih  jednadZbi.
Umjesto toga, pretpostavit cemo da je
rjeSenje moguce napisati u obliku

s = Asin(wt + ¢,) . (20)

Taj smo oblik naslutili promatrajuci
titranje kao projekciju  kruznog
gibanja. Sad ¢emo  provjeriti
zadovoljava li funkcija (20) jednadzbu
(19) 1 raspraviti o znacenju konstanata

A, 0ip,.

Najprije éemo  izracunati prvu
derivaciju

ds

== Awcos(wt + @,), 21)

a zatim drugu derivaciju

a’ :
Ff = —dw*sin(wt +¢,) . 22)

Uvrstimo 1li to u jednadzbu (19),
dobivamo

— Aw* sin(wt + ¢O)+£Asin(a)t +¢,)=0
m

(23)
Izlu¢it ¢emo zajednicke faktore, pa
dobivamo

A(— @ & —k«jsin(an +0,)=0. (24)
m

Ova jednadZba mora biti zadovoljena
u svakom trenutku. Kako funkcija
sinus mijenja vrijednost i ne moze
uvijek biti jednaka nuli, to znaci da je
jednadZba ispunjena samo ako je prva
zagrada jednaka nuli:

-0+ k_ 0. (25)
m
Iz tog uvjeta dobivamo vezu kruZne

frekvencije titranja @ s masom Eestice
m 1 konstantom opruge k. Period
titranja 7, frekvencija v i kruZna
frekvencija @ povezani su izrazima

@ =2y = 27” ; (26)
odakle dobivamo period

m
T = ZH\[; (27)

1 frekvenciju titranja

1 |k
= [ 28
2r \'m (28)
Egzaktno rjeSavanje drugog

Newtonovog zakona dovelo nas je do
izraza koji smo naslutili promatrajuci
titranje kao projekciju  kruZnog
gibanja. Funkcija (20) prikazuje
vremensko ponaSanje Cestice, tj.
promjenu njezinog poloZaja
(elongacije) s u vremenu. Pri tome
konstanta 4 ima znacenje amplitude,
tj. najveée udaljenosti Cestice od
poloZaja ravnoteZe, konstanta @ je
kruZna frekvencija, a konstanta ¢, je
faza titranja u pocetnom trenutku.
Grafi¢ki prikaz te funkcije je upravo
onaj prikazan na S1.13 a.

Obrnutim postupkom, poznajemo li
poloZzaj u ovisnosti o vremenu,
moZemo naéi 1 brzinu kao prvu
derivaciju

V = Awcos(wt + ¢,) (29)
i akceleraciju kao drugu derivaciju
poloZaja

a=-Aw’ sin(at +p,). (30)

I te funkcije vidimo na Sl1. 13.b) i ¢).



Slika 13.

(a) PoloZaj x /m (b) Brzina v/ (m/s) (c) Akceleracija a /(m/sz)
20 g 10 e

2.0 ' 10 o 60 1
0 1 2 0 1 2 0 1 2
uT uT = T
Slika 14. Slika 15. Slika 17.

Ep(x)/J i Ek(x)/J Ep(t)/J i Ek(t)/J Ep(x) u molekuli
60 ———— 60 — - '

L




Energija harmonickog titranja

Harmonicka sila jest konzervativna
sila. Konzervativne sile su one sile za
koje rad ne ovisi o putu, ve¢ samo o
pocetnom 1 konacnom polozaju. Za
takve je sile moguée definirati
potencijalnu energiju £, i izrafunati,
za gibanje duZ osi X, njezinu ovisnost
o poloZaju x polazeéi od izraza

_dEp(x) .
dx

F(x)= 31)

Treba izraCunati integral

E,()=~[ F&)dt+E,(x,). (32)

pri ¢emu je xg referentna tocka.
Sjetimo se da smo referentnom
tockom nazvali to¢ku u kojoj znamo
vrijednost potencijalne energije. U
promatranom slucaju pretpostavili
smo da je to ujedno i tocka u kojoj je
potencijalna energija jednaka nuli.
Treba voditi rauna o tome da se
referentna  to€ka 1 vrijednost
potencijalne energije u referentnoj
tocki svaki puta moraju iznova
definirati.

Uz pretpostavku da je u naSem sluéaju
referentna tocka ishodiste x, =0 ida
je to uyjedno ravnoteZna tocka, te da je
u njoj potencijalna energija jednaka
nuli EP(xR)——- 0, elongacija je s = x,
a za potencijalnu energiju harmo-
nickog oscilatora dobivamo

E,(x)=-[(-k&)ds+0,  (33)

E, = %kxz. (34)

Ukupna je energija harmonickog
oscilatora zbroj kineticke i
potencijalne energije

E=E +E, (35)
1 2 1 2

E=—mv" +—kx". (36)
2 2

Uvrstimo 1i u (36) prije nadene izraze
za poloZaj x 1 brzinu v, dobivamo

B %mAza)2 cos’(at + ¢, )+

1 (37)
+ EkA2 sin® (ot + ¢, )
ili
1 20 _1, 0
E=-mo*4® = ~k4’. (38)
2 2

Ukupna je energija (38) konstantna,
§to smo i ocekivali za konzervativnu
silu. Ona linearno ovisi o konstanti
opruge k, a razmjerna je i s kvadratom
amplitude 4. To je ujedno i najveca
mogudéa potencijalna energija koju
moze poprimiti oscilator, naime
potencijalna energija u najudaljenijem
poloZaju, kad je brzina jednaka nuli.
To se zbiva u zaokretnim tockama,
gdje se Cestica zaustavlja, a brzina
mijenja smjer. Za vrijeme titranja,
kako se Cestica udaljava od
ravnoteznog poloZaja, njezina
potencijalna energija raste, a kineti¢ka
se smanjuje. Kad je potencijalna
energija najveca, kineticka je jednaka
nuli, a nakon toga ponovno se
kineticka  energija povecava, a
potencijalna smanjuje. Kineticka je
energija najveca kad Cestica prolazi
kroz poloZaj ravnoteze, a tada je
potencijalna jednaka nuli. To je
ujedno polozaj ravnoteZe u kojem ne
djeluje sila. Cestica se ipak ne
zaustavlja, jer ima inerciju, te se
nastavlja gibati na suprotnu stranu. Na
Sl. 14. prikazane su potencijalna i
kineticka energija cCestice koja



harmonicki titra u ovisnosti o
poloZaju, a na Sl. 15. prikazana je
njihova ovisnost o vremenu.

U stvarnosti su mnoga gibanja samo
priblizno harmonicka. Javljaju se sile
koje odstupaju od linearnog izraza
F =—kx, 1 potencijalne energije koje
se, prikazemo 1i ih graficki, vise ili
manje razlikuju od parabole na Sl. 14.
Valja naglasiti da ¢e do periodickog
titrajnog gibanja doci uvijek kad
potencijalna energija ima minimum.

E
P

Na Sl. 16. prikazana je potencijalna
energija loptice koja se elasti¢no
odbija od tvrde podloge. Graficki
prikaz je udolina sastavljena od dva
pravca,  vertikalnog na  x=0,
uzrokovanog tvrdom podlogom, i
nagnutog, koji Je zapravo
gravitacijska potencijalna energija
E, =mgx. Zanemarimo li gubitke
energije, loptica bacena na pod odbijat
¢e se od tvrde podloge i1 zbog
gravitacije svaki puta ponovno pasti
na tlo. To se gibanje izmedu toCaka
x=01 x=h periodicki ponavlja.

U drugom primjeru, dva atoma u
dvoatomnoj molekuli medusobno se
priblizavaju i udaljavaju, titrajuéi oko
ravnoteZzne udaljenosti  x = x,pod
djelovanjem sile koja se razlikuje od
harmonicke, pa je ZOovemo
anharmonickom silom. Potencijalna

energija takve sile u ovisnosti o
udaljenosti x medu atomima prikazana
je na Sl. 17. Za energije koje se malo
razlikuju od najniZe moguce, krivulja
potencijalne energije priblizno se
moze poistovjetiti s parabolom, te ée
titranje s malim amplitudama biti
priblizno harmonicko. Ovdje je
parabola, kojom priblizno opisujemo
titranje molekule s malim
amplitudama, dana jednadZbom

E, =—D+%k(x-—x0)2. (39)

Za vefe amplitude titranje je
anharmonicko. Dovede 1i se takvom
titrajnom sustavu, sastavljenom od
dva atoma, dovoljna koli¢ina energije
D (energija disocijacije) molekula ce
se raspasti na dva nepovezana atoma.
Mogli bismo navesti i mnogo drugih
primjera harmonickih 1
anharmonickih gibanja u prirodi, od
atoma do svemira, a sve nam to
ukazuje na vaznost i univerzalnost
titrajnih pojava u svijetu oko nas.

Matematicko njihalo

Njihala su titrajni sustavi koje Cesto
susre¢emo u svakida$njem Zivotu.
Njihalo éemo jednostavno naciniti ako
na kraj duge i tanke nerastezljive niti
objesimo kuglicu ili neki drugi sitan
predmet. Time smo se dosta dobro
priblizili onome S§to se zove
jednostavno ili matematicko njihalo.
Matematicko je njihalo idealan sustav:
na kraju savrSeno tanke nerastezljive
niti duljine / nalazi se materijalna
tocka mase m, koju u mislima
moZemo zamijeniti sasvim malom
kuglicom iste mase.

Kad  kuglicu = pomaknemo iz
ravnoteZznog poloZaja 1 pri tome
drzimo nit napetom (S1. 18.), kuglica
zbog svoje teZine i novog poloZaja
ima potencijalnu energiju. Pustimo li
je, ona ¢e njihati oko ravnoteZnog



Slika 18.

poloZaja, otklanjajudi se na jednu i na
drugu stranu za neki maksimalni kut
otklona §,. Je 1li takvo titranje
harmonicko?

Da bismo odgovorili na to pitanje,
postavimo jednadzbu gibanja. Prije
svega, moramo uociti da staza kojom
se kuglica giba sad vi$e nije pravac
kao kod titranja mase na opruzi, veé
dio kruznice. Zbog napete niti duljine
[, kuglica je prisiljena gibati se po
kruZnici polumjera /. Za takvo gibanje
upotrijebit ¢emo drukgdiji oblik drugog
Newtonovog zakona, onaj koji smo
naucili prilikom uvodenja u zakone
vrinje krutog tijela oko ¢vrste osi. Taj
zakon glasi

M=la. (40)

gdje je «a kutna akceleracija, M
moment sile, a / moment tromosti. Za
materijalnu toc¢ku on je

| =mi?. (41)

Kutna je akcerelacija druga derivacija

kuta po vremenu, a moment sile koji

uzrokuje  titranje = potjeCe  od

gravitacijske sile. Na S1. 18. vidimo
Y

da se tezina kuglice G moZe rastaviti

na dvije komponente: F,, usmjerenu
tangencijalno na kruZnicu prema

>

poloZaju ravnoteze, i drugu F,, u
smjeru niti. Ova druga sila bit ce
uravnoteZena napetoSéu niti N, te

neée utjecati na gibanje. Preostaje
tangencijalna sila iznosa

F, =mgsin 9 (42)
koja stvara moment sile
M =-mglsin . (43)

Zato jednadZbu gibanja moZemo
napisati kao

d2

—Imgsin 9 = ml? )
- dt®

(44)

Nakon dijeljenja s m/* i prebacivanja
svih c¢lanova na lijevu stranu,
dobivamo diferencijalnu jednadzbu

2
‘;f+s§isin9=o. (45)

Rijesimo 1li ovu jednadZbu, doznat
¢emo kakvo je ponaSanje kuta 9 u
ovisnosti o vremenu. Pogledajmo
jednadzbu i prisjetimo se one koja se
pojavila kod titranja mase na opruzi.
Hocde 1i 1 ovo titranje biti harmonicko?
Uoc¢imo razlike i sli€nosti izmedu
jednadzbi  (45) 1 (19). Umjesto
elongacije s, u prvom ¢lanu za njihalo
se pojavljuje kut otklona 4. Umjesto

faktora Lz , sad imamo % U tim je
m

dijelovima jednadZzbi lako postaviti
analogiju. Najveca je razlika u tome
Sto se sad u drugom ¢lanu umjesto 9
pojavljuje sing. Kad bismo smjeli
sin$ zamijeniti sa 4 1 smatrati da je

sind =9, (40)
dobili bismo jednadzbu harmonickog

titranja za kut otklona. Pokazuje se da
za male kutove to zaista smijemo

10



uciniti. NapiSe li se kut u radijanima,
vrijednosti kuta 1 njegovog sinusa
gotovo se podudaraju za
kutove 9 < 6°. JednadZba dakle glasi

+£9=0 (47)

a njezino rjesenje moZemo pisati kao
9 =9, sin(wt + @,), (48)

pri ¢emu smo po analogiji s rjeSenjem
jednadzbe za titranje opruge zakljucili
da vrijedi

0 =% (49)
[
1 da je kruzna frekvencija

= (&
W = 7 (50)

Period je titranja

T=27r\/z, (1
g

a frekvencija

1 |g
V=—/_= 52
2\ 1 (52)

Za male otklone, kod kojih kutna
amplituda ne premasuje 6°, period
titranja ne ovisi o masi. To je osobina
titrajnih sustava kod kojih je uzrok
titranju gravitacija.

(Ako su otkloni mali, dio kruZnice po
kojem se giba kuglica moZe se
smatrati pribliZzno dijelom pravca, a
elongacija je

s=1[sind =19 (53)

s=A4 sin(a)t + @, ), (54

pri ¢emu je amplituda
A=18,. (55)

Izjednac¢imo 1i dobiveni izraz za @ s
onim koji poznajemo iz jednadzbe
harmonickog titranja

28k (56)
I m

vidimo da je za matemati¢ko njihalo
konstanta povratne sile

k="8 ) (57)

Ne smijemo zaboraviti da njihalo titra
harmonicki samo za male kutove
otklona. Ako su kutovi otklona veci,
tada je jednadzbu (45) mnogo teZe
rijeSiti. Period titranja u tom se
slu¢aju ne moze napisati jednostavnim
kratkim izrazom, ve¢ je dan u obliku
reda, u kojem su d¢lanovi parne

. .8 ; .
potencije izraza sm—23. Taj red glasi

T=27Z'\/z><
g

x[l+-1—sin2—'9—°+isin4&+~}
4 2 64 2
(58)

Slijede daljnji ¢lanovi, a ako kut nije
prevelik, moZemo se zaustaviti na
nekom od prvih ¢lanova u redu.
Posebno, za grani¢ne kutove za koje
titranje prestaje biti harmonicko, tj.

9=6°, moZemo se zadrZati na
drugom ¢lanu u uglatoj zagradi i

sin%o— zamijeniti s %9—, te dobivamo
T=2n i-{nis@ (59)
g 16
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Kut je ovdje dan u radijanima, a
period, za razliku od ranije opisanih
harmoni¢kih titranja, ovisi o
amplitudi.

Fizi¢ko njihalo

Svako kruto tijelo moze biti njihalo,
ako ga objesimo oko &vrste osi koja
ne prolazi njegovim teziStem, i tada
ga nazivamo fizickim  njihalom.
Prepustimo 1i takvo njihalo samom
sebi, ono ¢e mirovati, jer se teZina
uravnoteZila sa molekulskim silama
koje ¢ine tijelo krutim.

U ravnoteznom poloZaju moment sile
koji uzrokuje tezina jednak je nuli.
Pomaknemo i njihalo iz polozaja
ravnoteze (SI. 19.),

tad ¢e samo dio tezine biti
uravnotezen. Spojnica izmedu
objesiSta O 1 teziSta T , koja ima
duljinu Z, sad zatvara s tezinom gkut
§, a rezultantni moment sile je
razli¢it od nule i iznosi

M =—-Lmgsin 9 (60)
Za kruto tijelo jednadzba gibanja ima
isti  oblik kao 1 u sluéaju

matemati¢kog njihala

M=la. (61)

gdje je kutna akceleracija

(62)

Stoga sad jednadZzbu gibanja mozemo
pisati kao

2
I gt—f =—Lmgsing. (63)

Urednije prepisano, to je

2
d*8 i Lmg
dr’

sind=0 (64)

Ponovno smo se suocili s jednadzbom
u kojoj se pojavljuje sin$, i za koju
znamo da nema jednostavno rjeSenje.
No ako i sada pretpostavimo da su
otkloni mali, te da je sin9=9,
jednadzbu moZemo napisati kao

2
4 ;9+£”§l9=0. (65)
dt I

To je jednadZba harmonickog titranja
s kruZznom frekvencijom

w:JL—;"E, (66)

a kut $ ovisi o vremenu po formuli
9 =9, sin(wt + ¢, ). (67)

Zanimljivo je uociti da se kruZna
frekvencija i sad moze napisati u
obliku sliénom onom koji smo imali
kod matematickog njihala:

- |&
o= (68)

r

Uveli smo novu duljinu

12



] = e (69)

1 nazvali je reduciranom duljinom
njihala. To je ona duljina koju bi
moralo imati matemati¢ko njihalo da
bi titralo s istim periodom kao fizi¢ko
njihalo koje upravo opisujemo. Period
1 frekvenciju titranja fizi¢kog njihala
moZemo dakle opisati izrazima

T=2x /'—=27IJ_—IZ
Lmg g

(70)

yo L [Lmg 1 g (71)
27\ | 27\ 1,

Svaki kruti predmet moze biti fizicko
njihalo: Stap, valjak ili tijelo nekog
drugog pravilnog oblika objeSeno
izvan svog teziSta, ali i neko sasvim
nepravilno tijelo: stolac, stol, ili
viSetonski sanduk ovje$en na brodskoj
dizalici. Izraz (70) kaZze nam da u
ovim slu¢ajevima period titranja ovisi
0 masi, zapravo o prostornom
rasporedu mase koji je opisan
momentom tromosti /. Cak i mala
kuglica ovjeSena o beskona¢no tanku
nerastezljivu nit predstavlja fizicko
njihalo, a jedino u grani¢nom slucaju
kad je njezin promjer tako malen da je
moZzemo smatrati  materijalnom
tockom, postaje matematickim
njihalom, te se izraz (70) svodi na

(51).

U izrazu (69) uveli smo reduciranu
duljinu [ fizickog njihala. Ta duljina
prikazana je na Sl. 19, i na osi koja
spaja teziSte T 1 objesiste O odreduje
mjesto koje smo oznacili s O’. Ova
to¢ka zove se centar titranja 1 ima
vazno fizikalno znacenje. Naime, ako
na osi koja spaja teziSte i objesiste

odredimo bilo koju tofku i kroz nju
probodemo novu os, opet ¢emo dobiti
fizicko njihalo. Za razne tocke na osi
periodi titranja razlikovat de se.
Jedino za tocku O’, period ce biti
identi¢an onom koji je njihalo imalo
kad se njihalo oko osi O. Za svaki
mogudci period titranja postoje takve
dvije tocke O i O’ na osi, oko kojih su
periodi njihanja jednaki.

Vidjeli smo da u svim izrazima koji
opisuju fizicko njihalo vaznu ulogu
ima moment tromosti / tijela. Kad je
rije¢ o pravilnim tijelima, momente
tromosti ¢esto znamo izracunati. Kako
os ne smije prolaziti kroz teziSte, jer
bi tada tijelo u svakom poloZaju bilo u
indiferentnoj  ravnotezi,  moment
tromosti  raunamo  sluzeéi  se
Steinerovim  pouckom.  Pomodu
poznatog momenta tromosti i mase
tijela, te mjerenjem udaljenosti
izmedu teziSta i objesi$ta, mozemo i
bez pokusa utvrditi kojim e
periodom njihati takvo tijelo. Drukcije
je kod nepravilnih tijela kojima
moment tromosti ne znamo izracunati.
Kod njih éemo se posluziti pokusom u
kojem d¢emo myjeriti period ili
frekvenciju njihanja, da bismo mogli
izraCunati moment tromosti. Time
smo dobili eksperimentalnu metodu
za mjerenje momenta tromosti tijela
oko osi koja ne prolazi kroz teZiste.

Torzijsko njihalo

Torzijsko je njihalo primjer titranja
koja nisu uzrokovana gravitacijom.
Torzija je deformacija koja nastaje
kad na valjkasti predmet tangencijalno
na kruZnicu presjeka djelujemo parom
sila (S1. 20.).

Povratna sila ovdje je molekulska sila
koja usukanu (tordiranu) nit od
elasticnog materijala nastoji vratiti u
pocetni oblik. Torzijsko se njihalo
sastoji od duge valjkaste niti, na koju

13



Slika 20.

1Y
z

je u teZiStu ucvrsiéen plosnati predmet
mase m 1 momenta tromosti I (S1. 21).
Ovisno o jacini vanjskog para sila, nit
se moZze tordirati za bilo koji po volji
veliki kut &, no ¢im sila prestane
djelovati, elasti¢na sila stvara moment
sile

M=-D§ (72)

koji vraca nit u pocetni oblik.

Zbog inercije nit se nastavlja uvijati
na suprotnu stranu, i ako nema
nikakvog trenja, dolazi do
harmonickog titranja. Veli¢ina D je
koeficijent torzije i karakteristi¢na je
za pojedinu nit. JednadZba gibanja

M=la (73)

sad izgleda

| —5=-D$ (74)
ili

2
‘;;9+|2.9=0, (75)

1 predstavlja jednadzbu harmonickog
titranja kruzne frekvencije

) (76)

perioda

|
T= 2zz\g (77)

te frekvencije

1 |D
V=—.—. 78
2z V1 (78)

Vremenska ovisnost kuta otklona jest
9 =9, sin(at + ¢,) (79)

Uo¢imo da je, =za razliku od
matemati¢kog 1 fizickog njihala,
torzijsko njihanje harmonic¢ko bez
obzira na kut. Jednadzba (75) naime
vrijedi za sve, a ne samo za male
kutove.

Torzijsko nam njihalo moze posluziti
za  eksperimentalno  odredivanje
momenta tromosti [ nepoznatog
plosnatog tijela oko osi koja prolazi
kroz njegovo teziste. Najprije moramo
odrediti koeficijent D torzije niti, a to
¢emo uciniti tako da ovjesimo na nit
pravilnu plo¢u poznatog momenta
tromosti /;. Mjereci period titranja 7y,
odredimo D, a zatim to isto u¢inimo s
nepoznatim tijelom. Iz izmjerenog
titrajnog vremena 7 i poznatog D
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izratunamo, pomocu izraza (77),
nepoznati moment tromosti /.

PriguSeno titranje

U dosadas$njim primjerima titranja
svaki smo puta zanemarili trenje i
otpor zraka. U stvarnosti trenje
najcesce nije zanemarivo. Kakav god
pripremili pokus s masom koja titra
ovjeSena na oprugu ili njihalima
razli¢itih vrsta, opazit c¢emo da
oscilator titra sa sve manjom i
manjom amplitudom, dok na kraju,
poslije duljeg ili kradeg vremena,
titranje potpuno ne utrne. Iz poglavlja
o energiji sje¢amo se da je ukupna
energija ovisila o amplitudi. Ako se
amplituda titranja smanjuje, znaéi da
se energija gubi u okolinu. Uzrok
tome mozZe biti otpor zraka ili drugog
sredstva u kojem titra ili se njiSe
tijelo, trenje na samom objesi§tu niti
njihala, ili to S$to nit njihala nije
sasvim nerastezljiva, pa ona i sama
izvodi sloZene oscilacije na koje se
trosi energija. Kod mase ovjeSene na
oprugu najvazniji uzrok gubitaka
energije  (disipacije) jest otpor

sredstva.

Na Sl. 22 na uteg uronjen u viskoznu
tekué¢inu djeluje sila otpora znatno
veca nego na uteg u zraku. Kod malih
tijela moZemo pretpostaviti da sila
otpora ovisi linearno o brzini v, i da

naravno ima smjer suprotan smjeru
gibanja

F =-bv, (80)

gdje je b neka  konstanta
karakteristicna za oblik i ostala
svojstva tijela. NapiSemo 1i drugi
Newtonov zakon, sad osim elastiéne
sile moramo uzeti u obzir i silu otpora
zraka. JednadZba gibanja sad glasi

2
m%z——ks—bv, (81)

pri ¢emu znamo da je brzina

ds
V=—. 82
= (82)
JednadZba gibanja sada glasi
2
mfl—§+b‘—1§+ks=o. (83)
dt dt

Prikladno je uvesti nove konstante
v 1w, , definirane relacijama

=2 (84)
m

i

w, = \/E (85)
m

Primjecujemo da y Kkarakterizira ja-
kost sile otpora sredstva, a ®, je

vlastita kruzna frekvencija kojom bi
oscilator titrao da nema trenja.
JednadZba gibanja izraZzena pomocu
novih konstanata je

d’s ds 3
—+2y—+w, s=0 86
dt2 7dt 0 ( )

Njezino je rjeSenje
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Slika 23.
Elongacija i amplituda kod prigu§enog titranja
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Slika 24.

Amplituda prisilnog titranja u ovisnosti o frekvenciji i otporu sredstva

k=0.02




s = e sin(at + @,). (87)

MoZemo reci da je rjeSenje poprimilo
oblik (20), ali s nekim bitnim
razlikama. Frekvencija w razlikuje se

od frekvencije @, 1 nesto je manja:

2 2

w=4\w, -y . (88)

Dvije frekvencije jace se razlikuju ako
je veda sila otpora zraka, ali ta razlika
naj¢eS¢e nije znatna. No najveca se
razlika primjecuje u amplitudi. Nova
amplituda

A=A (89)

eksponencijalno se smanjuje s
vremenom (S1. 23). Masa i dalje titra
ovjeSena na oprugu, ali pri svakom
sljedeCem titraju amplituda joj je
manja. Nove amplitude slijede
eksponencijalnu  krivulju, i nakon
nekog vremena utrnu. Koliko brzo ée
se to dogoditi, nakon vise titraja,
nakon samo jednog cijelog titraja ili
cak 1 prije nego §to se obavi cijeli
titraj, to ovisi o konstanti ¥, dakle o
omyjeru jakosti sile otpora i mase.

Prisilne oscilacije. Rezonancija

Govoredi o energiji, naglasili smo da
je energija dana kvadratom amplitude.
Kod prigusenog titranja amplituda se
smanjuje, dakle energija se gubi u
okolinu. Cesto medutim Zelimo da se
titranje nastavi, da ostane harmonicko,
da amplituda bude konstantna. To
zna¢i da djelovanjem neke vanjske
sile moramo nadoknaditi energiju
izgubljenu trenjem ili  otporom
sredstva. To je najjednostavnije
uciniti pomocu vanjske periodicne
sile, koju ¢emo predociti u obliku

F=F,cosw,t. (90)

JednadZba gibanja sad glasi
ma = —ks — bV + F, cosw (91)
ili

d’s ds 2 F
+2y—+w, s =-2cosw, t.(92
arz g D m 02

Necemo detaljno opisivati postupak,
veé¢ ¢emo navesti osnovna svojstva
rjeSenja ove jednadzbe. U pocetnim
trenucima nakon ¢=0 javlja se
prolazno nepravilno titranje, koje se
nakon nekoliko titraja ustali i postaje
harmonicko. Takav sustav ne titra ni
vlastitom frekvencijom (85), ni
frekvencijom prigusenog titranja (88),
ve¢ frekvencijom vanjske sile (90)
®,. Sustav je prisiljen titrati
nametnutom frekvencijom, a titranje
moZemo opisati izrazom

s = Asin(a)ft+(pf) (93)

Amplituda je stalna, dakle rije¢ je o
nepriguSenom titranju. Medutim, ta
amplituda ima zanimljiva svojstva.
Ona ovisi o tome kakva je nametnuta
frekvencija 1 koliko se razlikuje od
vlastite frekvencije sustava.
Deriviramo li dvaput rjeSenje (93) i
uvrstimo 1i prvu i drugu derivaciju u
jednadzbu (92), dobit cemo da
amplituda ovisi o vanjskoj frekvenciji
prema izrazu

FO
m

AZA(“’f):

\/(cof2 —a)oz)z +47/2a)f2 ‘
(%94)

U brojniku je konstantan izraz. U
nazivniku ispod korijena se medutim
nalazi kvadrat razlike kvadrata
nametnute i vlastite frekvencije. Titra
li nametnuti sustav zanemarivo
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malom frekvencijom o, = 0,
amplituda prisilnog titranja jednaka je
F, |k . Ako je koeficijent b sile otpora
vedi od grani¢ne vrijednosti

b, = 2mk , povecanjem nametnute
frekvencije amplituda se smanjuje.

Medutim, ako je b < /2mk ,

. 1
odnosno ako je A2 =S
, 2

povecanjem vanjske frekvencije o,

amplituda raste do maksimalne
vrijednosti  4,, a daljnjim se
povecanjem vanjske frekvencije opet
smanjuje  Na Sl. 24. prikazana je
ovisnost amplitude o vanjskoj
frekvenciji za nekoliko vrijednosti

omjera /@, .

Kako se povedanjem  vanjske
frekvencije priblizavamo  vlastitoj
frekvenciji, tako razlika w fz ~w," u
(94) postaje sve manja i manja, sve je
manji 1 njezin kvadrat, sve manji
dakle i cijeli nazivnik, a amplituda sve
veéa 1 veca. Najvecu vrijednost
amplituda postize kad je

@, =0, = w, —2y° (95)
1 tada iznosi

A, = £y , (96)

2my~w,” 2y?

Pojava izrazitog povecanja amplitude
na odredenoj frekvenciji naziva se

rezonancijom, ili preciznije
amplitudnom rezonancijom, a
frekvencija 95) rezonantnom

frekvencijom. Ako se otpor sredstva
moze zanemariti, tada ¢e biti b=0.
Rezonantna je frekvencija, kako je
vidljivo 1 1z (94) i iz (95), tada
jednaka vlastitoj frekvenciji sustava, a

amplituda ¢e porasti iznad svake
granice: 4 — .

U stvarnosti otpor sredstva moze biti
malen, ali nikad nije sasvim
zanemariv. Amplituda stoga mozZe
postati dovoljno velika da je realni
titrajni sustav ne moZe ostvariti, zbog
nedovoljne ¢vrstoée materijala od
kojeg je nacinjen. Tako ste vjerojatno
veé znali da pravilno stupanje vojnika
preko mosta ili periodi¢ni udari vjetra
mogu izazvati rezonantno titranje
mosta tolikom amplitudom da se most
sru$i. Poznate su i scene iz filmova
kad zvuk trube ili ljudski glas koji
izvodi visoki ton pobudi na titranje
staklenu ¢aSu, a ona zatim zbog
prejakih vibracija pukne. Da bismo
pobudili sustav na harmonicko
titranje, treba djelovati vanjskom
periodi¢nom silom frekvencije bliske
onoj kojom bi sustav titrao da nema
prigusenja ni vanjske sile. To ste, i ne
znajudi, Cinili ako ste ikada njihali
malo dijete na ljuljacci u parku.

Prisilne oscilacije temelj su satnih
mehanizama.  Vanjska sila je
gravitacija kod satova s njihalom i
utezima, a elasti¢na sila kod satova s
oprugom. Razvoj suvremene fizike
poCeo je tek nakon S$to su Galileo
Galilei (1564-1642) i Christian
Huygens (1629-1695) svojim
otkriéima i izumima omogucili izradu
1 Siroku upotrebu preciznih uredaja za
mjerenje vremena. Naime, pokusi sa
slobodnim padom 1 razli¢itim
gibanjima tijela nisu bili moguéi dok
se vrijeme mjerilo samo suncanim i
pjeS€anim satovima. Legenda kaze da
je Galileo Galilei pri prvim pokusima
sa slobodnim padom vrijeme mjerio
otkucajima vlastitog pulsa. Kasnije je,
promatravsi njihanje lustera u crkvi,
opazio pojavu da period njihanja ovisi
o duljini njihala, i na temelju toga
Galilei 1 kasnije Huygens konstruirali
su prve to€ne satove.
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Zbrajanje oscilacija

Kad neki titrajni sustav titra samo
jednim tipom oscilacija, tada mozemo
pocetni trenutak odabrati tako da nam
pocetna faza u (20) bude jednaka nuli.
No ponekad na isti sustav istodobno
djeluyju dvije harmonicke sile, dva
uzroka koji izazivaju dva razlidita
titranja. Kona¢no de titranje biti
superpozicija, tj. zbroj tih dvaju
titranja. U tom slucaju titranja se,
osim u amplitudama i frekvencijama,
mogu razlikovati takoder i1 u fazi
titranja, a te ce razlike znadajno
utjecati na konacno rezultantno
titranje.

Razmotrit ¢emo  neke tipicne
jednostavnije  sluajeve  zbrajanja
oscilacija.

Zbrajanje oscilacija jednakih
frekvencija na istom pravcu

Sustav koji je pobuden da istodobno
titra dvjema razli¢itim amplitudama

A1 1 4> 1 dvjema pocetnim fazama g,
1 ¢,, a jednakim frekvencijama ),
tako da su mu elongacije

s, =4 sin(co ¥ (pl) 7
1

s, = A, sin(a) t+ (/)2), o7)
izvodit ée gibanje iste frekvencije ali s

novom amplitudom 1 novom
pocetnom fazom

B= Asin(a)t + (o). (98)
Do tog se gibanja moralo doci
zbrajanjem dviju elongacija (97) i

(97°):

5=8 +8,, 99)

teje

Asin(cot + (o) = A sin(ot + ;) +

+ A, sin(ot + @,) (100)

Kako nadi rezultantnu amplitudu i
novu fazu? Upotrijebit éemo teorem
adicije za funkcije sinus i kosinus, te
gornji izraz moZemo pisati

A(sin @t cos ¢ + cos wt sin ) =
=4, (sin Wt COS @, + Cos Wt sin @, )+ .

+ A, (sin ot cos @, + coswt sing, )
(101)
Dvije strane moraju biti jednake u
svakom trenutku ¢, a to je moguce
jedino ako su koeficijenti uz

sin wt icoswt na obje strane identi¢ni.
To nas vodi na izraze

Acosp = A, cosp, + 4, cosp, (102)
i
Asing = 4, sing, + 4,singp,. (103)

RijeSimo te dvije jednadZbe 1 nademo
nepoznanice A1 @ :

A=JA? + 4,7 +24,4, cos(p, - 0,)
(104)

_ A;sing, +4,sing,

tan @ (105)

A, cos@, + A, cosp,

Funkcije (97), (97°) 1 (98) prikazane
su na Sl. 25.

Metoda rotirajucih vektora
Isti rezultat dobit éemo 1 ako se

posluZimo  metodom  rotirajucih
vektora. Ranije smo pokazali da se
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titranje moZe shvatiti kao projekcija
kruZznog gibanja. To nam je narocito
korisno pri zbrajanju oscilacija s
jednakim frekvencijama.

Svaku pojedinu oscilaciju prikazemo
kao projekciju vektora na os y (Sl
26). Vektori se razlikuju po iznosima
(amplitudama) i pocetnim fazama, ali
tijekom cijelog kruzenja medusobno
zatvaraju isti kut ¢, —¢,. Time tvore
paralelogram, a vektorski zbroj,
rezultanta,  dijagonala je  tog
paralelograma i ona jednakom kutnom
brzinom @ kruzi oko ishodista.
Njezin iznos A 1 faza ¢ dani su
izrazima (104) i (105).

Zbrajanje oscilacija razlicitih
frekvencija na istom pravcu

Zbog jednostavnosti promatrat ¢emo
slucaj da su obje pocetne faze titranja
jednake nuli, tako da zbrajamo
elongacije

s, = A sinwt. (106)

i

s, = A, sinw,t . (107)
U ovom slucaju rezultantno titranje
8=8; *8; (108)
nije harmonicko, ve¢ se njegova

amplituda  pravilno mijenja s
vremenom po zakonu

A= \/Alz + A, +24,4, cos(a)1 -—a)z)t
(109)

Kazemo da je titranje modulirano.
Amplituda 4 se smanjuje i povecava,
osciliragju¢i  izmedu minimalne i
maksimalne vrijednosti (SI. 27):

|4, — 4| <A< A4 +4,. (110)

p2—p1 Slika 26.

U posebnom slucaju  jednakih
amplituda 4,=A4,=A4 titranje se moze
opisati izrazom

s=2A4cos Mz‘jsin(ﬂ—+—a)2t )
2 2

(111)

Frekvencija uz kosinus manja je od
frekvencije uz sinus, tako da izraz
(111) moZemo shvatiti kao titranje
frekvencijom (@, + »,)/2 1

moduliranom rezultantnom amplitu-
dom

4, = 2Acos(%t} (112)

U slucaju da su dvije frekvencije vrlo
bliske, pa je

-0 =A@ (113)
vrlo malo, elongacija je
s = 2Acos(é£o—) sin (a)1 + éfgjt .
2 2
(114)
Prikazujemo je na Sl. 28. Rezultat su

tzv. udari, koje moZemo cuti,
primjerice, ako istodobno zatitramo

21




22

dvije jednake glazbene viljuske, od
kojih smo jednoj sasvim malo
promijenili frekvenciju nalijepivsi na
nju komadié plastelina. Pojava udara
Cesto se javlja i kod elektri¢nih titraja,
pa je opazamo kad, trazeéi stanicu na
radioaparatu, naidemo na dva
odasiljaca bliskih frekvencija.

Zbrajanje titranja na medu-
sobno okomitim pravcima

Titranja koja smo dosad opisivali
zbivala su se u jednoj dimenziji.
Cestica je putovala po dijelu krivulje
najprije u jednom a zatim u
suprotnom  smjeru.  Matemati¢ko
njihalo titralo je po dijelu kruZnice u
vertikalnoj ravnini, a uteg na opruzi
po dijelu pravca u horizontalnoj ili
vertikalnoj ravnini.

Zamislimo sada da na Cesticu djeluju
dvije medusobno okomite harmonicke
sile, jedna u smjeru osi x, a druga u
smjeru osi y. U svakom od dvaju
smjerova rezultantno je titranje
harmoni¢ko, ali se razlikuje i u
amplitudama, i u frekvencijama, i u
fazi. Kako nije bitna svaka pojedina
pocetna faza, veé njihova razlika 6, ta
titranja moZemo opisati sljede¢im
dvama izrazima:

x=A sinw,t (115)

y = A4, sin(w,t + 5). (116)

Rezultantno ée se gibanje odvijati u x-
y ravnini, a dCestica ¢e opisivati
krivulju. Njezinu jednadzbu dobijemo
ako iz (115) 1 (116) iskljuéimo
vrijeme ¢. Rezultat izrazito ovisi o
omjeru dviju frekvencija ®,/w,i o
razlici faza 6. Dobivene staze po
kojima se Cestica giba nazivaju se
Lissajousove krivulje. Ako je omjer

frekvencija racionalan broj, to su
zatvorene krivulje. Medu njima ima
ravnih crta, osmica, elipsa i kruznica,
kakve dobivamo kad se frekvencije
odnose kao mali cijeli brojevi, do vrlo
lijepih Sara koje postaju sve slozenije,
kako omjer dviju pocetnih frekvencija
postaje sloZeniji. Na Sl. 29. prikazano
je nekoliko osnovnih Lissajousovih
krivulja za jednake amplitude

A4 =A4,= A Uz svaku krivulju
oznatene su vrijednosti w,/®, i
razlike faza o.

Jednostavan pokus kojim moZemo
promatrati  Lissajousove  krivulje
natinit ¢éemo  pomodu  vrelice
napunjene pijeskom i objeSene na nit.
Vredica objeSena na nit mozZe se
njihati u svim smjerovima. Na stol
ispod tako dobivenog njihala stavimo
bijeli papir, a na dnu vrecice
probusimo rupicu, tako da pijesak
moZe istjecati i padati na papir. Dok
vredica miruje, pijesak stalno pada u
istu tocku na papiru. ZanjiSemo li
vreéicu, ovisno o pocetnoj brzini i o
poCetnom smjeru gibanja vredice,
budemo li dovoljno pazljivi, pijesak
ée iscrtavati razliCite Lissajousove
krivulje.

Vezani oscilatori

U prirodi i tehnici naéi ¢emo mnogo
primjera gdje su dva titrajna sustava,
ili viSe njih, medusobno povezani
elasticnom vezom. Zatitramo 1i jedan
od dvaju oscilatora, on moZe drugome
predavati dio svoje energije. Pri tome
se amplituda prvog titrajnog sustava
smanjuje, dok se amplituda drugog
povecava, 1 obrnuto. Za cijeli titrajni
sustav energija je ocCuvana, dok se
svakome oscilatoru zasebno energija
moZe mijenjati.

Zamislimo vezani titrajni sustav koji
nastaje kad dva jednaka utega masa m
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pricvr§éena  jednakim  oprugama
konstante %&; na suprotne Cvrste
zidove, poveZzemo oprugom konstante
k (S1. 30).

Ako je u nekom trenutku gibanja prvi
uteg pomaknut udesno za udaljenost
x; od svog ravnoteznog polozaja, a
drugi za udaljenost x,, lijeva se
opruga produljila za x;, srednja za x;-
x;, a desna se skratila za x,. U
oprugama sada djeluju elastine sile.
Rezultante tih sila djeluju na utege, te
cijeli sustav sada ima potencijalnu
energiju

E, = %klxl2 +%klx22 +

) (117)
+ Ek(xz -X )2

ili

E, = %(k1 LR +%(k, + R, — ko,
(118)

Taj izraz ima  karakteristi¢nu
strukturu, kakva se pojavljuje u svim
vezanim titrajnim sustavima, od
strojnih  dijelova do oscilacija u
svijetu atoma. Prvi je Clan energija
prvog oscilatora, drugi je energija
drugog oscilatora, a treéi sadrzi u sebi
konstantu vezanja k i elongacije obaju

oscilatora x; i x,. Taj se ¢lan naziva
energijom vezanja, 1 omogucuje
prijelaz energije s jednog sustava na
drugi. Taj je prijenos veci ako je

Slika 30.

000 i (000000 1

konstanta k£ veéa pa, ovisno o njezinoj
veli¢ini, govorimo o jakom ili o
slabom vezanju.

Za svaki od utega sada moZemo
napisati jednadzbe gibanja — drugi
Newtonov zakon. Za elongaciju x;
prvog utega vrijedi

d’x,

m e =—kx +k(x,-x) (119

a za elongaciju x, drugog utega

d’x,
dt*

m =—kx, —k(x2 —xl) (120)

Uredimo li jednadZbe, dobivamo

d’x, k +k k
dtzl + lm % == (121)

2 X, =—x,. (122)
m
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Dobili smo sustav vezanih
diferencijalnih  jednadzbi. Njihova
rjeSenja mogu se podijeliti u dvije
grupe, 1 predstavljaju dva nacina
gibanja sustava. Postoje dakle dva tipa
rjeSenja. U prvom nacinu gibanje
jednog utega utjeCe na drugi,
amplitude  njihovih  titranja se
mijenjaju, a tijekom gibanja utezi
jedan drugome predaju energiju.
Drugi tip rjeSenja su tzv. normalni
modovi (nacini gibanja), kod kojih se
svaki uteg giba neovisno o onome
drugome 1 nema prijenosa energije,
Normalni su modovi vrlo posebna
rjeSenja jednadzbi (119) i (120). Za
prvi normalni mod dobiju se
elongacije

x, = A, sin(w,t + ¢1) (123)
1
x, = A4, sin(@,t + @,). (124)

Dva utega titraju u fazi. Frekvencija
tog titranja je

o, = \/k——l (125)
m

1 ne ovisi o konstanti vezanja k.

Drugi normalni mod opisan je
elongacijama

x, = 4, sin(w,t + @, ) (126)
i
x, = —A, sin(w,t +@,). (127)

Utezi titraju u protufazi. Frekvencija
tog titranja

By o ;2" (128)

je veéa od one prve, a ovisi i o
konstanti £ opruge koja povezuje dva
oscilatora.

Oberbeckova njihala

Pokus kojim ilustriramo ponaSanje
vezanih oscilatora izvodi se pomocu
tzv. Oberbeckovih njihala (S1. 31).

Slika 31.

To su dva identi¢na fizicka njihala, od
kojih se svako sastoji od metalnog
Stapa na kraju kojega je metalni valjak
Njisemo li ih svakog zasebno s malim
amplitudama, oni d¢e izvoditi,
neovisno  jedan od drugog,
harmonicke titraje. No ta se dva
njihala mogu povezati oprugom.

Ako sad zanjiSemo prvo njihalo,
njegova ¢e se amplituda postupno
smanjivati, dok ¢ée drugo njihalo
poceti njihati sve jace i jaCe. Pokus
ilustrira prijenos energije s jednog
njihala na drugo. Pri tome se
amplitude obaju njihala stalno
mijenjaju. Postoje medutim dva
natina, normalna moda, kako
moZemo zanjihati vezana
Oberbeckova njihala, a da amplitude
svakoga od njih ostanu stalne i da ne
bude prijenosa energije s jednog
njihala na drugo. Prvi je kad njihala
zanjiSemo potpuno paralelno, u fazi, a
drugi kad su faze suprotne (S1. 32).
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Zanimljivo je da frekvencije tih dvaju
modova, dane izrazima (125) i (128),
nisu jednake.

Titranje atoma i molekula

Poznato je da molekule zrade
elektromagnetske valove u
mikrovalnom i infracrvenom podrucju
elektromagnetskog spektra.

Za potpuno razumijevanje gibanja i
zraCenja atoma potrebno je poznavati
jo§ mnogo ¢injenica koje nismo ucili
u mehanici. Ipak, treba reci da se neka
svojstva molekula i njihovih zradenja
mogu razumjeti ako se molekule
predoe kao klasicni mehanicki
sustavi sastavljeni od oscilatora.
Primjerice, molekula HCI sastoji se od
atoma vodika i atoma klora, koji se
nalaze na ravnoteznoj udaljenosti od
0,13 nm (SL. 33).

Slika 32.

T
B ——

Ta udaljenost nije ¢vrsta, ve¢ se atomi
priblizavaju i udaljavaju jedan od
drugoga pod djelovanjem sile koja je
slicna  harmonickoj.  Potencijalna
energija takve sile u ovisnosti o
udaljenosti medu atomima prikazana
jena Sl. 17. Za razliku od harmonicke
potencijalne energije (parabola na Sl.
17), titranje oko ravnoteznog polozaja
samo je za male energije simetri¢no.
Za nesto vele energije ono je
nesimetri¢no, a za jo§ veée atomi se
mogu otrgnuti jedan od drugoga i
dolazi do disocijacije molekule. U
sluaju  molekule HCl  kruzna
frekvencija titranja je
®=56-10"s", a energija
disocijacije 4,6 eV. I molekula od tri
ili viSe atoma moZe predstavljati
vezani titrajni sustav. Na Sl. 34
prikazana je molekula CO, i tri
moguca nacina njezinog titranja.
Izmjerene frekvencije tih titranja
o, =4,4-10"s", @, =2,5-10"s""

i @, =1,3-10"s"mogu se izratunati
pomocu jednadzbi gibanja. Ovaj nam
primjer ukazuje na vaZnost zakona
titranja za razumijevanje strukture i
svojstava tvari.
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Slika 34.

Zadaci:

1. Vodoravno poloZena daska titra u
horizontalnoj ravnini s amplitudom 1,5 m.
Ako je frekvencija 12 titraja u minuti,
izraCunajte najmanju vrijednost koeficijenta
trenja potrebnu da tijelo koje leZi na dasci ne
sklizne s nje prilikom titranja.

2. Nacrtajte graficki prikaz ovisnosti
elongacije o vremenu za Cesticu koja titra po
zakonu

s = 0,05msin[z£+£j.
6s 4

3. Bakrena kugla objeSena na oprugu izvodi
vertikalne oscilacije. Kako c¢e se promijeniti
period titranja, ako tu kuglu zamijenimo
aluminijskom kuglom jednakog polumjera?
Gustoéa bakra je 8900 kg/m’, a aluminija
2700 kg/m’.

4. Cetiri jednake opruge, svaka konstante
k=100 N/m, ovjeSene su jedna ispod druge, a
na najniZu je objeSen uteg nepoznate mase.
Kad se taj sustav izvuce iz poloZaja ravnoteZe
i pobudi na titranje, opazamo da nacini 120
titraja u jednoj minuti. Kolika je masa utega?

5. Kocka stranice a=10 cm, nacinjena od
drveta gustoée 400 kg/m® , pliva na vodi. Ako
je potisnemo dublje u vodu i pustimo, ona ce
poceti titrati. Izracunajte period i frekvenciju
kojom titra kocka.

6. Homogena okrugla ploca polumjera 99,3
cm predstavlja fizi€ko njihalo, ako je
zanjiSemo oko vodoravne osi paralelne s osi
simetrije ploce. Izracunajte i graficki prikazite
kako period tog titranja ovisi o udaljenosti »
osi od sredista ploce.

7. Koliki je period fizi¢kog njihala u obliku
homogenog Stapa duljine 1 m, ako se taj Stap
njiSe oko osi koja prolazi jednim njegovim
krajem?

8. Amplituda matematickog njihala koje
priguSeno titra, smanji se na polovicu za
vrijeme od jedne minute. Koliko ¢e se
smanyjiti za tri minute?

9. Prikazite graficki ovisnost potencijalne i
kineticke energije Cestice mase 10 g koja
harmonicki titra s amplitudom 2 cm i
frekvencijom 4 Hz, s pocetnom fazom
jednakom nuli: a) o poloZaju, b) o vremenu.

10. Otpor pri gibanju utega kroz sredstvo dan
je zakonom F,=-bv, gdje je b=3kg s™'. Uteg
ima masu 1 kg i objeSen je na oprugu
konstante k=100N/m. Na uteg djeluje vanjska

periodicna sila ' = Fjcosa .
a) IzraCunajte vlastitu frekvenciju @, sustava.

b) Izratunajte rezonantnu frekvenciju @i

rezonantnu amplitudu Ag, ako je amplituda
vanjske sile jednaka F,=2N. c) Nadite
pripadne frekvencije vi periode T.
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