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Prijenos tvari i energije

1. UVOD

Prijenos tvari i energije sastavni je dio svih kemijsko inzenjerskih disciplina. Kemijsko
inZenjerstvo je podrucje znanosti koje se bavi prou¢avanjem procesa koji obuhvacaju transformaciju
(kemijsku, biolosku, fizikalnu) tvari ili energije u korisne proizvode. Pojedinacni procesi kojima se
bave kemijski inZenjeri nazivaju se jedini¢ne operacije (na primjer destilacija, filtracija) i obuhvacaju
kemijske reakcije, prijenos koli¢ine gibanja, tvari i energije.

Na bazi tih proucavanja omogucuje se razvoj, projektiranje, dimenzioniranje, vodenje procesa te izbor
uredaja i procesne opreme u kojem ¢e se proces industrijski voditi na ekonomican nacin. Kemijsko
inzenjerske studije omoguc¢uju da se na osnovi kvalitativnog razumijevanja kvantitativno matematicki
opisuje proces.
Prijenos tvari i energije u kemijskom procesu opisuje se bilancama koje primjenjuju osnovne
zakonitosti na ukupnu proizvodnju, pojedinacne operacije ili dijelove uredaja, pri ¢emu koriste
principe termodinamike, kinetike reakcija i prijenosne pojave.
Primjena:

— stvaranje novih boljih materijala i proizvoda (korisnih)

— razvoj 1 proizvodnja razlicitih visokovrijednih proizvoda, kao i proizvodnja osnovnih

kemikalija
— zraCna, automobilska, biomedicinska, ekoloska vojna industrija
— biologija i biomedicina

Tehnoloski proces ukljucuje fizikalne i kemijske pretvorbe od polazne sirovine do konacnog

proizvoda.

PRODUKT

SIROVINA REAKTOR ODUK
priprema obrada

jedini¢ne operacije jedini¢ne operacije

Q

Slika 1.1. Opceniti prikaz tehnoloskog procesa

Prije reaktora sirovinu je potrebno npr. usitniti, homogenizirati, predgrijavati, transportirati. U
reaktoru se provodi kemijska reakcija uz mijeSanje, hladenje ili zagrijavanje. Iza reaktora potrebno je
pak produkte odijeliti npr. filtracijom, destilacijom, ekstrakcijom, suSenjem, homogeniziranjem. Svi
postupci kod kojih dolazi do fizickih promjena poznati su pod nazivom tehnoloske ili jedini¢ne
operacije. Tijekom vecine separacijskih procesa (jedini¢nih operacija) odvija se vise od jednog
procesa (slika 1.2.). Na primjer, tijekom konvekcijskog suSenja zagrijani zrak struji iznad povrSine
vlaznog materijala (prijenos koli¢ine gibanja), pri ¢emu predaje toplinu vlaznom materijalu (prijenos
topline). Prilikom zagrijavanja dolazi do isparavanja vlage s povrSine materijala, a istovremeno kroz
unutrasnju strukturu materijala vlaga se krece prema povrsini isparavanja (prijenos tvari). Ako se susi
higroskopni materijal moze mu se mijenjati i unutrasnja struktura (veliina i raspodjela veli¢ina pora).
Dakle osim procesa prijenosa (koli¢ine gibanja, topline i tvari) istovremeno se mogu odvijati i razli¢iti
kemijski ili fizikalni procesi. Sve to govori u prilog sloZenosti takovih procesa.
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Prijenos tvari

Prijenos koli¢ine gibanja Prijenos topline

Kemijski procesi - Fizikalni procesi

Slika 1.2. SloZenost jedini¢nih operacija

Prijenos tvari i energije usko je povezan s jedininim operacijama koje su s obzirom na
fizikalne promjene podijeljene u tri osnovne skupine:

e mehanicke — koje se temelje na pojavama prijenosa koli¢ine gibanja (usitnjavanje,
homogeniziranje, filtracija, sedimentacija,...)

e toplinske — koje se temelje na pojavama prijenosa topline (zagrijavanje, destilacija, suSenje,...)

o difuzijske — koje se temelje na pojavama prijenosa tvari (destilacija, ekstrakcija, apsorpcija,...).

Ovakva podjela omogucava uocavanje sli¢nosti ovih operacija. Uocena je odredena analogija
izmedu osnovnih fenomena u navedene tri skupine operacija tako da je danas razvijen zajednicki
pristup poznat kao prijenos tvari i energije ili fenomeni transporta. Na taj na¢in omogucava se
bolje razumijevanje i povezivanje zakonitosti u jediniénim operacijama

1.1.  OPCI ZAKON OCUVANJA

Kod svih promjena koje se pojavljuju u prirodi mora biti zadovoljen osnovni uvjet oCuvanja
koli¢ine gibanja, energije i mase.

Na slici 1.3. prikazan je opceniti prikaz procesnog prostora, odnosno kontrolnog volumena.
Procesni prostor je omedeni dio prostora kroz koji tokom vremena protjece neka koli¢ina gibanja,
tvari ili energije. U procesnom se prostoru zbiva barem jedan od mnogobrojnih procesa koji su po
pripadnosti dio kemijskog inZenjerstva, a moze biti npr. Sarzni reaktor, destilacijska kolona, zrno
katalizatora, filtarski uredaj, izmjenjiva¢ topline itd. Temeljne su znacajke procesnog prostora
geometrijski oblik, ovisnost procesnih varijabli o vremenu i prostornim koordinatama, vrsta procesa
unutar prostora, prolaz i prijenos kolicine gibanja, topline i tvari kroz procesni prostor i u njemu.
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Slika 1.3. Op¢eniti prikaz procesnog prostora
14 - protok, m’ s™!
V - generiranje koli¢ine X u kontrolnom volumenu (nestajanje ili nastajanje koli¢ine X)
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Xy - koli¢ina gibanja, tvari ili energije izrazena po jedinici volumena tako da se moze napisati:
prijenos koli¢ine gibanja prijenos toplinske energije prijenos tvari

m . V m oqe n -

—=v.p,Nsm” g,]m'3 ;,kgm’3lll;,molm3

Kod promatranja procesnog prostora moguce je postaviti mikroskopsku bilancu koja promatra
infinitenzimalno male veli¢ine i makroskopsku bilancu koja promatra prosjecne veli¢ine. Op¢i zakon
ocuvanja za procese prijenosa promatra se sa makroskopskog stajalista, a moze se pisati u sljedecem
obliku:

AKUMULACIJA =ULAZ — IZLAZ + GENERACIJA
dx,

dt

:Vuz‘XV,uz_V

iz

V.

Xy Y, (1.1)

Brzina akumulacije koli¢ine X u nekom procesnom prostoru jednaka je volumnom protoku
koli¢ine X koja je usla u sustav, umanjena za volumni protok koli¢ine X koja je izasla iz sustava i
uvecana (umanjena) za generiranu koli¢inu X u sustavu.

Smisao produkta V- X - brzina procesa prijenosa - TOK (koli¢ine gibanja, tvari ili energije)

3
V.XV{m_.%:E} (1.2)
s m’ s
koli¢ina gibanja, [kg m s™] energija, [J s'=W] tvar, [kg s™]
v.ox, =y 22 n7 V'.XVzV.QZQ v.x,=y.2=2
¢ Vo t Vot

Potrebno je naglasiti da u ovisnosti o promjeni koli¢ine X s vremenom postoje dva
karakteristiCna procesa:
1. kada se brzina prijenosa ne mijenja u vremenu, odnosno dX,/dt=0, govori se o
stacionarnom procesu,
2. kada se brzina prijenosa mijenja u vremenu, odnosno dX,/dt#0, govori se o

nestacionarnom procesu.

Za pojasnjenje funkcionalne ovisnosti ili neovisnosti brzine prijenosa o vremenu moze ilustrativno
posluziti primjer istjecanja vode iz spremnika.

Stacionaran proces
dovod kapljevine

AT

preljev viska
kapljevine
Z=const.

| | v=const.
vp=const.

Slika 1.4. Stacionarno istjecanje vode iz spremnika

Dovodi se kapljevina, a preljev osigurava stalnu razinu kapljevine u spremniku.
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Prema Torricellijevom zakonu:

Brzina istjecanja jednaka je brzini slobodnog pada s visine koja odgovara visini stupca kapljevine u
spremniku.

v=42-g-z (1.3)
Budu¢i da je razina kapljevine u spremniku konstantna (z = const.) slijedi da je i brzina istjecanja

konstantna (v = const.), odnosno i koli¢ina gibanja vode konstantna (v- p = const.).

Diferenciranjem po vremenu slijedi da je:

Gl =0 uz p = konst. vrijedi d(v P )
dt dt

$to znaci da je proces stacionaran.

=0 (1.4

Nestacionaran proces

| ‘v=f&)
@ v-p=f(z)
Slika 1.5. Nestacionarno istjecanje vode iz spremnika

S obzirom da se kapljevina ne dovodi, razina kapljevine u spremniku mijenja se s vremenom (razina
se smanjuje a time je i hidrostatski tlak je sve manji).
U pocetku istjecanja, razina kapljevine u spremniku jednaka je z, tako da je i brzina istjecanja jednaka

v, =428z, . (1.5.)
Nakon odredenog vremena ¢, razina kapljevine u spremniku se smanjila na z, pa je i brzina istjecanja
manja:

v, =+/2g2, (1.6.)

Dakle, brzina istjecanja ovisi o razini kapljevine koja opet ovisi o vremenu, tako da je konac¢no:

v=f(t) (1.7.)
uz p = konst.
v-p:f(t) (1.8)
odnosno
dv
. #0 (1.9)
d(v-p)

” #0 (1.10.)

Sto znaci da je proces nestacionaran.

Pokretacka sila procesa prijenosa
U tehnoloskim procesima uvijek dolazi do neke vrste prijenosa: tvari, toplinske energije ili
koli¢ine gibanja. Do prijenosa koli¢ine gibanja, tvari ili energije dolazi ukoliko postoji pokretacka sila.
Tako su odgovarajucée pokretacke sile:
— zaprotjecanje kapljevine kroz cijev = razlika tlakova
— za prijenos topline sa toplijeg na hladnije tijelo > razlika temperatura
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— zaprijenos tvari > razlika koncentracija (striktno: razlika kemijskih potencijala)
Proces se odvija do postizanja ravnoteznog stanja (do izjednaCenja tlakova, temperatura ili
koncentracija)odnosno kada vise ne postoji pokretacka sila.

Gustoca toka (fluks)

U industrijskoj praksi, odnosno za sam proces, od najvece je vaznosti brzina procesa koja se u
kemijskom inzenjerstvu izrazava po jedinici povrSine i naziva se fluks (gustoca toka), ¢ .

Razlikuju se:
— fluks koli¢ine gibanja (gustoca toka kolicine gibanja)
— fluks koli¢ine topline (gustoca toka topline)
— fluks koli¢ine tvari (gustoca toka tvari)
Op¢a definicija gustoce toka je:
X
¢ " (1.11)
Pri ¢emu je X=koliCinina gibanja, tvari ili topline.

Ako se produkt V- X » koji je sastavni dio zakona o€uvanja, izrazi po jedinici povrSine, dobiva se

gustoéa toka.
rx
V =

V'-XV_Z X
A A At

(1.12.)

Analiticki izrazi za procjenu gustoce toka temelje se na Ohmovom zakonu za jakost struje,
medutim pri proucavanjima je potrebno uzeti u obzir i mehanizme prijenosa koli¢ine gibanja, topline i
tvari.

U
I1=— 1.13.
F (1.13)
Ovdje je: U — napon (pokretacka sila)

R — elektri¢ni otpor
U tehnoloskim (jedini¢nim) operacijama ova se modelna jednadzba zbog neidealnosti fizickih pojava
ispravlja uvodenjem koeficijenata proporcionalnosti pa je oblik jednadzbe za gustocu toka:
A

p=K-— (1.14.)
y

gdje su:

A - pokretacka sila (razlika temperatura, koncentracija ili tlakova)

y - otpor koji se definira kao udaljenost tocaka u prostoru izmedu kojih se odvija prijenos

K - koeficijent prijenosa (koeficijent proporcionalnosti) koji predstavlja fizicka svojstva tvari, a

bitno ovisi o mehanizmu prijenosa. Cesto se odreduje eksperimentalno.

1.2.  MEHANIZMI PRIJENOSA

Pri proucavanju fenomena prijenosa promatra se fluid u gibanju (rjede u mirovanju), a brzina
prijenosa energije, tvari ili koli¢ine gibanja kod fluida u gibanju ovisi o prirodi gibanja fluida
(slojevito ili vrtlozno gibanje). Tako postoje dva osnovna mehanizma prijenosa: molekularni i vrtlozni.

1. Molekularni mehanizam prijenosa.
Odvija se kod slojevitog gibanja fluida kada nema mijeSanja izmedu slojeva, a gibanje se
odvija kod malih brzina. takav prijenos Cesto se naziva statistiCki prijenos, buduéi da je
uzrokovan slué¢ajnim Brownovim gibanjem molekula.
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2. Vrtlozni mehanizam prijenosa.
Takav mehanizam prijenosa koli¢ine gibanja, tvari i energije ¢es¢i je, a odvija se kod vecih
brzina kretanjem grupa molekula $to je prouzrokovano vanjskom silom (npr. mijesanje; velika
razlika tlakova koja uzrokuje pokretanje fluida velikim brzinama pa dolazi do vrtlozenja). Kod
vrtloznog je mehanizma vrijednost gusto¢e toka mnogo veca jer su ili pokretacka sila ili
koeficijent prijenosa ili obje vrijednosti mnogo vece.

Osnovni koncepcijski pristup u procesima prijenosa tvari i energije temelji se na analognim
pojavama koje se matematicki opisuju u principu uvijek u obliku jednadzbe 1.14.:

g
y

uz odredene modifikacije ovisno o hidrodinamickim uvjetima i geometrijskim karakteristikama
sustava.

U ovom dijelu teksta bit ¢e predoCeno kako se ta temeljna jednadzba izrazava kod molekularnog i
vrtloznog mehanizma prijenosa koliCine gibanja, prijenosa toplinske energije i prijenosa tvari.
Medutim, naravno da to studentima s postojeCom razinom znanja nece biti jasno sve dok ne prouce i
nauce cijelo gradivo kolegija Prijenos tvari i energije. Uvidjet ¢e da se na kraju uvijek dobiva sli¢na (u
principu ista) zakonitost, a §to ¢e biti prikazano i u zadnjem poglavlju u kojem se govori o analogiji
prijenosa koli¢ine gibanja, prijenosa toplinske energije i prijenosa tvari.

1.2.1. Molekularni mehanizam prijenosa

Vrijednosti gustoce toka kod molekularnog mehanizma prijenosa mogu se opcenito izraziti pomocu
jednadzbe (1.14.). Ovisno o procesu prijenosa koji se promatra definiraju se koeficijenti prijenosa koji
ovise o prirodi tvari:

— prijenos koli¢ine gibanja:  kinematicka difuzivnost, v

— prijenos koli¢ine topline:  temperaturna difuzivnost, a

— prijenos koli¢ine tvari: difuzivnost tvari, D

Odgovarajuce pokretacke sile izrazene po jedinici volumena procesnog prostora su:

— razlika koli¢ine gibanja A(v . p) = A( vaj =X, [kg m?s’ ] (1.15)
. . . m-c,-T 3

— razlika sadrzaja topline A(p C, T)z A — =X, [J m ] (1.16.)

— razlika masene koncentracije = Ay = A(%) =X, [kg m_3] (1.17.)

Otpor: udaljenost tocaka izmedu kojih se odvija prijenos.

Gustoca toka kolicine gibanja
Prema Newtonovom zakonu:

rz—v-M (1.18.)
dy

Ovdje su:

T - smi¢no naprezanje, odnosno sila po jedinici povrsine, N m? (Pa)

v - kinemati¢ka viskoznost, m’s™!

y - udaljenost, m

v.-p= my - koli¢ina gibanja po jedinici volumena, kgm’25'1

V
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Moze se pokazati sljedece:
Razlika kolicine gibanja zapravo predstavlja gustocu toka razlike tlakova.

F-t=m-v

Dijeljenjem jednadzbe sa povrSinom, dobiva se:
F‘t_m-v N F _m-v_¢
A 4 A P74

Gustoca toka koliine energije (topline)

Prema Fourierovom zakonu:

dT
=—1-— 1.19.
q & (1.19.)
Budu¢i da se koeficijent toplinske vodljivosti moZze izraziti na sljedeé¢i nacin:
A=a-p-c, (1.20.)
jednadzba (1.19.) poprima sljedeci oblik:
dip-c, T
qz_a.M (1.21.)
dy
Ovdje su:
q - gustoéa toplinskog toka, Wm™
a - koeficijent temperaturne vodljivosti, m*s™
Cp - specifi¢ni toplinski kapacitet, Jkg 'K
p-c, T - sadrzaj topline po jedinici volumena, kgm™s™
Gustocéa toka kolicine tvari
Prema Fickovom zakonu:
n=—D-ﬂ (1.22)
dy
Ovdje su:
n - gustoda toka tvari, kgm™s™
D - koeficijent difuzije, m’s™
14 - masena koncentracija, kgm™

U jednadzbama (1.18.), (1.19.), (1.21.) i (1.22.) predznak (-) zna¢i da se prijenos odvija u smjeru
smanjenja koli¢ine gibanja, temperature ili koncentracije.

1.2.2. VrtloZzni mehanizam prijenosa

Pri viSim brzinama strujanja fluida, gibanje grupa molekula uzrokovano je vanjskom silom
(mijesanje, velika razlika tlakova) te dolazi do mijesanja (vrtloZenja). Gustoca toka mnogo je veéa od
gustoce toka pri nizim brzinama strujanja fluida, odnosno kod molekularnog mehanizma prijenosa.

Gustoca toka se kod vrtloznog mehanizma prijenosa moze izraziti koriStenjem jednadzbe
(1.14.) kao i kod molekularnog mehanizma prijenosa, medutim koeficijenti prijenosa ovise ne samo o
prirodi tvari ve¢ dolazi do izrazaja i utjecaj okoline, geometrije sustava i brzine strujanja. Kao
posljedica utjecaja navedenih parametara javlja se ofpor te se koeficijent prijenosa moze izraziti u
sljede¢em obliku:

p=S A=x'A

y
Koeficijenti prijenosa mogu se odrediti samo empirijski. U nekim slu¢ajevima kada se ne mogu
egzaktno odrediti odredene zakonitosti u kojima se pojavljuju tesko odredivi koeficijenti, primjenjuje
se tzv. dimenzijska analiza.
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Gustoca toka kolicine gibanja

2 2 2
= L PTNL VP (1.23)
2 2
Ovdje su:
2
v 3 P - dinamicki tlak (kineticka energija fluida izrazena po jedinici volumena)
f - koeficijent proporcionalnosti (trenja)
v - brzina gibanja, ms™
Vs - brzina gibanja fluida uz stjenku (uz uvjet da nema pojave klizanja v, =0), ms”

Gustoca toka koliline topline

g=a-(T-T,) (1.24)
Ovdje su:

a - koeficijent prijelaza topline, Wm™>K!

T - temperatura, K

T - temperatura stjenke, K

Gustoca toka kolidine tvari

my=k-(y=7,) (125
ili

i, =k-(c—c,) (1.26.)
Ovdje su:

k - koeficijent prijenosa tvari, ms™

/4 - masena koncentracija, kgm™

% - masena koncentracija uz stjenku, kgm™

c - molna koncentracija mol m’

Cs - molna koncentracija uz stjenku mol m™
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2. PRIJENOS KOLICINE GIBANJA

U dijelu kolegija u kojem se govori o prijenosu koli¢ine gibanja uobic¢ajeno je razmatrati Cetiri

karakteristi¢na slucaja koji su prikazani na slici 2.1. Osobitost svakog procesa je da se pokretackoj sili
F suprostavlja sila otpora Fp iliFg.

OPTJECANIJE

PROTJECANIE

STRUJANJE U MIJESALICI
P

Slika 2.1.Karakteristi¢ni slu¢ajevi pri proucavanju prijenosa koli¢ine gibanja FD

Veliki fizicar Isaac NEWTON (1642.—1727.)|ukaza0 je na cinjenicu da se silama aksg;

(djelovanja, poZzeljnoga gibanja) opiru sile reakcije (sile otpora). U mehanickim jedini¢
operacijama (mehanic¢kim separacijskim procesima) to izgleda ovako:

2.1

Fluid protje¢e kroz cijev ili uredaj pod djelovanjem razlika tlakova. Medutim, u tom se
kretanju fluid tare o stijenke cijevi (uredaja), a trenje postoji i unutar samoga fluida (o ¢emu ¢e
biti govora kasnije). To je trenje uzro¢nik otpora protjecanju.

Optjecanje ili taloZenje Cestica u suspenziji djelovanjem sile teze dogada se to brze $to je otpor
talozenju manji. Medutim, ako je sredina u kojoj se dogada taloZenje gusc¢a i viskoznija t, ono
je polaganije. Opet se vidi da se otpor (ovaj put predstavljen osobitostima tekucine u kojoj se
dogada talozenje) suprotstavlja silama koje uzrokuju talozenje Cestica.

Pri mijesanju potrebno je mijesalo okretati u nekom mediju (suspenziji, emulziji) odredenom
snagom da bi se tvar po zelji izmijesala. Sama tvar pruza otpor koji je veéi §to je medij u
posudi gus¢i i Sto je mijeSanje brze. Da bi se uspje$no mijesalo, potrebno je svladati taj otpor.
Pri strujanju kroz sloj Cestica npr. filtraciji, Cista se tekuéina probija kroz porozno platno
(filtar) i sloj taloga na filtru. Filtar i talog stvaraju otpor kretanju.

Fizikalne osnove

U kolegiju se uglavnom razmatraju ponasanja teku¢ina odnosno fluida u gibanju.
Fluid je tvar koja se pod djelovanjem smi¢nog naprezanja, ma kako malenoga, neprekidno

deformira. Smicno naprezanje je tangencijalna komponenta povrsinske sile poHjjeljena s mjernim
brojem povrsine. Neprekidna deformacija o kojoj se govori u definiciji fluida, ireverzibilna je pojava i
naziva se strujanje fluida. Za razliku od fluida, cvrsto (elasticno) tijelo se nakon deformiranja pod
djelovanjem smicnog naprezanja (do odredene granice), nakon prestanka djelovanja smicnog
naprezanja vra¢a u prvobitni oblik. Djelovanjem smi¢nog naprezanja fluid u staffjy mirovanja ponasa
se kao i1 Cvrsto tijelo 1 svakoj promjeni tlaka odgovara promjena volumena fluida. Razlika je u
kvantitativnom odnosu tih promjena, a prema veli¢ini tih promjena fluidi se mogu svrstati u dvije
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grupe:
e kapljeviti fluidi ili kapljevine
e plinoviti fluidi ili plinovi

Potrebno je razlikovati nazivlje. Naziv fluid latinskog je porijekla. Engleski fluid predstavlja sinonim
za hrvatski pojam tekuéina. Radi preglednosti prikazuje se podjela fluida (tekuéina) na slici 2.2.

Engleski Hrvatski

FLUID TEKUCINA

LIQUID GAS KAPLJEVINA PLIN

Slika 2.2. Uz pojasnjenje nazivlja

Osnovne karakteristike kapljevina: promjenom tlaka neznatno mijenjaju volumen pa se smatraju
nestlacivima. Smjestene u posudu koju djelomi¢no ispunjavaju, oblikuju slobodnu povrsinu na granici
s okoli$nom atmosferom.

Osnovne karakteristike plinova: stladivi su. S poveéanjem tlaka smanjuje im se volumen. Smanjenjem
tlaka Sire se neogranic¢eno te u zatvorenim posudama ispunjavaju ¢itav njihov volumen.

Pri proucavanju procesa prijenosa koli¢ine gibanja, topline i tvari promatra se vanjsko
ponasanje fluida, ne ulaze¢i u fizikalnu strukturu materije. S tog stanovista fluid se promatra kao
neprekidna sredina ili kontinuum, koji zadrzava neprekidnost fizikalnih svojstava prelaze¢i u
infinitenzimalne volumene.

Kriterij za definiranje ponasa li se neka sredina kao kontinuum je Knudsenov broj:

l
Kn= 7 (2.1.)
gdje je:
/ - srednji slobodni put gibanja molekula
L - karakteristicna geometrijska dimenzija sustava koji se promatra.

Ako je Kn<0,01 plin se ponasa kao neprekidna sredina, odnosno kontinuum. Kapljevine se uvijek

smatraju neprekidnom sredinom, jer ih je nemoguce toliko razrijediti da hipoteza kontinuuma nije
primjenjiva.

2.2, Fizikalna svojstva fluida
GUSTOCA se opéenito definira:

. Am
p= Arl/lg(lwﬁ 2.2)
Gdje su:
Am - masa sadrzana u volumenu, AV
oV - najmanji volumen koji okruzuje tocku

10
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Tijekom strujanja (posebice plinova) gusto¢a se moze mijenjati od tocke do tocke.

molekula kontinuum

-

Am/AV

14

Y

AV
Slika 2.3. Gustoca u toc¢ci

Budu¢i da je kod nestlacivih fluida gusto¢a konstantna, vrijedi:
m
- 2.3.
p= 23)

U praksi se koristi i relativna gustoc¢a koja predstavlja omjer izmedu gustoée nekog fluida i gustoce
standardnog fluida:

d="r (2.4.)
Po

Tablica 2.1. Gustoce referentnih (standardnih) fluida

Fluid po, kg m™
Za plinove (zrak)
- (0°C, 101325 Pa) 1,292

- (20°C, 101325 Pa) 1,204

Za kapljevine — voda

- (4°C, 101325 Pa) 999,972

VISKOZNOST se definira kao svojstvo otpornosti fluida prema smicnoj deformaciji. Recipro¢no
svojstvo viskoznosti fluida naziva se fluidnost.

Za objasnjenje svojstva viskoznosti promatra se gibanje kapljevine izmedu dvije paralelne ¢vrste ploce
(slika 2.4.). Ploce su ravne i dovoljno velike da se ucinci rubova mogu zanemariti. Donja ploca miruje
dok se gornja ploca, pod djelovanjem sile inercije F' giba brzinom v. Zbog svojstva viskoznosti dolazi
do trenja izmedu cCestica fluida i ¢vrste povrSine te ta Cvrsta povrSina povlaci za sobom prvi zamisljeni
sloj, taj sloj povla¢i za sobom drugi, itd. Donja plo¢a miruje, a zbog djelovanja sile trenja (F.) u
suprotnom smjeru nastoji zadrzati fluid u stanju mirovanja. Zbog toga izmedu te dvije ploce postoji
kontinuirani niz zamisljenih slojeva ¢ije se brzine kre¢u u intervalu izmedu vrijednosti brzine gornje i
donje ploce, uz uvjet da nema pojave klizanja izmedu prvog zamisljenog sloja fluida i povrsine ploce.
Sila inercije potrebna da se gornja ploca giba brzinom v, je:

F=77-S-ﬂ (2.5.)
dy
dok je sila trenja:
F =52 (2.6)
dy

pri ¢emu je S povrsina ploce koja je u dodiru s fluidom.

11
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Slojevito

strujanie sa Pokretn.al ploca

|
sve vecom L —
brzinom F

S Flid~

Mirujuca ploca

1r—F
/

/
/

S ——
donja ploéa miruje ¥=0
< A

X

Slika 2.4. Newtonov zakon viskoznosti; vektorski prikaz raspodjela brzina
pri gibanju fluida izmedu dvije ravne ploce

Newtonov zakon

Sila F proporcionalna je povrSini koja je u dodiru s fluidom, gradijentu brzine i koeficijentu
proporcionalnosti.

Pri malim brzinama i vrlo malim udaljenostima plo¢a, umjesto dv/dy u jednadzbi (2.5.) moze se
pisati v/ y pa jednadzba poprima sljedeci oblik:

F=n-5-2 2.7.)
y
gdje je 7 dinamicka viskoznost, a brzina se linearno mijenja sa promjenom udaljenosti ploca.
Dinamicka viskoznost ima jedinicu (Pa s), medutim Cesto se jo$ koriste tablice u kojima su jedinice za
viskoznost Poise (P) ili Stokes (St):
1P=0,1 Pas

1St=10"m’s™

Viskoznost fluida se izrazava i kinematickom viskoznos¢u, pri ¢emu je veza izmedu dinamicke i
kinematicke viskoznosti dana sljede¢im izrazom:

n=v-p (2.8.)
Na viskoznost utjeCu temperatura, sastav (koncentracija) i tlak. S poviSenjem temperature bitno se
smanjuje viskoznost kapljevina, dok kod plinova ona raste (slika 2.5.).

Iz Newtonovog zakona viskoznosti (jednadzba 15) moguce je izraziti smi¢no naprezanje kao omjer
sile trenja i povrSine:

F,

L 2.9.)
S dy

S —a (2.10.)
S dy

12
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2 30
1,8 -
1,6 - 25 -
1,4 .
" 1,2 w 207
Tl € 15
e 0,8 =
0.6 | 10
0.4
0,2 54
0 T 0
0 50 100
e 0 100 200 300
. ¢ T, °C
voda zrak

Slika 2.5. Utjecaj temperature na viskoznost

Predznak (+) ili (-) ovisi o tome promatra li se sila koja uzrokuje gibanje ili sila trenja.
Uvrstavanjem izraza za dinamic¢ku viskoznost (jednadzba 2.8.) u jednadzbu (2.10.) dobiva se:

1'=—V-M (2.11)
dy

Produkt (v- p) predstavlja koli¢inu gibanja izrazenu po jedinici volumena ((m/ V- v), tako da izraz
(2.11.) predstavlja gustocu toka koli¢ine gibanja. Navedeni izraz u potpunosti odgovara opéem izrazu

za gustocu toka (jednadzba 1.14.):

A
O=x-—

Y

gdje je - kinematicka viskoznost predstavlja koeficijent prijenosa, x =v
- pokretacka sila je, A=d (v : p)
- udaljenost izmedu ploca je otpor y =dy

Fluidi kod kojih smi¢no naprezanje linearno ovisi o gradijentu brzine nazivaju se
Newtonovski fluidi (voda, zrak, ulje itd.).
Ovisnost smi¢nog naprezanja o smic¢noj brzini obi¢no se za razliite tipove fluida prikazuje tzv.
reoloskim dijagramom (slika 2.6.).

1. Elasticna krutina napregnuta je proporcionalno veli¢ini deformacije (proporcionalna sili) i ne
ovisi o brzini deformacije.

2. lIdealni fluid je neviskozni fluid kod kojeg ne dolazi do promjene smi¢nog naprezanja
povecéanjem smicne brzine.

3. Newtonovski fluidi ponaSaju se u skladu s Newtonovim zakonom viskoznosti:

L dv .

n dy ny

4. Nenewtonovnski fluidi ne ponasaju se u skladu s Newtonovim zakonom viskoznosti.

— Binghamovi fluidi ne ispunjavaju uvjet fluida jer je potrebno odredeno pocetno naprezanje
prije nego tangencijalno (smino) naprezanje postane funkcija brzine deformacije (smic¢ne
brzine). Dakle, to su plasticne tvari koje se poCinju ponasSati kao fluidi tek nakon S$to je
premasena odredena vrijednost tangencijalnog naprezanja. To su npr. masti za podmazivanje,
mulj otpadnih voda, glinene suspenzije, itd. Ponasanje takvih fluida moze se opisati sljede¢im
modelom:

T=T0+T7P-Z—; (2.12)

13
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2.3.

gdje je 7, granica teCenja (popustanja), a 77, plastina viskoznost.

Ostwald de Waelleovi fluidi mogu se opisati potencijskim modelom:

rzK(ﬂj (2.13)
dy

gdje je K indeks konzistencije, a n indeks ponasanja toka.

Kod tih se fluida viskoznost mijenja promjenom smicne brzine pa se stoga definira prividna
viskoznost

n—1

n,= K(QJ . (2.14)
dy

Ovisno o indeksu ponasanja toka, n, razlikuju se:

Pseudoplasticni fluidi  # <1, viskoznost se smanjuje povecanjem smicne brzine.

Dilatantni fluidi n > 1 viskoznost se povisuje povecanjem smicne brzine.

Pseudoplasticni fluidi (emulzije, smole) imaju promjenjiv tok tangencijalnog naprezanja

ovisno o brzini deformacije. Tek se pri ve¢im brzinama deformacije tok stabilizira.

Najcées¢i primjer dilatantnih fluida su uljene boje i tiskarsko crnilo.

1, Pa
w A
=
<
[e]
o
s Ostwald de Waelle
[o]
<
o
<
0 .
\
§ K
o S
> \“\0(\
4
o W\
<
0
20
\")]
S
w
Idealni fluid

smi¢na brzina v, s!
Slika 2.6. Reoloski dijagram

Zakoni oéuvanja pri gibanju fluida

Proucavanje pojava pri prijenosu koliCine gibanja temelji se na zakonima ocuvanja mase,

koli¢ine gibanja i mehanicke energije, koji proizlaze iz opéeg zakona ocuvanja (Poglavlje 1.1.).

2.3.1.

Zakon ofuvanja mase

[Masa tvari u zatvorenom sustavu ne mijenja se s vremenom.|

Na primjer tijekom kemijske reakcije ukupna masa svih reaktanata mora biti jednaka ukupnoj masi
svih produkata.
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e N e N a N
Brzina - Maseni Maseni Nastajanje
akumulacije protok na protok na ili nestajanje
< maseu > = < dlazuu >~ - < izlazuiz >~ + mase u = O
proceshom procesni procesnog procesnom
prostoru prostor prostora prostoru
- / ~ ,/ - 4

Promatra se neki sustav, npr. odredeni dio cijevi definiranog volumena, koji predstavlja
procesni prostor (slika 2.7.). Prema opéem zakonu oCuvanja vrijedi:

AKUMULACIJA = ULAZ - 1ZLAZ + GENERACIJA
odnosno
dX : .
v dtV =V Xy ow = Via Xy ia +V, (2.15.)
Koli¢ina X, predstavlja masu jedinicnog volumena (gustoca):
m
X, :;:p (2.16.)
Uvrstenjem jednadzbe (2.16.) u op¢i zakon oCuvanja dobiva se:
V'd_szul *Pu _Ikizl'pizl +Vr (217)
dr 4 . . 4 @
/
/
I
\
\
P P2
“ v
Ay A,

Slika 2.7. Procesni prostor

Za stacionarne procese vrijedi dp/dt =0 ; nema nastajanja i nestajanja mase, dakle nema generacije
(V, = 0), pa iz jednadzbe (2.17.) slijedi:

Va Pa. =Vig - Pia. (2.18))

My = My, (2.19.)
Jednadzba (2.19.) vrijedi za sve fluide (kapljevine i plinove).
Promatra li se kapljevina pri izotermnom strujanju (7, =7, ) njena je gustoca konstantna (pul' =p izl‘)

te iz jednadzbe (2.18.) proizlazi da je i volumni protok konstantan (Vul‘ = Vizl.)'

V=A-h )
A-h Azd T
V=T=A-v 4

Slika 2.8. Volumni protok kroz cijev kruznog presjeka
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Volumni protok izraZzava se kao umnozak brzine i poprecnog presjeka cijevi (slika 2.8.):
V=v-4 (2.20.)

S obzirom da je volumni protok konstantan, za izotermno strujanje nekompresibilnih fluida vrijedi:
VA = vy Ay ==y 4 (2.21)
iz ¢ega je vidljivo da su brzine protjecanja obrnuto proporcionalne povrSinama popre¢nog presjeka
cijevi (slika 2.9.).

VA =v,- 4, = vy 4,
Slika 2.9. Cijev razli¢itih povrSina popre¢nog presjeka

2.3.2. Zakon ocuvanja koli¢ine gibanja

|Ukupna koli¢ina gibanja fluida u zatvorenom sustavu se ne mijenja.|

Zakon ocuvanja koliine gibanja moZe se pojasniti sudarom dvaju tijela koja se gibaju razlicitim
brzinama, pri ¢emu svako tijelo posjeduje odredeni moment gibanja (slika 2.10.). U trenutku sudara
tijela djeluju jedno na drugo istom silom ali suprotnog predznaka. Pri tome tijela izmijenjuju odredenu
koli¢inu gibanja. Izmijenjene su koli¢ine gibanja jednake vrijednosti, ali suprotnog smjera, pa je u
konac¢nici ukupna koli¢ina gibanja prije sudara jednak koli¢ini gibanja nakon sudara.

by =-F,

m, - Av, =m, - Av,

o R

V20 £> —
Slika 2.10. Zakon oc¢uvanja koli¢ine gibanja

U kemijskom se inzZenjerstvu promatra koli¢ina gibanja izraZzena po volumenu procesnog
prostora:

X, =2V py (2.22.)

®
O ™~ \

!
" S, povriina plasta ’5:
Ay A;

Slika 2.11. Procesni prostor
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Op¢i zakon oCuvanja sada se pise u sljedecem obliku:
dlv . ;
VM =V (Vp) ul. _Vizl. (Vp) izl. +Vr (223)

dt — Tul
Budu¢i da kod stacionarnih procesa nema promjene koli¢ine gibanja s vremenom (d (vp)/ dt= O) iuz

uvjet da nema generacije (V, = 0) iz jednadzbe (2.23.) slijedi:
Vul. '(VP) ul. = .izl. ‘(VP) . =0 (2.24.)
Moze se pokazati da produkt - (v - ,o) predstavlja silu:

; Vv-m v-m
V-v-p)=—- = =F 2.25.
vp)== === (2.25.)

iz ¢ega slijedi da se zakon oCuvanja koliCine gibanja moze izraziti na sljedeci nacin:

N

Y F =0 (2.26.)
i=0
Karakteristi¢ne sile koje se javljaju pri gibanju fluida su sila tlaka koja uzrokuje gibanje i sila trenja:
F, =F, +F (2.27))
A =p, A4, +7-S (2.28))
Ako se €lan p, - 4, prebaci na lijevu stranu gornje jednadzbe dobiva se:

Ap-A=1-S (2.29.)

gdje je (Ap-A) sila tlaka potrebna za gibanje gluida brzinom v, a (r-S) je sila trenja koja je
uzrokovala gubitak energije koji je izrazen padom tlaka (Ap).

Dakle, zbog viskoznosti dolazi do prijenosa koliine gibanja na nepokretnu povrSinu i zbog toga
dolazi do pada tlacne sile u smjeru gibanja fluida.

2.3.3. Zakon oCuvanja energije

|Ukupna koliina energije zatvorenog sustava ne mijenja se s Vremenom.|

A B
h=max /mmax
M
v=0 Q v=0
Epot:max h:O Epot:max
Ekin:O vmax Ekm:O
E, =0
E,,=max

Slika 2.12. Zakon oCuvanja energije pri gibanju objesene kuglice

Zakon oCuvanja energije moze se objasniti gibanjem objesene kuglice (slika 2.12.). U toc¢ci A, v=0,
pajei E,, =0 jer kuglica miruje na visini . S druge strane, potencijalna energija je maksimalna.
Ukupna energija je sada:

Ey=E, +E,  =E,, =m-g-h

Ako se objesena kuglica pusti, brzina ¢e se postepeno povecavati. Istovremeno visina opada s
udaljenoScu. U to¢ci M brzina je maksimalna a visina h=0, paje E,, =0. Ukupna je energija:
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2
m-vy
Euk :Ekin +Epot :Ekin = 2
To znaci da se potencijalna energija u potpunosti transformirala u kineti¢cku energiju.

Medutim kuglica se ne zaustavlja u tocci M vec se dalje krece prema toc¢ci B u kojoj se na kraju i
zaustavi. Sada je kaoiutocci A v=0 1 £, =0, pa je ukupna energija:

Euk :Ekin +Epot :Epot :mgh

Drugim rijecima kineticka se energija transformirala u potencijalnu. Dakle, ukupna se energija tijekom
gibanja ne mijenja.

Fluid u gibanju posjeduje odredenu koli¢inu (sadrzaj) energije koja se u skladu sa zakonom
ocuvanja izrazava po jedinici volumena:

1
XV=EV=p+p-cp-T+ZAHV+Ev2-p+p-g-z (2.30.)
gdje je:
p - tlak, energija koja je ovisna o tlaku fluida, Pa, Jm™
p-c, T - toplinska energija fluida, Jm™
Z AH, - promjena entalpije vezana uz promjenu agregatnog stanja, Jm™
%vz -p - kineti¢ka energija fluida, Jm™

p- g -z - potencijalna energija, ovisna o mjestu u prostoru, Jm™

Primjenom opéeg zakona ocuvanja (X y = EV) na kontrolni volumen (slika 2.13.)
WI

}

|
|
T
. | .
Vul | Vizl
> i s
EV,ul | v EV,izl
| Yr
—_— — —_ — _———
7
7
Ve
‘ |

Q

Slika 2.13. Procesni prostor

dE,

V. g V. By~ Via “Eyia + W, -0y (231,
W,, - dio dovedenog mehanitkog rada koji se pretvara u toplinu, Jm™
Q,', - odvedena toplina, Jm™

U hidrodinamickom se sustavu pretpostavlja da je W,, = Q,', .

Ako su zadovoljene sljedeée pretpostavke:

. dE,
Stacionaran proces 7 =
t

Zakon oCuvanjamase V, =V,

18
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Nadalje, kod izotermnog strujanja je 7, =T, ,
(p'cp 'T)ul' =(,0-Cp 'T)

izl.

iz Cega slijedi da je p, =p,, odnosno

Nema promjene agregatnog stanja: Z AH, =0

jednadzba (2.30.) poprima oblik:

2
Voo

E =p-gz+p+—Lupc T (2.32)

Primjenom zakona oCuvanja za neviskozni (idealni) fluid vrijedi:
E,,=E

V izl
V2 -p v2 -p
(p-g-z+p+ 3 J ={p-g‘z+p+ 5 J (2.33)
ul izl
odnosno:
2
p-g-z+p+v P _ const. (2.34)

Jednadzba (2.34.) predstavlja jednadzbu ocuvanja energije, odnosno Bernoullijevu jednadZbu koja
vrijedi za neviskozni (idealni) fluid, a koja se moze iskazati rije¢ima:

|U zatvorenom (izoliranom) hidrauli¢kom sustavu, zbroj svih vrsta mehanicke energije je stalan.|

Pri gibanju realnog fluida dolazi do nepovratnog gubitka energije zbog svojstva viskoznosti, a
taj gubitak energije je u zakonu oCuvanja ugraden u generacijski ¢lan V..

A

JednadZzba (2.33.) se za strujanje realnih (viskoznih) fluida nadopunjava s generacijskim ¢lanom:

2 2
vy - p vy - P J
pl.g'zl+p1+_12 _:pz.g'22+p2+ 22 +Vr |:—m3:| (235)

gdjeje: V, =E,;, =p-g-h,,a h, predstavlja gubitak energije izraZen visinom stupca kapljevine.

Dijeljenjem jednadzbe (2.35) s gusto¢om dobiva se bilancu za 1 kg mase fluida u gibanju:

2 2
zl-g+&+v—1=zz-g+&+v—2+hw-g £l (2.36.)
p 2 p 2 kg
Nadalje, jednadzba (2.36.) podijeljena sa g daje hidraulicki smisao Bernoullijeve jednadzbe:
2 2
PO R S Ty [m] (2.37)
pg 2-g p-g 2-g

Ovaj oblik jednadzbe prakticno je koristiti kod kapljevina u kojima su energije pojedinih clanova
iskazane u obliku visina stupca fluida, odnosno vezane su za tezinu (masu) fluida.

U jednadzbi (2.37.):
z - geometrijska visina (geodetska); mjera za potencijalnu energiju polozaja, m
p

—— - tlacna visina; mjera za energiju statickog tlaka, m
P8
V2

5 - brzinska visina; mjera za kineticku energiju, m
g
h,, - gubitak energije trenjem; mjera za gubitak energije uslijed otpora, a izraZen je padom tlaka pri
I - A
gibanju h = PP _ 8P
P8 P8
Bernoullijev zakon ocuvanja energije, gdje su energetski ¢lanovi izrazeni odgovaraju¢im visinama,
moze se ilustrativno prikazati slikom (slika 2.14.).
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Promatra se strujanje fluida od presjeka 1 do presjeka 2. Iz slike je vidljivo da je presjek 2 na vecoj
visini, tako da je potencijalna energija (izrazena geodetskom visinom) u polozaju 2 veca (z2 >z, )
PovrSina poprecnog presjeka cijevi na polozaju 1 je manja nego na polozaju 2 te iz jednadzbe
kontinuiteta slijedi da je brzina u presjeku 2 veca, tako da je i1 kinetiCka energija veca
(2 /2-2)>v2 2+ ).

Zbog svojstva viskoznosti dolazi do nepovratnog gubitka negergije, gubi se tla¢na energija u smjeru
strujanja te je p, > p,, odnosno p,/ (p . g)> ) /(p . g). Ta razlika tlakova izrazava gubitak energije
koji je izrazen gubitkom visine 4, .

Tlak se moze izraziti kao energija po jedinici volumena: E, = {i} = [N : m} = [lz} = [Pa]
m

P8 g
2
>
(=]
X
\]
=
o

,,,,,,,, Z B

£

o

. N

smjer o

Z fant a
1 |strujanja

fluida
X

Slika 2.14. Uz Bernoullijev zakon o¢uvanja energije

Mijerenje energetskih ¢lanova Bernoullijeve jednadZbe
Izrazavanje Bernoulijeve jednadzbe u hidraulickom obliku (jednadzba 2.37.) je pogodan nacin
obzirom da se onda pojedini ¢lanovi jednadZzbe mogu izmjeriti.

Suma geodetske visine i tlacne visine naziva se piezometrijska visina (zbroj potencijalne i tlacne
energije izraZen visinom). Piezometrijska visina mjeri se pomocu piezometrijske cijevi. (slika 2.15.).
Ah=h, - izraZzava gubitak energije

Uz pretpostavku da nema dovodenja rada izmedu presjeka 1 1 2; presjeci su isti, v, =v,, 4, = 4, , tada

jei z, =z, pase moze napisati:

g+l v P2y (2.38.)
p-g p-g

odnosno

h =P (2.39.)
p-g
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Ah=h

zi+py/pg ‘ 0
Z,*P,/ P9

1 2
Slika 2.15. Mjerenje gubitka energije pomocu piezometrijske cijevi

Pitotova cijev sluzi za mjerenje kineticke energije fluida (slika 2.16.).

A
Ah
A4
z+p/pg
v=0
\'4 J
L _

Slika 2.16. Mjerenje brzine strujanja fluida pomocu Pitotove cijevi

Ah#h,,, Ah izrazava kineti¢ku energiju fluida v* / (2 . g).
2
PR Ay VP (2.40.)
p-g pg 22
Budu¢i da se energetski ¢lanovi mjere na istom presjeku z + p/ (p . g)z konst., odnosno 4, =0,
razlika razina manometarske kapljevine (A%) izrazava kineticku energiju fluida:
2

Ah ="~ (2.41.)
2-g
te konacno:

v=12-g-Ah (2.42)
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24. Protjecanje

Protjecanje je strujanje fluida kroz cijev, kanal, i opéenito strujanje fluida izmedu cvrstih
povrsina razli¢itih geometrijskih karakteristika.

2.4.1. Vrste strujanja

Osborne Reynolds jo$ je koncem proslog stoljeca istrazivao pojave pri strujanju pomocu
jednostavnog i prakticnog uredaja (slika 2.17.). Iz spremnika u kojem se odrzava konstantna razina
kapljevine istjeCe voda u ravnu cijev. Na ulazu u cijev ugradena je u sredini tanka kapilara kroz koju
se pusta tanak mlaz obojene kapljevine.
Kod vrlo malih brzina uoceno je da se obojena kapljevina ne mijesa izmedu slojeva, ve¢ da struji u
sredini toka u obliku niti pa se zakljucuje da se Cestice fluida gibaju pravocrtno i da nema mijeSanja
izmedu slojeva. To je tzv. slojevito ili laminarno strujanje.
Povecanjem brzine strujanja dolazi do djelomicnog remecenja slojevitog strujanja te obojena tekucina
struji u obliku krivudave linije. Takvo stanje strujanja naziva se prijelazno podrucje.
Kod jo$ vecih brzina strujanja, popreéni presjek cijevi je jednoli¢no obojen, §to znaci da je doslo do
potpunog mijesanja slojeva, odnosno pojave vrtlozenja i to se gibanje naziva vrtloZno ili turbulentno
strujanje.

j Laminarno

&
u.ﬂl

ouzp|af

[

L /) SN~

; Laminarno R
_ e e %z_-'

3 Prijelazno Turbulentno [Eghe . &

Turbulentno

2/

Slika 2.17. Reynoldsov eksperiment

Reynolds je na temelju svojih eksperimenata zakljucio da brzina gibanja nije jedini faktor koji utjece
na vrstu strujanja, ve¢ je potrebno uzeti u obzir jos i fizikalna svojstva fluida, gustocu i viskoznost, te
promjer cijevi. Kriterij koji uzima u obzir sve te veliCine, a na temelju kojeg se definira vrsta strujanja
je Reynoldsova znacajka ili Reynoldsov broj koji se definira na sljedeci nacin:

Re= 4P (2.43.)
n

ili

Re=4 (2.44.)
1%
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Eksperimentalno je utvrdeno da kriti¢na vrijednost Reynoldsovog broja koja predstavlja granicu
izmedu laminarnog i prijelaznog podrucja pri strujanju kroz glatku cijev iznosi Re,, =2320. Postoje

ekstremni sluc¢ajevi, npr. tanka glatka kapilara Re =50 000, a strujanje je jos uvijek laminarno ili npr.
izrazito hrapava povrsina cijevi gdje je i kod Re <2320 strujanje turbulentno.

2.4.2. Laminarno strujanje

Laminarno strujanje je, kako je navedeno ranije, slojevito strujanje, strujnice ne mijenjaju
smjer te nema mijeSanja izmedu slojeva.

Prijenos koli¢ine gibanja uzrokovan je iskljucivo povrsinskim trenjem. Koli¢ina gibanja se
Cestoprenosi s fluida na nepokretnu povr§inu molekularnim mehanizmom S§to ima za posljedicu
gubitak energije koji se izrazava padom tlaka.

Kod analize laminarnog gibanja vazno je utvrditi koja se koli¢ina gibanja prenosi na
nepokretnu Cvrstu povrSinu, odnosno utvrditi gustocu toka i utvrditi kakva je raspodjela brzina.
Raspodjela brzina neée biti ista ako fluid struji izmedu dvije paralelne ploce, izmedu dvije
koncentri¢ne cijevi ili kroz okruglu cijev.

2.4.2.1. Raspodjela brzina pri laminarnom stacionarnom strujanju izmedu dvije paralelne ploce

Promatra se strujanje fluida izmedu dvije ravne ploce definiranih dimenzija koje su udaljene za 2 -y
(slika 2.18.). Fluid struji izmedu ploca u smjeru osi X

T 2y

Slika 2.18. Laminarno strujanje izmedu dvije paralelne ploce

Prema zakonu oc¢uvanja koli¢ine gibanja slijedi da je suma sila koje djeluju u sustavu jednaka nuli:
N

S =0

i=1

d ) )
V.%ZVUL'(WX)UL_V;ZL'(pvx)izL—i_zFx (245)

Karakteristi¢ne sile koje djeluju u promatranom sustavu su sila tlaka koja uzrokuje gibanje i sila trenja
koja se opire tome (jednadzba 2.29).
Ap-A=7-8
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PovrSina A predstavlja povrSinu popre¢nog presjeka izmedu dvije ploce (A =2 y-z), a povrsina S

predstavlja povrsSinu koja je u dodiru s fluidom (S =2z-0 )
Ap-2-y-z=1-2-z-/ (2.46.)

Dijeljenjem jednadzbe (2.46.) s (2-z) dobiva se:

7 =% -y (2.47.)

Ako je y=0 iz jednadzbe (2.47.) slijedi da je 7 =0 S§to znaci da je najmanji otpor strujanju u osi,
tako da je tu brzina najveca (vmax'). Ako je pak y=d/2 tada je smi¢no naprezanje maksimalno
(Tmax) te je brzina strujanja prvog zamisljenog sloja uz plo¢u jednaka nuli (pretpostavlja se da nema
pojave klizanja).

Odnos izmedu maksimalne i srednje brzine strujanja

Uvrsti li se izraz (2.48.) u Newtonov zakon viskoznosti, dobiva se:

dv_p—-p,
_pe o 2.48.
LS PR (248
odnosno:
d
e A 1 (2.49.)
dy ton
Separacijom varijabli i integriranjem slijedi raspodjela brzina (slika 2.19.):
vy ¥
.[dvx :_A_p.l' Iy-dy (2.50.)
0 Loy
)
2 2
Vx:_g.l. yo_da 2.51)
I ni{2 8
2
=2 L4 (2.52.)
I 2 | 4

Pad tlaka po duzini izrazava se gradijentom tlaka koji ima negativan predznak, buduci da tlak opada s
duzinom:

A_p:pl_p2: pl_p2 z[_d_pj (253)
I x—x, —(xz—xl) dx

te slijedi:

2

R R A B (2.54.)
’ dx) 2n | 4

U osi strujanja y =0 te iz jednadzbe (2.54.) slijedi da je maksimalna brzina:

v, = (—d—p)i-dz (2.55.)

dx ) 8n
Kako je po definiciji protoka:
Vzvsn A = Vg d-z (256)

a diferencijalni protok v, -z-dy, integriranjem diferencijalnog protoka po cijelom poprecnom
presjeku dobiva se:
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4
2
v, d-z= jvx z-dy (2.57.)
d
2
4
dpj 13 (dz ZJ
Vg rd =| ——— |-~ —=y |dy (2.58.)
( dx ) 2n _-[, 4
2
odnosno izraz za srednju brzinu strujanja:
vy =~ &)L (2.59.)
' dx ) 12n
te slijedi da je odnos izmedu maksimalne i srednje brzine strujanja:
v 3
= 2.60.
% 2 ( )

V:O T?I’\GX

Slika 2.19. Vektorski prikaz raspodjele smi¢nog naprezanja i brzine strujanja
u ovisnosti o udaljenosti od povrsine ploce

2.4.2.2. Raspodjela brzina pri laminarnom stacionarnom strujanju u horizontalnoj cijevi
kruzZnog presjeka

Strujanje se odvija molekularnim mehanizmom, pri ¢emu strujnice ne mijenjaju smjer (slika 2.20.).
Koli¢ina gibanja koja se prenosi na nepokretnu ¢vrstu povrSinu uzrokovana je povrSinskim trenjem,
$to rezultira gubitkom energije.

\' -I‘_—_—-r r C

Slika 2.20. Slikovit prikaz laminarnog strujanja u horizontalnoj cijevi kruznog presjeka

Promatra se laminarno strujanje fluida kroz ravnu cijev promjera R u stacionarnim uvjetima.
Za analizu gibanja laminarnog stacionarnog toka polazna je osnova zakon ocuvanja koli¢ine gibanja.

d . )
V'%ZVM. '(P vx)ul. Vi '(P vx)izl.+ZFx

Stacionarno strujanje podrazumijeva d (v : p)/ dt =0 tako da se ¢lan na lijevoj strani jednadzbe gubi.
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Pi P2

Slika 2.21. Elementarni volumen fluida pri gibanju kroz horizontalnu cijev kruznog presjeka

Budu¢i da nema generiranja koli¢ine gibanja u sustavu (Vr = 0), iz zakona ocuvanja slijedi da su sve

sile koje djeluju u sustavu u ravnotezi, odnosno = Fy = 0.

Postavljanjem bilance karakteristicnih sila u sustavu, odnosno izjednacavanjem sile koja uzrokuje
gibanje (pokretacka sila) sa silom trenja, dobiva se jednadzba 2.29:

Ap-A=7-§

Uvritenjem povrsine popreénog presjeka cijevi, 4 =2 - 7 , i povrsine plasta cijevi,S =2-7-7-Ax u
jednadzbu 2.29., te obzirom da se ne mijenja povrSina poprecnog presjeka cijevi , =r, =r, dobiva se:

rrexop—rtmop,=1-2r-7-(x, —x,) (2.61.)

Sredivanjem jednadZzbe dobiva se za smicno naprezanje:

,:i.uzi.(_d_z?] (2.62)
2 x-x, 2 dx

Slika 2.22. Prostorni prikaz raspodjele brzina pri laminarnom strujanju kroz cijev kruznog presjeka

Grani¢ni uvjeti:

oS CijeVi (r = 0)9 =0 > Vi = Vinax.
stijenka cijevi (r = R), T=T,,V, =0
Izjednacavanjem Newtonovog zakona viskoznosti (r =—n-dv/ dy) s jednadzbom (2.62.) dobiva se:
dv r dp
P . 2.63.
T2 ( dx] (263)
Integriranjem jednazbe (2.61.):
Ve (}") 1 d r
IdV:‘_'(‘_pj'Ir'dr (2.64.)
0 2n dx
dobiva se:
1 dp 2 2
v ()= —— | — 2 (R? =& 2.65.
ili
2
VX(F)ZL.[_"_P).RZ .[1_”_2] (2.66.)
4n dx R
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Za r =0 iz jednadZzbe (2.66.) slijedi da je u sredini cijevi maksimalna brzina strujanja:

Vinax =i-(—d—pj-R2 (2.67.)
" 4n dx

Budu¢i da je za proracune vazna srednja brzina strujanja fluida, potrebno ju je definirati. Polazna
osnova je izraz za protok:

Vzvsr. 'szsr. 'Rz T (268)
v=0
]
~
v — ™
—_— e _ max ;r _____ -

Slika 2.23. Profil brzina i odnos maksimalne i srednje brzine

Protok se moze definirati i analiziranjem gibanja dijeli¢a fluida lokalnom brzinom v, (r) (slika 2.24.).

kruzni vijenac

dr
2-r-m
Slika 2.24. Strujanje elementarnog dijela volumena fluida

Analizom gornje slike (slika 2.24.) slijedi da se protok moze pisati kao:

R
szZ'r~ﬂ-dr'vx(r) (2.69.)

0
te uvrStenjem izraza za lokalnu brzinu:

R 2
szz.r.”.dr.L.(_d_p),(Rz_rz):u.(_d_pj (2.70.)

0 4n dx 8.7 dx
Izjednacavanjem gornje jednadzbe s jednadzbom (2.68.):

2
v R =R ”-(—d—pj (2.71.)
' 8-n dx
dobiva se izraz za srednju brzinu strujanja u horizontalnoj cijevi:
Vg = i-(— d—pj ‘R? (2.72.)
" 8n dx
te konacno odnos izmedu maksimalne i srednje brzine strujanja:
Yoax _ 5 (2.73.)
v

sr
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Poznavanje toga odnosa od izuzetnog je znaCaja za mjerenje srednje brzine strujanja iz koje se
odreduje 1 protok. Npr. pri mjerenju brzine pomocu Pitotove cijevi mjeri se brzina u osi cijevi, koja
predstavlja maksimalnu brzinu strujanja iz koje se moZze izracunati srednja brzina.

2.4.2.3. Gubitak energije pri laminarnom strujanju u horizontalnoj cijevi

Pri strujanju fluida dolazi do nepovratnog gubitka energije, a gubitak energije izrazen je padom tlaka.
Sredivanjem izraza za srednju brzinu (2.72.) dobiva se:

P2 X3
8- Vs
- jdp= o '-J-dx (2.74.)

P X
i integriranjem slijedi:

8- Ve

pi=pr = b - ) (2.75)
Zbog prakticnosti se uvodi:
(x, —x, )= - duzina cijevi

(p,— p,)=Ap - pad tlaka u cijevi

2
R= i R? = d_

2 4
pa iz jednadzbe (2.75.) slijedi Hagen-Poiseuilleova jednadzba za pad tlaka:
_32-p-lvg
=
Na slici 2.25. prikazana je raspodjela brzina i smi¢nog naprezanja po presjeku cijevi na temelju koje se
jasno vidi da je u osi cijevi maksimalna brzina protjecanja, a smi¢no naprezanje jednako je nuli, dok je
uz stijenku cijevi obrnut slucaj.

Ap (2.76.)

v=0 Tmax

Slika 2.25. Vektorski prikaz brzina i smi¢nog naprezanja
u ovisnosti o polozaju u cijevi

Iz Hagen-Poiseuilleove jednadZbe jasno je izrazen utjecaj viskoznosti (77) u cijelom toku. To znaci da
se pri laminarnom strujanju koli¢ina gibanja prenosi samo molekularnim mehanizmom, odnosno da do

gubitka energije dolazi iskljucivo zbog viskoznog trenja izmedu samih Cestica fluida i Cestica fluida i
stijenke.

2.4.3. Turbulentno strujanje

Slika 2.17. (Reynoldsov pokus) pokazuje transformaciju laminarnog strujanja u turbulentno.
Dakle, turbulentno podrucje ostvareno je kod vecih brzina strujanja kada se postigne neka kriti¢na
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vrijednost Reynoldsovog broja (Re o =2-10° ) Karakteristika turbulentnog strujanja su nepravilne

putanje Cestica fluida, te su osim komponente brzine u smjeru osnovnog toka prisutne i boc¢ne
komponente.

Prema Hinzeu, turbulentno gibanje je neravnomjerno stanje strujanja u kojem parametri strujanja
podlijezu slu¢ajnim promjenama u vremenu i prostoru, pri ¢emu se statistiCkim metodama ti parametri
mogu osrednyjiti.
Prema Tayloru i von Karmanu postoje dva uzroka zbog kojih dolazi do turbulencije. Do turbulencije
dolazi uslijed uspostavljanja odredenog gradijenta brzine koji nastaje zbog:

e prisustva nepokretne ¢vrste povrSine u polju strujnica (zidna turbulencija)

e uspostavljanja gradijenta brzine u slobodnom toku zbog dobivanja odredenog impulsa

(slobodna turbulencija)

Pri turbulentnom se strujanju uvodi pojam vremenski osrednjeno turbulentno strujanje. To je
matemati¢ki model strujanja u kojemu su strujnice pravilne linije. Raspodjela osrednjenih brzina je
sli¢na kao u laminarnom podrucju, ali je raspodjela vremenskih brzina bitno razlic¢ita od raspodjela
brzina laminarnog strujanja. Reynoldsov pokus pokazao je da je osnovna karakteristika turbulentnog
strujanja neravnomjerno pulzacijsko gibanje Cestica.

v
Turbulentno strujanje, Re=30000
Prijelazno strujanje, Re=3000
Laminarno strujanje, Re=300
1-
1 5
V'= —jv'~(x,y,z,7‘)d7‘ =0
4 0
v

)Auaur\ P"AUJ‘-__,U A np /\/\v /.\L/Ixfodstupanje
\J ‘\ NN

srednja brzina

7 N

f
7o v bzt vvley e lop.z
0

Slika 2.26. Trenutna brzina strujanja

Na slici 2.26. prikazano je kako se mijenja trenutna brzina strujanja za sve hidrodinamicke uvjete
strujanja. Pri malim brzinama koje odgovaraju laminarnom strujanju tok je stacionaran. Daljnjim
porastom brzine strujanja strujanje postaje mjeSovito (laminarno i turbulentno). Pri jo§ veéim
protocima strujanje postaje turbulentno. Turbulentno strujanje karakterizirano je stalnom srednjom
brzinom, iako se djeli¢i fluida gibaju razli¢itim brzinama. Odstupanje brzine od srednje brzine
strujanja u jednoj tocki ukazuje na nestacionarnost turbulentnog strujanja. Ako je vrijeme dovoljno
veliko u odnosu na vrijeme trajanja jednog impulsa tada je srednja brzina mjerodavna veli¢ina. Srednja
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vrijednost komponente brzine (\7 ) je konstantna dok trenutne vrijednosti brzine (v') fluktuiraju oko

srednje vrijednosti.

Trenutna brzina moze se izraziti kao funkcija srednje brzine:

(i) =v(x, y,2)+ v (x,,2,1) 2.77)

gdje je vrijednost srednje brzine u tocki (x, y,z) definirana integralom:

1

V= o J.v' (x,y,z,t)dt (2.78.)
0

pri Cemu vrijednost ¢ mora biti velika u odnosu na vrijeme trajanja jednog impulsa.

Srednja vrijednost odstupajuéih brzina jednaka je nuli:
t

V= % j V(x, p,2,¢)dt =0 (2.79.)
0

U potpuno razvijenom turbulentnom toku strujnice fluktuirajuceg gibanja presijecaju strujnice tog
kvazi uredenog, osrednjenog strujanja i time se iz sloja u sloj fluida prenosi koli¢ina gibanja, topline,
tvari 1 ostale karakteristicne veliCine. Za razliku od laminarnog strujanja, u kojem takoder postoji
prijenos tih veli¢ina iz sloja u sloj, ali u mikroskopskim razmjerima (jer su nosioci tog prijenosa
molekule), pri turbulentnom strujanju nosioci tog prijenosa su “grozdovi” Cestica fluida (grupe
molekula) pa se i mijeSanje odvija u makroskopskim razmjerima.

? ?
~ =\

é é/
LAMINARNO STRUJANJE TURBULENTNO STRUJANJE
Slika 2.17. Prikaz kvazistacionarnog vremenski osrednjenog strujanja

. v
Laminarno: Vg ==
)

Turbulentno: Vg = (0,7 - 0,9)- Vinax.
Raspodjela brzina pri turbulentnom strujanju tekuéine kroz cijev kruznog presjeka definirana je
empirijskim izrazom:

]

Vo
v(r)=v,.. - (1 - Ej n=6-10 (najéesée 7) (2.80.)

Strujanje se naziva kvazistacionarno jer je nestacionarno ako ¢ — 0, medutim ako je ¢ dovoljno dugo
u odnosu na vrijeme trajanja jednog impulsa, zbog velikog broja impulsa srednja brzina strujanja je
konstantna za odredeni radijus ovojnice.

Teorija o turbulentnom tecenju nije egzaktno rijeSena pa se u praksi koriste empirijske jednadzbe. Za
objasnjenje prijenosa koli¢ine gibanja u turbulentnom rezimu strujanja potrebno je uéi u dublju analizu
turbulentnog gibanja.

1z slike 2.28. moze se izvesti da je:
d -

tgp="2=28"Ya (2.81.)
dv %

a odstupajuca brzina:
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dv
v'=d—-(yB N (2.82.)
ly
te:
_ _ av _ .
Vg =V +— (Vg —ya)=Vp +v (2.83.)
dy

)

Slika 2.28. Analiza turbulentnog strujanja
Opis nastanka turbulencije

U nekom dvodimenzionalnom strujnom polju s uspostavljenim gradijentom brzine u y smjeru,
promatra se jedan makroskopski djeli¢ fluida na polozaju y, sa srednjom brzinom v, . Sve dok taj
djeli¢ fluida ima brzinu v, , on se ponasa kao i okolina. Ukoliko je taj djeli¢ izlozen impulsu, trenutno
mu se povecava brzina na v, +v'. U tom trenutku nastaje vrtlog jer ¢e se taj dijeli¢ (sada vrtlog)
razlikovati od svoje neposredne okoline. Daljnje gibanje nastalog vrtloga brzinom v, +v' u toj sredini

bilo bi popraéeno intenzivhom energetskom disipacijom (nepovratnim gubitkom energije). Zbog toga
se zbog suviska energije vrtlog pomice u podrucje veéih brzina, podrucje koje ima istu brzinu (poloZaj
g ) te se vise ne razlikuje od okoline.

Udaljenost od sloja iz kojeg je djeli¢ fluida (kona¢ni volumen) poSao do sloja u kojem se odigralo
mijeSanje naziva se Prandtlov put mijeSanja (yB — YA = E‘).

Za objasnjenje fizikalnog smisla Prandtlovog puta mijeSanja potrebno je postaviti analogiju s
definicijom molekularne difuzivnosti (kinematicke viskoznosti), koja se moze definirati jednadzbom:
v=_-C (2.84.)
gdje je ¢ srednji put molekula, a ¢ srednja brzina gibanja molekula.

Analogno se moZze definirati i pojam turbulentne difuzivnosti, dakle kao produkt odstupajuce brzine i
Prandtlovog puta mijesanja:

Vo =L (2.85))
Prandtl je pretpostavio da je /' proporcionalno udaljenosti od stjenke:
l'=k-y (2.86.)

gdje je k Dbezdimenzijska konstanta koja se odreduje eksperimentalno. Prema Nikuradseu
k=036-0,42.
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Gustoca toka koli¢ine gibanja

Budu¢i da je, bez obzira na vrijednost Reynoldsove znacajke, uvijek prisutan molekularni
mehanizam prijenosa koli¢ine gibanja (slika 2.29.), ukupna gustoca toka koli¢ine gibanja zbroj je dvije
gustoce toka koli¢ine gibanja:

e Gustoca toka koli¢ine gibanja u laminarnom podruéju definirana je Newtonovim izrazom:

dv dy,
Toam =771 —— =~V —( p) (2.87.)
dy dy
gdje je 7 dinamicka viskoznost, a v kinematic¢ka viskoznost (molekularna difuzivnost).
U laminarnom strujanju otpor je iskljucivo posljedica viskoznog trenja.

e Analogno laminarnom podrucju, fluks koli¢ine gibanja u turbulentnom podru¢ju moze se
pisati kao:
dv d(v,
Tture =Mt -~ = "Vt ( p) (2.88.)
dy dy
gdje je 7 turbulentna dinamicka viskoznost, a v, turbulentna kinemati¢ka viskoznost

(turbulentna difuzivnost), koja se razlikuje od kinematicke viskoznosti u laminarnom
podrucju jer se Cestice gibaju i u smjeru osi y.

utjecaj povriine stjenke

w
S ——— -

Slika 2.29. Utjecaj povrsine stjenke

Zbrajanjem jednadzbi (2.87.) i (2.88.) dobiva se izraz za ukupnu gusto¢u toka koliCine

gibanja:
dy,

Tuk = Tram + Trurs = —(V + VT)'% (2.89.)

Turbulentni doprinos ukupnom fluksu koli¢ine gibanja u razvijenom turbulentnom podrucju
viSestruko je ve¢i od laminarnog doprinosa. Molekularni mehanizam prijenosa uvijek je prisutan, a
kod visokih vrijednosti Reynoldsove znacCajke, prisutan je samo u tankom sloju fluida neposredno uz
stjenku, koji se naziva hidrodinamicki granic¢ni sloj.

2.4.3.1. Teorija grani¢nog sloja

Teoriju grani¢nog sloja postavio je Ludwig Prandtl jos 1904., a ona je i danas temel]
objasnjenja svih pojava prijenosa koli¢ine gibanja, topline i tvari.

Pri strujanju viskoznog fluida uz nepokretnu ¢vrstu povrsinu zbog svojstva viskoznosti dolazi
do pojave kocenja susjednih slojeva fluida. Kod turbulentnog strujanja (kod visokih vrijednosti
Reynoldsove znacajke) utjecaj kocenja osjetit ¢e se samo na odredeni broj zamisljenih slojeva u blizini
stijenke, dok se u ostalom dijelu fluida na odredenoj udaljenosti od nepokretne povrsine taj utjecaj ne
osjec¢a 1 u tom dijelu fluid struji turbulentno. Unutar grani¢nog sloja nema znatne promjene tlaka,
odnosno tlak je isti kao i u masi fluida.
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Najjednostavniji slu¢aj za razmatranje je strujanje uz ravnu ploc¢u (slika 2.30.). Brzina v_ je brzina
strujanja fluida na koju se ne osjeca utjecaj ¢vrste stijenke (brzina nesmetanog toka fluida). Dio fluida
u kojem se, zbog svojstva viskoznosti fluida, osjeca utjecaj nepokretne povrsine (na taj nacin da
postoji gradijent brzine dv/dy) naziva se hidrodinamicki grani¢ni sloj. Svojim postojanjem
hidrodinamicki grani¢ni sloj utjeCe na prijenos tvari, topline i koli¢ine gibanja pruzajuéi otpor, pa se
zbog toga proces uvijek nastoji voditi u takvim uvjetima da je njegova debljina $to manja. Brzina
strujanja fluida neposredno uz nepokretnu povrsinu, uz uvjet da nema klizanja, jednaka je nuli i
povecava se s udaljenoscu od povrSine te se asimptotski priblizava brzini nesmetanog toka, v, .

>
>

v, ne osjeta se vise utjecaj nepokretne povrsine

/l{,o\/ \ Voo dv¢0

©

T

hidrodinamicki grani¢ni sloj

>
>

Slika 2.30. Razvoj hidrodinamic¢kog grani¢nog sloja pri strujanju oko ravne ploce

Prandtl je podijelio gibanje fluida u dva podrucja:
— podrucje u kojem se osjeca utjecaj cvrste povrsine na tok fluida
— podrudje u kojem se ne osjeca utjecaj ¢vrste povrSine na tok fluida

t Razvijeno turbulentno strujanje
—>
> :
s, 2105<Re< 3106 |  Re,>3-106
2 :
g
S| Rex«?210° .
£ Poéetak turbulencije :
§1 / Turbulentno podrucje
< 1
> = :
< Prije(azno podrucje
© / Laminarni podsloj
Laminarno podrucje e
T IS TISTISTITTIT TSI IS T IS T IS TITTIT TSI IS T IIT IS TSI TIT TSI I

udaljenost od pocetka razvijanja grani¢nog sloja, x
Slika 2.31. Struktura grani¢nog sloja

Granicni sloj je vrlo tanak i unutar njega je, zbog svojstva viskoznosti, smi¢no naprezanje vrlo veliko,
tako da je i gradijent brzine izrazito velik. Iznad granicnog sloja fluid se moze smatrati prakticki
neviskoznim, gradijent brzine je mali, pa je i smi¢no naprezanje koje je posljedica viskoznosti vrlo
malo, §to rezultira priblizno jednakim brzinama unutar tog podrucja (dv /dy = 0) .

Prandtl je svojim proucavanjima doSao do spoznaje da struktura grani¢nog sloja nije tako
jednostavna ve¢ se on na nekoj udaljenosti od pocetka razvoja dijeli u tri podrucja (slika 2.31.).
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Debljina granicnog sloja, 6, uzima se kao udaljenost od nepokretne povrSine gdje brzina doseze
vrijednost od 99% vrijednosti brzine kojom struji masa fluida, v... Na slici se vidi kako debljina
grani¢nog sloja raste s udaljenos¢u, x, od mjesta pocetka razvoja granicnog sloja. Na srazmjerno
malim vrijednostima x, strujanje unutar sloja je laminarno, pa se taj dio sloja naziva laminarni
granicni sloj. Na veéim udaljenostima uocava se podrucje u kojem se izmjenjuje laminarno i
turbulentno strujanje unutar granicnog sloja. Taj dio hidrodinamickog grani¢nog sloja naziva se
prijelazno podrucje. Konacno, na nekoj udaljenosti, strujanje postaje turbulentno, pa se govori o
turbulentnom granicnom sloju. U potpuno razvijenom turbulentnom toku egzistira tzv. laminarni
podsloj. To je podrucje fluida u kojem se osjeca utjecaj Cvrste povrsine zbog svojstva viskoznosti, a
nalazi se tik uz ¢vrstu povrsinu.

Mjesto pocetka turbulencije (udaljenost od pocetnog ruba x) moze se definirati
modificiranom Reynoldsovom znacajkom, (Re . ):
Re, _yxp (2.90.)

n

Vrijednost modificirane Reynoldsove znacajke ukazuje na hidrodinamicke uvjete strujanja za odredeni
polozaj u smjeru strujanja x, tako da se moZze smatrati lokalnom Reynoldsovom znacajkom.

Za ravnu plocu vrijedi:

Re <2-10° laminarni grani¢ni sloj
2-10° <Re, <3-10° prijelazno podrucje
Re >3-10° turbulentni grani¢ni sloj

Blasius je rjeSavanjem niza diferencijalnih jednadzbi predlozio izraze za odredivanje debljine
hidrodinamickog grani¢nog sloja za ravnu plocu.
Za laminarno podrucje:

5, =X k = 4,64 2.91.)
JRe,
Za turbulentno podrucje:
k=0,376 (2.92))

S — k-x
! YRe,
Utjecaj hidrodinamickih uvjeta na debljinu grani¢nog sloja opcenito se moze izraziti:
1
Re”
$to znaci da se debljina hidrodinamic¢kog grani¢nog sloja smanjuje povecanjem Reynoldsove znacajke.

oy =

(2.93.)

Pocetak turbulencije

Laminarni podsloj

Prijelazno podru&je / Turbulentno podrucje

Laminarno podruc je

Slika 2.32. Razvoj hidrodinami¢kog grani¢nog sloja do razvijenog ustaljenog toka fluida u ravnoj
cijevi
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Na slici 2.32. prikazan je razvoj hidrodinamickog grani¢nog sloja pri strujanju fluida kroz cijev
kruznog presjeka. Grani¢ni se sloj razvija duz cijevi sve do potpuno razvijenog turbulentnog podrucja
kada se slojevi spajaju.

2.4.3.2. Univerzalna raspodjela brzina pri turbulentnom gibanju

Pri visokim vrijednostima Reynoldsove znacajke, laminarna gustoca toka koliine gibanja
moze se zanemariti, buduci da je viSestruko manja od turbulentnog doprinosa:
d\v dv
Tuk =Ttur = V1~ ( ) =V P =7 (2.94.)
dy dy

Jednadzba (2.94.) ne bi se smjela primjeniti za turbulentno podrucje u neposrednoj blizini stjenke.
Medutim, budu¢i da je debljina granicnog sloja jako mala (laminarni doprinos gusto¢i toka koli¢ine
gibanja je stoga takoder vrlo mali), moze se uzeti da je uz stijenku 7 gz =7, , ¢ime se ne €ini veca
pogreska.
Uvrstavanjem jednadzbe (2.82.) u jednadzbu (2.85.) dobiva se:
vy = el (2.95))
dy
$to uvrstavanjem u jednadzbu (2.94.) daje:
2
r=0"p. (ﬁ] (2.96.)
dy
1z jednadzbe (2.96.) slijedi:

T

P
e (2.97.)

Budu¢idaje ¢'=k -y, jednadzba (2.97.) moze se pisati u obliku:

v _
dy

T
@ _\p
dy key
gdje je m - brzina trenja (brzina tangencijalnog naprezanja).

(2.98.)

Ovdje se ne moze govoriti o brzini u klasicnom smislu. Medutim, dimenzijski taj izraz daje (m s'l),
tako da to na neki nacin predstavlja prividnu brzinu.

Integriranjem jednadzbe (2.98.)uz \/ T / L = @ dobivase:

£

V:%lny+c (2.99.)
Konstanta integriranja (c) iz jednadzbe (2.99.) odreduje se iz grani¢nih uvjeta. Jednadzba (2.99.)
moze se pisati i u obliku:

Y :%mym (2.100.)

*

0

gdje je ¢lan v/ @ * bezdimenzijska brzina i oznacava se sa v .
Osim bezdimenzijske brzine uvodi se 1 parametar poloZaja, odnosno bezdimenzijska udaljenost:

pr=27 (2.101.)
v
iz Cega slijedi da je udaljenost:
+
y=22 (2.102.)
1)
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Uvrstavanjem bezdimenzijske brzine i jednadzbe (2.102.) u jednadzbu (2.100.) dobiva se:
+
p =LY Y e, (2.103.)
k 0]
$to sredivanjem daje izraz za univerzalnu raspodjelu brzina kod turbulentnog strujanja:
+ 1 +
vi=—Iny" +c
A y 1

(2.104.)

laminarno = prijelazno , turbulenfno

v+

/
/

/.
/

y+
1 5 10 30 100 1000

Slika 2.33. Univerzalna raspodjela brzina pri razvijenom toku u cijevi

Za glatku cijev vrijedi (Nikuradze), slika 2.33.:
e laminarno: 0<y* <35 vi=yt
e prijelazno: 5<y* <30 vi=5-Iny" -3,05
vi=25-Iny" +5,5
To su poluempirijske jednadzbe u kojima su koeficijenti eksperimentalno odredeni. Jednadzbe
daju moguénost procjene brzine u bilo kojoj tocki presjeka kroz koji turbulentno protjece kapljevina.

e turbulentno y* >30

laminarno

glatke cijevi —1)

—

turbulentno

Slika 2.34. Usporedba profila brzina
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Nikuradseovi eksperimentalni rezultati su pokazali da je profil brzina manjeg nagiba ako fluid struji
kroz hrapavu cijev, u odnosu na nagib profila brzina dobivenog pri stujanju fluida kroz glatke cijevi
(slika 2.34.).

2.4.3.3. Gubitak energije pri turbulentnom gibanju tekucine kroz cijev kruznog presjeka

Procjena gubitka energije, koji se izrazava padom tlaka, kod turbulentnog strujanja vrlo je
slozena zbog kompleksne slike strujnica, zbog prisutnosti granicnog sloja zbog laminarnog i
turbulentnog doprinosa gustoci toka koli¢ine gibanja.

lako su eksperimentalno utvrdene varijable koje utjeCu na pad tlaka, nije poznata
diferencijalna jednadzba koja opisuje pojavu prijenosa koli¢ine gibanja. Ukoliko nije poznata
diferencijalna jednadzba koja opisuje ponasanje sustava, ali su poznate sve varijable koje bi tvorile tu
jednadzbu, mogucée je izvesti kriterije slicnosti iz pretpostavljenog broja poznatih varijabli, koristeci
se metodom dimenzijske analize.

Dimenzijska analiza je matematicka metoda koja omogucuje da se ponasanje nekog fizikalnog
sustava izrazimo pomocu smanjenog broja varijabli. Ona ne daje egzaktnu funkciju, nego skup
bezdimenzijskih znac¢ajki u obliku tzv. bezdimenzijskih, odnosno korelacijskih jednadzbi.

PRINCIP SLICNOSTI

Princip sli¢nosti bazira se na saznanju da se pod sliénim uvjetima moraju javiti i slicne
posljedice. Ako su dva fizikalna sustava sli¢na, moze se iz poznavanja jednog predvidjeti ponasanje
drugoga. Materijalni objekti i fizikalni sustavi mogu se okarakterizirati s tri karakteristike: oblik,
velicina 1 sastav. Te tri varijable nezavisne su jedna o drugo;j.

Princip sli¢nosti odnosi se na oblik. Pod pojmom oblika kemijski inZenjer ne podrazumijeva
samo geometrijski oblik, nego 1 sliku strujnica, sliku temperaturnog polja i sliku koncentracijskog
polja.

Dakle, u kemijskom inzenjerstvu vazne su Cetiri slicnosti:

e geometrijska

o  mehanicka

o fermicka

o koncentracijska (kemijska)

Svaka od tih sli¢nosti, u prikazanom redosljedu, pretpostavlja one iznad nje same. Npr. dva e sustava

biti termicki sli¢na ako su geometrijski slicna, a ako se nalaze u gibanju moraju biti i mehanicki slicna.
Geometrijska sli¢nost

¢ 3

¢, ,

Slika 2.35. geometrijska sli¢nost

Dva su sustava geometrijski sli¢na ako za svaku to¢ku u jednom sustavu postoji odgovarajuca tocka u
drugom sustavu. Sli¢nost moze biti izrazena odnosom karakteristi¢nih veli¢ina. 1z slike 2.35. slijedi da
su dva trokuta sli¢na ako je zadovoljen sljedeéi uvjet:

0, 0

—1:—2:a(:€+ (2105)
AN

Odnos karakteristicnih veli¢ina koje definiraju sustav, a ne mogu se vise razdijeliti (konacne su),
naziva se simpleks.
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Odnosi izmedu jednostavnih fizikalnih veli¢ina (£ /m) nazivaju se simpleksi. Simpleksi ne mogu biti
odnosi izmedu sloZenih veli¢ina (npr. F/kgms™).

Mehanicka sli¢nost

Mehanicka sli¢nost dvaju sustava moze postojati tek ako su sustavi geometrijski slicni.
Mehanicka sli¢nost moze biti:

— staticka,

— kinematicka
dinamicka.

Stati¢ka sli¢nost

Uvjet staticke slicnosti zadovoljen je ako su deformacije pod djelovanjem sila na geometrijski
sli¢na tijela u konstantnom odnosu, pri ¢emu je deformacija proporcionalna veli¢ini tijela.
Al

A—fza( = A/, =konst. (2.106.)

I IF
=

Al

Slika 2.36. Mehanicka sli¢nost = staticka

Kinematic¢ka sli¢nost

Slika 2.37. Kinematicka slicnost
Geometrijski slicni sustavi u gibanju su kinematicki slicni kad odgovarajuce tocke prelaze
geometrijski sli¢ne puteve u odgovaraju¢im vremenskim intervalima.

Yoa (2.107.)

Dinamicka sli¢nost
Geometrijski sli¢ni sustavi u gibanju su i dinamicki sli¢ni kad su odnosi odgovarajuéih sila u
odgovaraju¢im tockama dvaju sustava u stalnom odnosu.

L (2.108.)
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U prijenosu koli¢ine gibanja primjenjuje se dinamicka slicnost. Dinamicka sli¢nost
podrazumijeva postavljanje odnosa izmedu inercijske sile (E) koja uzrokuje gibanje i neke sile koja
se javlja u sustavu, dakle koja je karakteristi¢na za odredenu prijenosnu pojavu.

A N
T&_’ . al_a' 3,

Slika 2.38. Dinamicka sli¢nost

Npr., pri gibanju viskoznog fluida u cijevi kao sila otpora javlja se sila trenja (Ftr), dakle viskozno
trenje, te se postavlja odnos izmedu sile inercije i sile trenja.

p.13.ﬁ
£ _ma_ L _vlp (2.109.)
Er T.S 77312 n
I
Re= Yl P (2.110.)
n

Jednadzba (2.110.) predstavlja Reynoldsovu znacajku koja je bezdimenzijski kriterij sliCnosti.
Linearna dimenzija / definira mjerodavnu geometrijsku karakteristiku sustava (npr., kod strujanja u
cijevi to je promjer cijevi d ).
Pri definiranju tih odnosa bitno je baratati s kona¢nim, a ne s diferencijalnim veli¢inama. Isto tako
numericke konstante (npr. 7, 2 ) mogu u¢i u vrijednost znacajke.
Reynoldsova znacajka moze se definirati i na temelju odnosa gustoce toka koli¢ine gibanja i
laminarnog doprinosa gusto¢i toka koli€ine gibanja:

2

f=r
Re—fuk _7 2 _vilp @.111)
Ty n- ; n
Za cijev vrijedi ve¢ spomenuti izraz za Reynoldsovu zna¢ajku (jednadzba 2.43.):
v-d-p

Re

n
Vrijednost Reynoldsove znacajke ukazuje na dominiraju¢i mehanizam prijenosa.

Odnos sile inercije i sile gravitacije izrazava se Froudeovom znacajkom:

2 2
\% \%

ézgzd‘g (2.112))

Fr=

w3 |
3
0Q

Pri strujanju realnog fluida dolazi do gubitka energije koji se izrazava padom tlaka. Dakle, na temelju
dinamicke sli¢nosti vrijedi:
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p-l’ v

F . R 2

L _ma_ 21 PV (2.113.)

F, p-4 p-l p

Pri izrazavanju gubitka energije uobicajeno je koristiti Eulerovu znacajku:

Eu= Ap2 (2.114.)
pv

Eulerova znacajka mjera je za koli¢inu izgubljene energije pri strujanju viskoznog fluida.

Brojnik u Eulerovoj znacajci:
Ap predstavlja gubitak energije izrazen padom tlaka. Moze se pokazati da tlak, p, predstvalja tlaké¢nu
energiju izrazenu po jedinici volumena.

N m J
pPa >— —=—r
m?> m m’

Nazivnik u Eulerovoj znadajci:

v? . p zapravo predstavlja kineticku energiju (raspolozivu energiju) fluida izraZenu po jedinici
volumena procesnog prostora:
viom

7

viop=

Termicka sli¢nost

Geometrijski slicni sustavi su i termicki slicni ako su odgovaraju¢e temperaturne razlike u
konstantnom odnosu, a ako su sustavi u gibanju moraju biti i kinematicki, odnosno dinamicki sli¢ni.

AT
EzaT = AT, =konst. (2.115))

Koncentracijska (kemijska) sli¢nost

Geometrijski 1 termicki sli¢ni sustavi su kemijski slicni ako koncentracijske razlike medu
geometrijski odgovaraju¢im tockama u oba sustava stoje u konstantnom odnosu. Ako su sustavi u
gibanju, moraju biti i dinamicki sli¢ni.

Ac'
2° 4 2.116.
Ac ¢ ( )
DIMENZIJSKA ANALIZA

Dimenzijska analiza matematicka je metoda koja omogucuje dobivanje informacija o obliku
funkcionalne ovisnosti medu veli¢inama u fizickim sustavima za koje, zbog njihove sloZenosti, ne
postoje egzaktna rjeSenja. Medutim, moguce je odrediti uvjete fizicke slicnosti medu zbivanjima te
tako i zakone modeliranja i prenoSenja rezultata iz eksperimenata na veliko mjerilo tehnicke izvedbe.
Smisao je dimenzijske analize da se iz predodredenog broja varijabli (koje utjeCu na odvijanje
procesa) izvede korelacijska jednadzba koja povezuje bezdimenzijske znacajke i simplekse. Pri tome
je nuzan eksperiment.

Tri su osnovne metode provedbe dimenzijske analize:

— Buckinghamova metoda ( 7z teorem)

— Rayleighova metoda

— Metoda sustavnog kuSanja

Napomena: U ovom kolegiju dane su samo osnovne provedbe dimenzijske analize. OpSiran se prikaz
moze naci u raznoj literaturi (npr. Tehnicka enciklopedija).
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Buckinghamov teorem ili 7 - teorem osnovni je teorem dimenzijske analize i sadrzi svu
njenu bit. Osnovni je princip metode da se svaka dimenzijski homogena funkcija od n dimenzijskih
varijabli moZe svesti na zavisnost (n—r) bezdimenzijskih produkata potencija (bezdimenzijskih

grupa), pri ¢emu je r maksimalni broj dimenzijskih varijabli koje medusobno ne mogu tvoriti

bezdimenzijsku grupu, odnosno » je minimalni broj varijabli Cijim se jedinicama mogu izraziti

jedinice svih n varijabli. Na taj se nacin pojednostavljuje izvodenje korelacija izmedu karakteristi¢nih

varijabli.

Npr., akoje n=7,a r =3 tvori se korelacija izmedu n—r =7 -3 =4 bezdimenzijske grupe.
Dimenzijska homogenost kod dimenzijske analize podrazumijeva da svi ¢lanovi jednadzbe

moraju tvoriti iste dimenzije na obje strane jednadzbe.

Npr.: F=m-a

MLT?|=[M] [LT?]=[MLT?]

gdje je [M] - masa
[L] - duljina
[T] - vrijeme
Rayleighova metoda

Provedba metode razomotrit ¢e se na primjeru strujanja kroz cijev. Eksperimentalnim je
istrazivanjima utvrdena ovisnost narinute sile, odnosno sile koja uzrokuje gibanje fluida definiranih
svojstava, brzinom v, kroz cijev odredenih geometrijskih karakteristika.

- v /

F I

Slika 2.39. Strujanje fluida kroz cijev

Utvrdeno je da narinuta sila, odnosno sila otpora ovisi o sljede¢im varijablama:

Zavisna veli¢ina: F,N=kgms~, [M -L- T'Z]
Geometrijske karakteristike:  d, m, [L]
Fizikalna svojstva: P, kgm?, [M : L'3]

n, kg m’! s'l, [M Lt -T'l]
Procesna svojstva: v, m s'l, [L . T'l]
Odnosno:

sz(v,p,n,d,%p%z)

gdje su %] i % simpleksi.

Broj dimenzijskih varijabli: n =5 (F ,V, 0,1, d )

Broj osnovnih dimenzija pomocu kojih su izrazene navedene varijable: » =3 (M, L, T)
Budu¢i da navedene varijable i simpleksi utjecu na vrijednost sile, postavlja se jednadzba:

" (&)
F=k-va-pb-77°-de~(—j (—) (2.117.)

Izrazeno dimenzijama:
MLr2]=[Lr Ml M T L) (2.118.)
(konstanta & i simpleksi ne ulaze u dimenzijsku jednadzbu).

Izjednacavanjem eksponenata na istovrsnim dimenzijama lijeve i desne strane jednadzbe, iz jednadzbe
(2.117.) slijede tri jednadzbe sa Cetiri nepoznanice:
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M: 1=b+c
L: 1=a-3b-c+e
T:-2=-a-c

Sustav jednadzbi ne moze se rijesiti buduci da sadrzi Cetiri nepoznanice, a samo tri jednadzbe. Buduéi

€ 9

da se u sve tri jednadzbe pojavljuje nepoznanica “c” svi eksponenti izrazavaju se preko te

nepoznanice:
b=1-c
a=2-c
e=2-c
Uvrstavanjem eksponenata izrazenih preko napoznanice “c” u jednadzbu (2.117.) dobiva se:
f g
/ £
F=kv" . p.ptd™ | —| | = 2.119.
P 717 ( )
Grupiranjem varijabli istog eksponenta dobiva se:
c f g
% T (L) (ﬁj (2.120.)
v p . d V- d . p d d

U jednadzbi (2.120.) eksponent “f” je odreden eksperimentalno i ima vrijednost jedan $to znaci da je
ovisnost sile o simpleksu //d linearna.
Nadalje, kako je:

F
e
- d? izrazava povrsinu, tako da sila po povriini predstavlja smi¢no naprezanje, (odnosno pad tlaka), a

77 c ~ L c
(V.d.p] —(Re) (2.122)

JednadZzba (2.120.) moze se pisati u sljede¢em obliku:

Ap zk-(ch .[Lj.(ijg (2.123.)
v2 P Re d d

odnosno:
ZAP = f(Re,ﬁj-i (2.124.)
vi-p d) d
Izjednacavanjem jednadzbe (2.124.) i jednadzbe (2.114.) dobiva se:
e\l
Eu=f|Re,— |- — 2.125.
f ( dj 7 ( )

Jednadzba (2.125.) predstavlja bezdimenzijsku korelacijsku jednadZzbu koja ukazuje na utjecaj
hidrodinamickih uvjeta i geometrijskih karakteristika na gubitak energije pri protjecanju. Pokazalo se
da ukupni broj izvedenih bezdimenzijskih znacajki stvarno odgovara izrazu: n—r=5-3=2
(Eulerova i Reynoldsova znacajka).
Rije¢ima se moze iskazati: Gubitak energije pri strujanju fluida ovisi o hidrodinamickim uvjetima
strujanja i geometrijskim karakteristikama sustava
Funkcionalna ovisnost f (Re,g /d ) izrazava se faktorom trenja &, a predstavlja utjecaj viskoznih sila
i geometrijskih karakteristika pri strujanju fluida.
Dogovorno je, umjesto &, uvedeno &/2 tako da se 1/2 poveZe sa v> - p te se na taj na¢in dobiva
kineticka energija izrazena po jedinici volumena (jednadzba 2.128.).

£)_¢
f(Re,dj— 5 (2.126.)
Jednadzba (2.124.) prelazi u oblik:
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b _e L (2.127.)
viep 2.d
odnosno:

I v-p
Ap=E-—- 2.128.
p=¢ N ( )

Jednadzba (2.128.) omogucéava procjenu pada tlaka pri strujanju fluida kroz cijev, a naziva se Darcy-
Weissbachova jednadzba.

Ovisnost faktora trenja o Reynoldsovoj znacajci

Ovisnost faktora trenja o Reynoldsovoj znacajci dobiva se eksperimentalno, koriStenjem

dimenzijske analize. Za pad tlaka kod strujanja fluida kroz cijev opc€enito vrijedi Darcy-Weissbachova
jednadzba (2.128.). Funkcionalna ovisnost f(Re,&/d) = eksperimentalno je odredena.
Moody i Nikuradze definirali su hrapavost povrsine (slika 2.40.). Mjerili su pad tlaka u cijevi pri
razli¢itim brzinama strujanja fluida, odnosno razli¢itim Reynoldsovim brojevima. Njihovi podaci
rezultirali su dijagramom ovisnosti faktora trenja o relativnoj hrapavosti cijevi i brzini strujanja fluida,
odnosno Reynoldsovoj znacajci (slika 2.41.)

& prosjena visina
izboline
—_—
— d
—

- granica izrazito HH
turbulentnog strujanja i ¢

Faktor trenja, ¢

02 H4H

Relativna hrapavost, ¢/d

111 | prijelazno i i
' | turbulentno strujanje |||

10° 2 3456810' 2 3456810° 2 3456810° 2 3456810 E;Ms_a_'fsam’
Reynoldsov broj
Slika 2.41. Moodyev dijagram
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Laminarno podrucje

Za laminarno strujanje vrijede oba zakona, Hagen-Poiseuilleov (jednadzba 2.76.) i Darcy-

Weissbachov (jednadzba 2.128.). Izjednaavanjem tih izraza dobiva se:
2

32-p-1-v [ vi-p

e e 2.129.
FERER A (2129,

Kraéenjem i sredivanjem dobije se:

E=64.— 1T (2.130.)

Vg P d

odnosno:

gzﬁzf(Re) (2.131)
Re

Prilikom laminarnog strujanja fluida faktor trenja ovisi samo o Reynoldsovoj znacajci i moze se
primijeniti jednadzba (2.131.). PovrSina cijevi prekrivena je zamisljenim slojem fluida koji prakticki
miruje, a ¢ija je debljina dovoljno velika da prekriva povrSinu cijevi, pa nema utjecaja relativne
hrapavosti (5/ d ) Zbog toga relativna hrapavost povrsine cijevi nema utjecaja na gubitak energije,
odnosno gubitak energije isklju¢ivo je posljedica viskoznog trenja. Koli¢ina gibanja prenosi se na
¢vrstu povrsinu iskljucivo molekularnim mehanizmom, a analiti¢ki izraz za gustocu toka koliCine
gibanja je:
dv d (v )

T=-n— odnosno T=—V—"".
dy dy

Turbulentno i prijelazno podrucje

Kod ve¢ih brzina strujanja dolazi do formiranja grani¢nog sloja koji se smanjuje s povecanjem
brzine i1 udaljenos¢u, §to je izrazeno lokalnom Reynoldsovom znaCajkom, Re,, (jednadzba 2.93.).
Budu¢i da je debljina grani¢nog sloja takva da hrapava povrSina nije u potpunosti prekrivena
laminarnim podslojem, dolazi do izrazaja i oblik, odnosno faktor trenja ovisi i o relativnoj
hrapavosti(e/d).

- £
= f(Re, dj (2.132)

Cestice koje se gibaju vrtloznim mehanizmom mogu doéi u kontakt s povr§inom toka pa se pored
mehanizma molekularnog prijenosa koli¢ine gibanja javlja i prijenos koli¢ine gibanja uzrokovan
otporom oblika. Molekularni mehanizam prijenosa prisutan je samo u laminarnom podsloju.

Izrazito turbulentno podrucje i izrazito hrapave cijevi

Za visoke vrijednosti Re-znacajke i izrazito hrapave cijevi vrijedi:
& :f(gj (2.133.)

Debljina laminarnog podsloja zanemariva je u odnosu na apsolutnu hrapavost tako da se utjecaj
viskoznosti moze zanemariti, te faktor trenja ovisi samo o relativnoj hrapavosti cijevi. Koli¢ina
gibanja prenosi se isklju¢ivo vrtloznim mehanizmom (neviskozni fluid).
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Tablica 2.2.
uzrok gubitka mehanizam analiti¢ki izraz za energija koja se
energije prijenosa gustocu toka gubi
dlv-
laminarno podrucje | povrSinsko trenje molekularni T=-v- ( dyp) tlatna
prijelazno i prevladava
turbulentno preklapanje mehanizama [ gj viop
o 7=f| Re,— |
podrucje d 2
. . 2
1zra21t? turbulentno hrapavost, vrtlozni = 1 Re, £y v p Kineticka
podrucje otpor oblika d 2

2.4.3.4. Gubitak energije pri turbulentnom gibanju tekuéine kroz cijev koja nije kruZnog
presjeka

Dimenzijskom analizom dobivena je Darcy-Weissbachova jednadzba koja omogucava
procjenu pada tlaka pri strujanju fluida u cijevi kruznog presjeka. Problem se javlja kada cijevi nisu
kruznog presjeka, Sto znaci da je potrebno definirati d .

O, nakvaseni opseg (perimetar)
./ duljinacijevi
\
| /
\
\ \
A, povrsina poprecnog presjeka \*

S, povrsina plasta
Slika 2.42. geometrijske karakteristike cijevi kruznog presjeka

Bilanca koli¢ine gibanja:

Ap-A=7-§

Sa slike 2.42. vidljivo je da se povrsina plasta S moze definirati na sljede¢i nacin:

S=0-1 (2.133)
gdje je O nakvaSeni opseg ili nakvaseni perimetar, a / duzina cijevi pa slijedi:

Ap-A=1-0-1 (2.134)
odnosno:

A -l

O Ap

A/O se naziva hidraulicki radijus I koristi se u americkoj literturi.

Za cijev kruznog presjeka jednadzba (2.134.) moZe se pisati na sljedec¢i nacin:

d* -z

(2.135.)

Ap - =t-d-mw-l, (2.136.)
iz Cega slijedi:

da_zd (2.137.)
4 Ap

Izjednacavanjem jednadzbe (2.135.) i jednadzbe (2.137.) dobiva se izraz za ekvivalentni promjer koji
se definira kao omjer izmedu Cetverostruke povrsine popre¢nog presjeka cijevi i nakvasenog opsega:

d, -42 (2.138.)

@)
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Tablica 2.3. Ekvivalentni promjer za druge poprecne presjeke
a b
a a
A a’ A a-b 2-a-b (
R R E A A S N L e s
0 D-r+d-x
Darcy Weissbachova jednadzba sada poprima sljedeci oblik:
I Vvip
Ap=¢- . 2.139.
P faw 5 ( )
Reynoldsova znacajka definira se na sljede¢i nacin:
ed. -
Re =Y dew ' P (2.140.)
n

2.4.4. Protjecanje kroz cjevovod

U procesnoj industriji (i u svakodnevnom Zivotu) transport fluida odvija se kroz cjevovod koji
se sastoji od ravne cijevi i ugradenih armaturnih dijelova (ventili, koljena, mjerni instrumenti, suzenja,
prosirenja itd.), a koji uzrokuju dodatni gubitak energije. Konstrukcija armaturnih dijelova je takva da
uzrokuje naglu promjenu smjera strujanja i vrtlozenje (prisutan je otpor oblika), §to uzrokuje dodatni
gubitak kineticke energije. Postavlja se i pitanje kolika je brzina nastrujavanja na mjesni otpor, te
koliki je stvarni promjer (stvaranje mrtvih prostora), slika 2.43.

Slika 2.43. Pojava mrtvih prostora

Zbog toga se ukupni gubitak energije (pad tlaka) moze izraziti kao suma:
Apug = Appe +Ap, (2.141)
gdje je Appc pad tlaka zbog protjecanja kroz ravne cijevi, a Ap, je pad tlaka zbog protjecanja kroz

armaturne dijelove.
Pad tlaka pri protjecanju kroz ravne cijevi definiran je jednadzbom (2.128.):

I vip
Ap.. =E.—.

Pre =6 4 2

Budu¢i da je kod armature nemoguée definirati promjer, duljinu i faktor trenja, uvodi se faktor
mjesnog otpora (g“ ), a izraz za pad tlaka armaturnih dijelova poprima sljede¢i oblik:
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Apy =¢ 2P (2.142.)

v - brzina s kojom fluid nastrujava na mjesni otpor.

1z toga slijedi da je izraz za ukupni pad tlaka kroz cjevovod:

Z VZ . p n VZ . p
A =& —- + e 2.143.
Puk =6 4 2 ;gl ) ( )

S$to se moze pisati kao:

2 n

v /

Ao =~E eS¢ (2.144.)

2 d ‘3
Izjednacavanjem Darcy-Weissbachove jednadzbe i jednadzbe (2.142.):
.§~§=§ (2.145)
slijedi:

d
lg. =€ v (2.146.)

gdje je /., zamiSljena duljina ravne cijevi promjera d koja bi pruzala isti otpor kao i odgovarajuci

armaturni dio (slika 2.42.).
/ ¢ fekv

Slika 2.44. Ekvivalentna duljina cijevi

JednadZzba (2.144.) sada se moZe pisati i u obliku:
[+, VVop
Apy =& —. 2.147.
Puk =¢ J > ( )

Ako su razliciti promjeri cijevi (slika 2.45.), mijenja se i brzina strujanja pa je potrebno primijeniti
jednadzbu kontinuiteta.

AloukZ
A
\r’ ™
S
= é i =S |
\ 1
Aloukl ll |‘
] \
\ 7

Slika 2.45. Dio cjevovoda s cijevima razli¢itog promjera
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2.5. Optjecanje

Optjecanje je strujanje fluida oko ¢vrstog tijela. Pojave se prakticki ne razlikuju ako je tijelo
uronjeno i nepokretno u struji fluida ili se ono giba u miruju¢em fluidu, bitno je da postoji relativna
brzina izmedu tijela i fluida. Gibanju tijela kroz fluid suprotstavlja se sila koja se naziva
hidrodinamicki otpor, koji se sastoji od otpora trenja i otpora oblika.

Postoje dva grani¢na sluc¢aja (slika 2.44.)

n

— Isti oblik, razli¢ite brzine strujanja (Re) Re
— Ista brzina strujanja (Re), razlicit oblik

Kod malih Reynoldsa i pogodnog oblika dominira viskozno trenje, medutim uvijek je prisutan i otpor
oblika buduc¢i da cestice fluida direktno nastrujavaju na ¢vrsto tijelo. Takvo strujanje naziva se puzece
strujanje (fluid "puzi" uz povrsinu tijela). Kod velikih Reynoldsa i nepogodnog oblika (ploca)
dominira otpor oblika. Uslijed inercije Cestica fluida, zbog naglog skretanja strujnica, dolazi do
otkidanja grani¢nog sloja. Iza tijela se zadrzava nesto fluida koji se intenzivno kovitla buduéi da je u
dodiru sa strujom fluida koji ga tangencijalno dodiruje pri ¢emu dolazi do odredenog prijenosa
koli¢ine gibanja (dodatni gubitak energije). Za tijela ostrih rubova otpor oblika je velik.

Re<1 Re>1
Laminarno strujanje Turbulentno strujanje

— P\ >
z*{f/:%

Slika 2.46. Grani¢ni slucajevi prilikom optjecanja
Na slici 2.47. prikazan je utjecaj brzine strujanja, odnosno Reynoldsove znacajke, na strujanje

fluida oko mirujuéeg cilindra. Moze se uociti da se porastom brzine strujanja povecava turbulencija
(vrtloZenje) sa straznje strane cijevi.
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i

Slika 2.47. Stfu] anje fluida oko mirujuéeg cilindra

2.5.1. Ukupni otpor ¢vrstog tijela pri optjecanju

Pri gibanju fluida oko ¢vrstog tijela (ili obrnuto) javlja se sila otpora (FD) koja je uzrokovana
pojavom viskoznog trenja (zbog svojstva viskoznosti) te otporom koji ovisi o obliku tijela.
F,=F,=F,+F (2.147.)
Za razliku od protjecanja, za sve brzine, odnosno Reynoldsove brojeve, kod optjecanja su uvijek
prisutna oba otpora (trenje i oblik).

Sila trenja (Er) - zbog viskoznog trenja dolazi do gubitka energije koji se ocituje padom tlaka

(gubitak tla¢ne energije). Pod otporom trenja se podrazumijeva rezultanta svih povrsinskih sila koje
djeluju na povrsinu tijela u smjeru strujanja fluida. Viskoznost uzrokuje trenje izmedu slojeva fluida i

izmedu fluida i povrSine te taj otpor nazivamo povrsinskim trenjem ili povrSinskim otporom. (engl.
skin friction)

Sila otpora oblika (Fl) - inercijski otpor, otpor oblika, gubitak kinetiCke energije. Uzrokovan je i

ovisan o obliku tijela, a jednak je zbroju svih komponenti tlaka normalnog na povrsinu tijela.
Prevladava kod vec¢ih Reynoldsa. (engl. drag friction)

P P2
Slika 2.48. Gubitak energije kod optjecanja
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Kada fluid nastruji na tijelo strujnice naglo mijenjaju smjer $to rezultira razlikom tlakova ispred i iza
tijela (slika 2.48.). Zbog svojstva viskoznosti dolazi do nepovratnog gubitka energije pa preostala
kineticka energija nije dovoljna da Cestice postignu tlak okolisa (slika 2.49.). Na nekom mjestu kada se
sva energija potrosi Cestica bi se trebala zaustaviti.

poveéava se brzina zbog manjeg presjeka

dp/d%0

Vi, dp/ N
_—
4\/>//’*

ada

12/2 raste PipP
dp/dy=0

kineti¢ka se energija pretvara u tlacnu
2.49. Gradijent tlaka kod optjecanja oko tijela smjestenog u cijev

Otkidanje grani¢nog sloja
Promotrimo strujanje fluida oko nekog tijela zaobljenog oblika.

mrtvi prostor

Slika 2.50. Otkidanje grani¢nog sloja

U tocci C jedan dio fluida miruje (v=0). U tocci D dolazi do povratnog gibanja jer je tlak okoliSa ve¢i
Sto rezultira nastajanjem vrtloga. Zbog svojstva viskoznosti, ostala masa fluida povlaci vrtlog polako
te se on gubi. Tijela aerodinamickog oblika (npr. avionsko krilo) nemaju ostre rubove pa strujnice
klize preko tijela te nema vrtloZenja (slika 2.51.). Za takve oblike je otpor oblika sveden na minimum.
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Slika 2.51. Optjecanje oko tijela aerodinamickog oblika

Ukupni otpor opcenito se moze pisati kao:
F=f-p.-4
gdje je: T faktor ukupnog otpora (eksperimentalno odreden),
A jepovrsina - kod malih Reynoldsa to je ukupna povrsSina u dodiru sa strujom fluida

- kod velikih Reynoldsa to je projekcija povrSine obrnute na smjer strujanja

2
Vo " P

2

Obzirom da je sila jednaka umnosku tlaka i povrSine na koju taj tlak djeluje, bitno je povrSinu
definirati (povrSina okomita na smjer strujanja fluida, slika 2.52).

Ukupna sila otpora ovisi o svojstvima tijela i fluida.

Fp=f(v.d.p.n.w) (2.148.)
Ovdje je vy - sfericitet (y < 1) koji se uz:
Vkugle =V,

tijela

Py je kineticki tlak nesmetanog gibanja p, =

(2.149.)

moze izraunati prema:

S
v = Skugle (2.150.)

tijela

2

Slika 2.52. Projicirana povrsina tijela ovisno o smjeru strujanja fluida

Laminarno podrucje (Re<1)

Fe=/fipe S (2.151.)
gdje je f, faktor otpora s obzirom na povrsinu S.

Stokes je rijeSio skup diferencijalnih jednadzbi koje opisuju pojave pri optjecanju u laminarnom
podrucju i dobio izraz za silu otpora kod laminarnog strujanja:

Fy=3-7-n-d-v (2.152.)

Fy=2-m-n-dv+n-n-d-v (2.153)

sila trenja sila inercije
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lako se radi o laminarnom podruéju, ukupna sila otpora sastoji se od sile trenja (2/3) i sile otpora
oblika (1/ 3). Dakle, i kod najmanjih brzina strujanja, uvijek je prisutan otpor oblika. To je i bitna
razlika u odnosu na protjecanje gdje u laminarnom podrucju otpor oblika nije prisutan.

Prijelazno i turbulentno podruéje (Re>1)

Odnosi se zbog slozenosti rjeSavaju primjenom dimenzijske analize.

Sila otpora za sva podruc¢ja Reynoldsovog broja

Fy=f(v,p.n,d,p) (2.154.)
gdje je w sferiCnost, a predstavlja odnos povrsine kugle i povrsine tijela nepravilnog oblika istog
volumena. Primjenom Rayleighove metode slijedi:

FD:k.va-pb'Uc'de-Wf (2.155))
Uvode se sljedece oznake:

M — masa, kg
L — linearna dimenzija, m

T — vrijeme, s

Dimenzijska jednadZzba:

Mmrr?]=[Lr MLl Mo T L) (2.156.)
1z jednadzbe (112) slijede tri jednadzbe sa Cetiri nepoznanice:

M: I=b+c

L: 1=a-3b-c+e

T:-2=-a-c
Budu¢i da se u sve tri jednadzbe pojavljuje nepoznanica “c” svi eksponenti izrazavaju se preko ove
nepoznanice:

b=1-c¢

a=2-c¢

e=2-c
Uvrstavanjem eksponenata izrazenih preko napoznanice “c” u jednadzbu (2.155.) dobiva se:
Fy=k-v™-p.p¢-d* .y’ (2.157))
Grupiranjem varijabli istog eksponenta dobijemo:

Fp n ’ f

——=k- . 2.158.

vz.p.dz (Vdpj v ( )
: . F 1Y
U jednadzbi (2.158.) su: — =7, d =| —
d v-d-p Re

iz Cega slijedi:

r=f(Re,p)-v? - p (2.159.)
Dijeljenjem s v> - p dobiva se 21’ = 2p =FEu=f (Re,l//) Sto predstavlja korelacijsku jednadzbu

viep viep

istovjetnu s korelacijskom jednadzbom pri protjecanju, a koja ukazuje na isto znacenje: gubitak
energije pri protjecanju ovisi o hidrodinamickim uvjetima i geometrijskim karakteristikama sustava.
Dogovorno je uvedeno da se funkcionalna ovisnost f (Re, 1//) izrazava faktorom otpora:
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C
f(Re,y)==> (2.160.)
pa jednadzba (2.159.) prelazi u oblik:
2
FD:CD-A-Vz’D (2.161.)

To je izraz za silu otpora pri optjecanju koji vrijedi za sve reZima strujanja. Povr§ina A predstavlja
projiciranu povrsinu tijela okomitu na smjer strujanja.

Ovisnost faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci

Reynoldsova znacajka se za nesferi¢nu Cesticu definira na sljedeéi nacin:

ed. -
Re =L Tekv P (2.162.)
n
gdje je d,, ekvivalentni promjer, odnosno promjer kugle koja ima isti volumen kao i tijelo

nepravilnog oblika:

do =,3/6'V (2.163.)
T

gdje je V' volumen nepravilnog tijela. Jednadzba (118) izvedena je iz definicije volumena kugle.

a
Slika 2.53. Uz ekvivalentni promjer

Tako je na primjer za kocku:
V=q° (2.164.)

6-a°

d,, =3 (2.165.)
T
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laminarno prijelazno turbulentno
10° T
T T T
' kugla |1
104 \‘ disk m
\ cilindar
103 N
)
102
AN
10! N
N\ )
100 ~
y v—
-1 -~
104 103 102 10! 109 10! 102 103 104 105 10¢
Re

Slika 2.54 Ovisnost faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci

Na slici 2.54. prikazana je ovisnost faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci za razli¢ite geometrijske
oblike tijela (kugla, cilindar, ploca).

Laminarno podrucje

Re<l1

Koli¢ina gibanja se prenosi pretezno molekularnim mehanizmom. Gubitak energije nastaje uslijed
povrsinskog trenja (2/ 3) i manjim dijelom uslijed otpora oblika (1/ 3).

Izjednac¢avanjem jednadzbe (2.152.) i (2.161.) dobiva se ovisnost faktora otpora u laminarnom
podrucju:

2 2
3ozop-dov=Cp -2 ”-Vzp (2.166.)
c, =241 (2.166.)
v-d-p
24
C.=—"" 2.167.
P Re ( )

To znaci da u laminarnom podrué¢ju nema utjecaja geometrijskog faktora $to bi znacilo da nije prisutan
i otpor oblika, medutim taj otpor je uvijek prisutan. Na slici 4.13. se vidi da postoje odstupanja u
ovisnosti.

Prijelazno podrucje

1<Re<10’

Koli¢ina gibanja prenosi se molekularnim i vrtloznim mehanizmom. Dolazi do preklapanja
mehanizama prijenosa, a do prijenosa koliCine gibanja dolazi uglavnom zbog otpora oblika. Kut
otkidanja grani¢nog sloja iznosi 85 °. (slika 2.55.)
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Podrudje razvijene turbulencije
Re > 10’
Koli¢ina gibanja prenosi se prakticki samo vrtloznim mehanizmom tako da su vrijednosti faktora

otpora konstantne. Do otkidanja grani¢nog sloja dolazi zbog troSenja kineticke energije fluida uz kut
otkidanja od 140 ° (slika 2.55.).

Direction
—_——
rj«/—\
85 = \

B C
B

e RN

Slika 2.55. Otkidanje grani¢nog sloja

Za razliku od Moodyjevog dijagrama, ovisnost faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci je kontinuirana
funkcija buduéi da su oba uzroka gubitka energije (povrSinsko trenje i otpor oblika) istovremeno
prisutni u cijelom podruc¢ju Re-znacajki.

Tablica 2.4.
Rezim strujanja Re Sila otpora Faktor otpora
24
Laminarno Re<1 Fpo=3-7m-n-d-v Cp=—
Re
2
Prijelazno 1<Re<10° F,=c,-A .% ¢ = f(Re,p)
2
Turbulentno Re>10° Fp=cp-4 % cp=f (Re,l//)

Radi preglednosti u tablici su ovisno o rezimu strujanja dani izrazi za silu otpora i faktor otpora.

Tablica 2.5. Neke karakteristi¢ne vrijednosti faktora otpora:

<«
<« <
<
D<L f=h
cD =0’44 CD =1,20
cp =2 cp =0,6
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2.5.2. Brzina gibanja ¢estica (fluida)

Za provedbu vaznih mehanickih operacija izuzetno je vazno poznavati brzinu gibanja Cestica
(bilo pod djelovanjem sile teze, centrifugalne sile itd.)

wy o

Nesmetano taloZenje Smetano taloZenje

Slika 2.56. Nesmetano i smetano talozenje Cestica

Za gibanje samo jedne Cestice u beskonacno velikom volumenu fluida, ili ako su cestice dovoljno
udaljene tako da ne dolazi do preklapanja brzinskih profila, taloZzenje se smatra nesmetanim. U
protivnom imamo smetano talozenje. Kod smetanog taloZenja sile trenja se mijenjaju zbog perklapanja
strujnica. Opcenito se smatra da je taloZenje nesmetano ako je /> 6d ..

Promatrajmo nesmetano taloZenje Cestice u fluidu. Da bi se ustanovili odnosi izmedu sila koje vladaju
na Cesticu koja se giba u fluidu, postavlja se bilanca sila.

silauzgona £ I

vanjska sila

sila otpora FD I RN
| &

rezultantna sila
Slika 2.57. Sile koje vladaju na ¢esticu u gibanju

- rezultantna sila: Fr=m ? (2.168.)
t
- vanjska sila koja uzrokuje gibanje: F,=m-a (2.169.)
- sila uzgona: F o =my,q, -a= M-pﬂmda -a (2.170.)
Cestice

2 2 2
- sila otpora: Fy =CD-A-V p=CD-d TLe (2.171.)

2 4 2

za kuglu
N

Prema zakonu ocuvanja koli¢ine gibanja vrijedi: ZE =0
i=1
Bilanca sila:
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2
. v
mé-ﬂzmé'a—ﬂ-p/.-a—cD-A- at i /+m; (2.172.)
dt Pe
Sredivanjem gornjeg izraza dpbiva se:
2
v .
L P 2.173)
dt P 2-my
Odnosno:
2
) v )
L RS I (2.174)
dt P 2-m;

Nakon odredenog vremena dolazi do uravnotezenja sila i brzina postaje konstantna tj. gibanje postaje

stacionarno [% = Oj. Gibanje Cestica se odvija samo pod utjecajem gravitacije (a = g).
t

2

. vi-p,
( —/;—/J-gch-A- 2': 2.175.)
Za kuglu vrijedi:

2
A= , pa je:

3

me=Vepe =T p, (2.176.)

Uvrstenjem izraza za povrSinu i masu cestica u bilancu sila, dobiva se izraz za brzinu koji vrijedi za

sve Reynoldsove brojeve (cijelo podrucje brzina):

4.d.-p.—p,)
v [4de\oimp,) 2.177)
3-psecp
Uzme li se u obzir ovisnost faktora otpora o Re-znac¢ajci u laminarnom podrucju (jednadzba 2.167.):
P S A/ (2.178)
Re v-d.-p,

dobiva se Stokesov zakon za brzinu padanja Cestica u laminarnom podruéju pod djelovanjem
gravitacijskog polja:
v dc? '(pé _pf)'g
187
Za tijelo koje nije kugla uvrstava se ekvivalentni promjer.

(2.179.)

2.6. Strujanje u mijesalici

Teorija prijenosa koli¢ine gibanja pri strujanju u mijesalici takoder je temelj pojedinih
jedini¢nih operacija (mijeSanje kapljevina, suspendiranje, kristalizacija, ekstrakcija).

Mijesanje je operacija kojom se u odredenim uvjetima zeli posti¢i u materijalu jednoliko
raspodjeljivanje u mehanickom, toplinskom i koncentracijskom smislu.

Mijesanje je jedinicna operacija Cija je svrha povecanje homogenosti sustava (koncentracija,
temperatura) kako bi se ostvario Zeljeni procesni rezultat. MijeSanje je prisutno u mnogim
industrijskim granama (prehrambena, farmaceutska, kemijska, petrokemijska i kozmeticka industrija,
u proizvodnji bojila, papira, obradi otpadnih voda). Dakle, ukljucuje mijeSanje homogenih (dvije
mjesljive kapljevine) i heterogenih sustava (Cvrsto-kapljevito ili dvije nemjesljive kapljevine). Ovisno
o proizvodu mijenja se i potreban intenzitet mijeSanja (stupanj izmijeSanosti) te vrijeme potrebno da se
postigne Zeljeni stupanj homogenosti. Obzirom na Siroku primjenu postoji velik broj uredaja za
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mijeSanje projektiranih za osiguravanje Zeljenog procesnog rezultata. Mijesalica moze biti bilo koji
reaktor ili posuda u koju je uronjeno mijesalo.

‘}i]/eéalo

e mijesalica
— [

Slika 2.58. geometrijske karakteristike mijeSalice

Ovdje su:

n — broj okretaja mijeSala, min-1

H — visina kapljevine u mijesalici, m

D — promjer posude, m

d — promjer mijesala, m

s — udaljenost mijesala od dna posude, m

Geometrijske karakteristike mijeSalice definirane su odnosima izmedu geometrijskih dimenzija posude
i mijeSala, tzv. simpleksima:

Sa stanovista prijenosa koli¢ine gibanja potrebno je utvrditi gustocu toka koli¢ine gibanja koji se
prenosi te na taj nacin utvrditi odnose izmedu energije potrebne za mijesanje (ili snage) i parametara
koji utjeCu na ponaSanje sustava. Zbog kompleksnosti odnosa potrebno je primjeniti dimenzijsku
analizu.

Na temelju eksperimenta utvrdena je sljedeca ovisnost:

E

—=P=f(nt7,9.8,,8,.8;.2) (2.180.)
Dimenzijskom analizom dobivena je ovisnost:

Euy = f(Re,,, Fry,S,,S,,S;5) (2.181.)

Zbog kruznog gibanja Cestica fluida uvode se modificirane znacajke.

Reynoldsova znacajka za pravocrtno gibanje:

Re= (2.182))
n

Umjesto brzine pravocrtnog gibanja uvodi se obodna brzina:

v=d-m-n (2.183.)

te slijedi:

Re=Y 4 p_d-mnd-p (2.184.)
n n
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2
Re="9"-P (2.185.)
n
(Konstanta 7 ulazi u vrijednost znacajke).
Eulerova znacajka (znacajka snage) izvodi se na istovjetni nacin:
Fu=—2¥ _ 20V (2.186.)
vi-p vi-p-V
Snaga predstavlja utroSenu energiju u jedinici vremena:
P=£=F—J=F~v (2.187.)
t t
Energija se moze izraziti kao:
E=Ap-V [J]z[Pa-mﬂz[lz-mﬂz[N-m] (2.188.)
m
Uvrstenjem u izraz za snagu (2.187.), dobiva se:
Ap-V
pP= pt (2.189.)
Volumni protok je jednak:
V=v-A (2.190.)
Za kruzno gibanje:
V=d-z-n-d* (2.191))
Uvrstenjem u izraz za Eulerovu znacajku dobiva se:
Fu=-22Y_ _ - (2.192.)
g VvV g-(d-n-n) d*-d-r-n
odnosno:
P
Eu,, =m (2.193)

Pri mijeSanju se zbog strujanja kapljevine i u vertikalnom smjeru mora uzeti u obzir i utjecaj sile
gravitacije koja je izrazena Froudeovom znacajkom. Froudeova znacajka definira se kao odnos sile
inercije i sile gravitacije.

v
F a7 2
Fr:—l::m a:L: v (2194)
F, m-g g (g
Odnosno:
2
Fr=_ (2.195))
d-g
Uvrstenjem obodne brzine dobiva se:
v? (d T n)2
Fr= = (2.196.)
d-g d-g
2
Fr, =4 (2.197.)
g
Bezdimenzijska korelacijska jednadZzba se sada moze napisati:
Euy =k -Reyy- Fry (2.198.)

Uvjet da mijeSanje bude efikasno je da nema vrtloga. U tom slucaju je n=0 te se eliminira Fr-
znacCajka pa jednadzba (2.193.) poprima sljedeci oblik:
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Euy, =k -Rey; (2.199.)
Znacenje Eulerove znacajke (znacajke snage)

Ranije se pokazalo da je Eulerova znacajka jednaka:
Eulerova znacajka predstavlja mjeru utroSene energije i direktno je povezana sa faktorom otpora.

P
Za kruzno gibanje jednadzba 2.187. moze se napisati na sljedeéi nacin:
P=F,-d-m-n (2.201.)
Uvodenjem izraza za silu otpora:
2
Fy=Cp-4-2 ; P (2.202.)
2 2
c.-4 V" P.ag.xn C dZ.M.d.ﬁn

F.-d-7-n D > D 5
Euy =—2 = s = — (2.203))

p-n -d p-n -d p-n -d

C, -7’
Euy = =k-Cp (2.204.)

Iz jednadzbe (2.204.) vidljivo je da je Eulerova znacajka (znacajka snage) direktno proporcionalna
faktoru otpora tako da se umjesto ovisnosti faktora otpora o Re-znaCajci moze graficki prikazati
ovisnost Fu-znacajke o Re-znacajci.
(Eulerova znacajka se naziva i znacajka snage i oznacava se s N ). Vidljivo je (slika 2.59.) da kao i
kod protjecanja i optjecanja, faktor otpora (odnosno FEu,,-znacajka) opadaju s povecanjem Re-
znacajke te u razvijenom turbulentnom podruc¢ju poprimaju konstantnu vrijednost. Ako se usporede
jednadzbe 2.194.12.200. za odgovarajuce rezime strujanja vrijede sljedece ovisnosti:

LAMINARNO PODRUCIE (Re < 20)
70
" Re

PRIJELAZNO PODRUCIE (20 < Re <500)
cp=f (Re, geometrija)

TURBULENTNO PODRUCJE (Re > 500)

cp=f (Re, geometrija)

Cp

Za razlicite geometrijske karakteristike mijesalica postoji i odgovaraju¢a funkcionalna ovisnost §to je
prikazano dijagramom na slici 2.60.

60




Prijenos tvari i energije

laminarno prijelazno turbulentno
Eup
102

AN

AN

N
N
\\\
10 4 razbijala
\\\
T~ Ll
~ bez razbijala |
1 L
1 10 102 103 104 105
Re
Slika 2.59. Ovisnost znac¢ajke snage o Re-znacajci
turbulentno
IR
TN T
EuM \\‘3\\ \\\\
P \‘ ~."'\
107 g\: (51, Sz, S3)
AR NS
N TN
\"\\ N ?‘— anal
\\'5\ = R — (S1, S, S3)ir
1 = =
==== (51, Sz, S3dim
1
1 10 102 103 104 10°
Rey

Slika 2.60. Utjecaj geometrijskih karakteristika na funkcionalnu ovisnost Euy=f(Rey)

2.7. Strujanje kroz poroznu sredinu

Kako je ve¢ navedeno u viSe navrata, teorija prijenosa koliine gibanja temelj je brojnih
jedini¢nih operacija u kojima postoji strujanje kroz sloj Cestica (filtracija, fluidizacija, talozenje).
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Zamislimo sloj Cestica koji se sastoji od Cestica razli¢itih veli¢ina i oblika pri ¢emu postoji
veliki broj nepravilnih pora razlicitih duzina i promjera kroz koje fluid struji brze ili sporije $to ovisi o
pokretackoj sili koja uzrokuje strujanje (razlika tlakova) te o otporu koji pruza sam sloj. Ako su Cestice
krupne, tada sloj sadrzi Siroke pore i otpor takvog sloja je relativno malen, a strujanje moze biti
laminarno i turbulentno. Medutim, ako je sloj sastavljen od finih estica i pore su vrlo uske ¢ak, i
kapilarne, te predstavljaju veliki otpor strujanju, brzina strujanja je malena te je u ovom slucaju
strujanje prakticki uvijek laminarno. Budu¢i da su u takvom sloju pore vrlo nepravilne, pune izbocina i
zakrivljenja, moze se na temelju ranijih razmatranja zakljuciti da do energetskih gubitaka dolazi i zbog
povrsinskog (viskoznog) trenja i zbog otpora uslijed oblika. Oc¢ito je da su u ovom slucaju prisutni i
ucinci protjecanja i optjecanja. Dakle, do gubitka energije dolazi zbog otpora trenja i otpora oblika:

¢ v:iep viep
FD:é:.A.E. : Fy=cp-A-
v,
A A
(0] o o o
OO o Oo 5 . - ©) o o =
4 Ap

Slika 2.61. Strujanje kroz poroznu sredinu

Temeljni je, medutim, ovdje problem kako odrediti geometrijske karakteristike nekog
poroznog sloja, bududi da je vrlo tesko odgovoriti:

e kolika je duljina pora (kapilara), /

¢ koliki je njihov promjer, d,,

e kolika je veli¢ina Cestica od kojih je sastavljen sloj, d,

e kolika je specifi¢na povrSina Cestica, S,

e koliki je broj tih Cestica, n

e kolika je brzina strujanja u poroznom sloju, v

U svrhu pojednostavljenja, stvarni sustav sa Cesticama i nepravilnog oblika i razli¢itih veli¢ina se
zamijenjuje idealiziranim, od kojeg su pore cilindirnog oblika i iste veli¢ine, jednoliko raspodijeljene
(slika 2.62.).

7 7 7 7

£ % 2 £
Slika 2.62. Stvarni i idealizirani sloj Cestica

Za definiranje poroznog sloja primjenjuju se pristupacne, mjerljive veli¢ine, koje u sebi ukljucuju sve

navedene geometrijske karakteristike:
o poroznost sloja (&), definira se kao udio Supljina (pora) u poroznom sloju
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Voo =V Ve
g=le Vs Ve (2.205.)
Vs Voo Ve
VC
l-g=— (2.206.)
Vs
Ve=(1-¢)-Vy (2.207.)
gdje je Vg, volumen sloja, V. volumen Cvrste faze, a Vi volumen Supljina.
. broj Cestica
. Volurnen'swh cestl-ca (2.208)
volumen jedne Cestice
1-¢)-V, Ag -1-(1-
n= ( g) SL _ “°SL . ( g) (2209)
Vjedne Cestice d(“; T
6
o dé -7
gd_]e Je = stere . (22 10)
o promjer pora

Buduc¢i da su pore nepravilnog oblika, te geometrijski oblik popre¢nog presjeka pore nije krug,
uvodi se ekvivalentni promjer pora:

143
A A Vi V.
d, =4 gl Ve 4 Vs 211)
0 o 1 Suk Suk
Vs
gdje je A, povrsina popre¢nog presjeka pora.
dgy =4 = (2.212))
Sy
. specificna povrsina (cjelokupna slobodna povrSina unutar sloja izrazena po jedinici volumena
sloja)
As, 'é.(l_g)-dé -
S dc T
S 7+ jedne cestice
S, = DUk T “ledelestce 6 (2.213.)
Vs Vs Ag, -l
5, =6--¢) (2.214.)
dé
Kombinacijom izraza 2.112. i 2.114. dobiva se za ekvivalentni promjer:
£ &£ 2 ¢-d;
d,, =4-—=4- =—- - 2.215.
ekv SV 6(1_5) 3 1-g¢ ( )
d.
o povrsinska brzina (v,) je brzina kojom suspenzija nastrujava na povrsinu filtarskog sredstva
(4). Na taj nacin moze se izraziti brzina strujanja kroz porozni sloj. 1z jednadzbe kontinuiteta:
V=V, (2.216.)
V=v-Ady=v, Ay (2.217.)
Ag -1 V.
v=y, ok =y SL (2.218.)
Ap -1 Ve
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poVa (2.219.)

Sve su glavne karakteristike izraZzene pomocu dvije osnovne veli¢ine, poroznost sloja Cestica, e, i
promjer Cestica, d¢, odnosno Sv. Debljina sloja je nezavisna veli¢ina koja ne utjeCe na unutra$nju
strukturu sloja Cestica.

Na temelju zakona o ocuvanju koli¢ine gibanja postavlja se bilanca sila, te se izjednacuju
pokretacka sila (sila tlaka) i sila otpora:
Ap-Ap =n-Fy (2.220.)

Na temelju tako izrazenih geometrijskih karakteristika poroznog sloja i izraza za silu otpora
pri optjecanju dolazi se do opce jednadzbe za pad tlaka pri strujanju kroz poroznu sredinu.

Ao 1-(1- 2,
Ap.ASL.g:SL3—(8).CD.A.u (2.221)
6
1(1-¢) . dim vip
Ap-€= C . 2.222.
v x0T 4 g2 (2:222)
6
31-¢ I vip
Ap == Cp - — 4 2.223.
p 2 {;‘3 D dc 2 ( )

gdje je C faktor otpora strujanju kroz porozni sloj.

Jednadzba (2.223.) omogucava procjenu pada tlaka pri strujnju kroz porozni sloj bez obzira radi li se o
Sirokim ili uskim porama.

Ova jednadzba podsjeca na Darcy-Weissbachovu, a razlikuje se zbog slozene geometrijske strukture
sloja.
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2.7.1. Strujanje kroz uske pore

Ranije je spomenuto da je kod poroznih slojeva, koji su sastavljeni od sitnih ¢estica, zbog
velikog otpora brzina strujanja kroz pore vrlo mala, te je i strujanje laminarno. Na temelju tih ¢injenica
namece se pretpostavka da se faktor otpora moze izvesti na sli¢an nacin kao i kod protjecanja

64 ) . . . 24
=— | 10ptjecanja | C, =— |.
(f Rej Py \ ( D Rej

Pri strujanju kroz porozni sloj Reynoldsova znacajka izrazava se u modificiranom obliku budu¢i da
uzima u obzir sloZene geometrijske karakteristike:

vy 2 deE

Relzv.dekv P — e 3 l1-¢ (2224)
n n
Ako se uvrsti izraz 2.215. za ekvivalentni promjer, dobiva se:
Dedn v, -
Re= - fe VAP (2.225)
3-(1-¢)n
Uzme li se u obzir da je kod strujanja kroz cijev, faktor otpora:
S04
Re'
uvrstavanjem u op¢i izraz za strujanje kroz poroznu sredinu (jednadzba 2.223.) dobiva se:
2
Ap=>.2. 64 { 3‘9)-1-” Py (2.226.)
22 vdip g d, 2
n-(1-¢)
Ap oy (1=e) vm
=L 7. . 2.227.
l g’ d? ( )

é

Eksperimentalno je medutim utvrdeno da se u slucaju, kada je porozni sloj sacinjen od sferi¢nih
Cestica, faktor otpora moze izraCunati iz jednadzbe:

160
Cp=— 2.228.
D= R ( )
(Umyjesto konstante 64 uvrstava se konstanta 160).
Uvrstavanjem u op¢u jednadzbu za pad tlaka dobiva se:
2
gzlgo.(l_‘g).ﬂ (2.229.)

P d?
Ova jednadzba poznata je po svojim autorima i naziva se Carman-Kozenyjevom jednadzbom i vrijedi
za sferi¢ne Cestice.

2.7.2. Strujanje kroz Siroke pore

U slucaju kada je porozni sloj sacinjen od krupnih Cestica otpori strujanju su srazmjerno mali
(meduprostori su veéeg promjera), brzina strujanja fluida je velika te je i strujanje turbulentno. U ovim
uvjetima strujanja kroz porozni sloj, Burke i Plummer su utvrdili da je vrijednost faktora otpora
konstantna i da iznosi:

Cp=23
Uvrstavanjem u jednadzbu 2.223. dobiva se:
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2
APy 75. (1-¢) vi-p (2.230.)

Izvedene jednadzbe (2.229.) i (2.230.) predstavljaju izraze za pad tlaka (gubitak energije) u
grani¢nim uvjetima (za laminarno ili za turbulentno strujanje). Buduéi da su u velikom broju slucajeva
prisutna oba mehanizma, ukupan pad tlaka dobiva se zbrajanjem jednadzbi, te se dobiva Ergunova
Jjednadzba:

A 1-¢f v, l-g V-
. f) -sz’7+1,75- f-vf;p (2.231)
& . F &

c

Pomnozi li se Ergunova jednadzba sa( ] i pregrupiraju C¢lanovi tako da se dobiju

bezdimenzijske grupe, slijedi izraz:

( APZJ,("'_CJ.( g’ lego.(l—_g)‘ﬂzﬂgs (2.232))
PVy l l-¢ pv,-dé
odnosno:
( Apzj.(d_CJ.(ijzlgo.M+1’75 (2.233)
£V / l-¢ Re
1z opéeg izraza za pad tlaka (jednadzba 2.223.) slijedi:
3¢ e | (de) (£
, CD_(p.vj] ( l ] 1—5] (2.234.)
%
100 \\
AN
<, N
‘74)47 \\
‘74/ -
feN N
10 NS
N\ NE €
s \'QG(//\/
\\ TN ~ |
===
BURKE-PLUMMER
1 [ I
1 10 100 1000 Re

Slika 2.63. Graficki prikaz ovisnosti faktora otpora o Re’
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Pregrupiravanjem ¢lanova u Ergunovoj jednadzbi te povezivanjem jednadzbi dobiva se pogodan oblik
izrazavanja faktora otpora za sloj sastavljen od sferi¢nih Cestica:

ECD = 180~2~L+1,75 (2.235)

4 3 Re'

Odnosno:

Cp =@ +2,3 (2.236.)
Re'

Grafickim prikazom Cp = f (Re') dobiva se dijagram koji podsjeca na dijagram ovisnosti faktora
otpora o Reynoldsovoj znacajci kod protjecanja i optjecanja (slika 2.63.). Pravci koji slijede iz
Carman-Kozenyjeve 1 Burke-Plummerove jednadzbe predstavljaju asimptote Ergunove krivulje.,

Na kraju, mogu se uociti slicnosti izmedu karakteristicnih slucajeva prijenosa koli¢ine gibanja. Za sve
primjere vrijedi opc¢enita korelacija:

Eu=f (Re, geometrija)

Pri ¢emu su geometrijske karakteristike:

— protjecanje - relativna hrapavost
— optjecanje —> sfericitet
— strujanje u mijesalici —> simpleksi

— strujanje kroz sloj Cestica 2> dg, Sy, &

Karakteristicni primjeri prijenosa kolicine gibanja

PROTJECANJE Eu (Re, % )

I
~

’
; d
%

OPTJECANJE Eu=f(Re,y)

——

c[/
2

STRUJANJE U MIJESALICI Eu,, = f(Re,S,.S,.S;)
%,—/

kcp

Il
~

STRUJANJE KROZ POROZNU SREDINU

Eu =Z-cD - geometrija
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3. PRIJENOS TOPLINSKE ENERGIJE
U uvodnom dijelu ovog kolegija napomenuto je da postoji fenomenoloska analogija izmedu
prijenosa koli¢ine gibanja, topline i tvari. Pri tom je naglaseno da je prijenos toplinske energije temelj

toplinskih jedini¢nih operacija dok je prijenos tvari temelj difuzijskih operacija.

Op¢i zakon oCuvanja:

ax . )
V- dtV = Vi Xy = V- Xy + v,
AKUMULACIJA = ULAZ — 1ZLAZ + GENERACIJA

Promatramo li prijenos toplinske energije, X, iz opéeg zakona oCuvanja predstavlja koli¢inu topline

po jedinici volumena (Q)

ao .
VE = VuL 'QV,ul. _I/izL 'QV,iZL + Vr
Pokretacka sila procesa je razlika temperatura. Proces je stacionaran ako nema ovisnosti
.. (dr/dy) . : . ..
temperaturnog gradijenta o vremenu T:o , a nestacionaran ukoliko ovisnost postoji
t

(dT/dy) . L - : : o
I # 0 |. U brojnim slucajevima procesi prijenosa topline su nestacionarni te ¢e se u ovom
t
poglavlju opisati primjeri nestacionarnog prijenosa topline. Intenzitet prijenosa ovisan je o pokretackoj
sili, o otporima koji se javljaju i o povrSini izmjene topline. Proucavanje fenomenologije prijenosa
usmjereno je na Sto tocnije definiranje navedenih velicina.

U najopcenitijem slucaju, toplina je vrsta energije koju posjeduju tijela i fluidi povezana s razli¢itim
oblicima gibanja atoma, molekula i drugih Cestica od kojih se tijelo sastoji. Toplina se moze prenositi
izmedu tijela i/ili fluida, ili podruc¢ja unutar tijela razli¢itih temperatura, te ukoliko nema rada u smjeru
od toplog prema hladnom tijelu Do prijenosa topline dolazi izmedu dva tijela (i/ili fluida) koja se
nalaze na razli¢itim temperaturama. Prijenos topline ide iz smjera tijela viSe temperature prema tijelu
nize temperature.

Slika 3.1. Smjer prijenosa topline

Tijekom prijenosa topline mijenjaju se unutra$nje energije (energija povezana sa slucajnim gibanjem
molekula) oba tijela. Ako promotrimo ¢asu s vodom (slika 3.2.), na makro razini ona ne posjeuduje
nikakvu energiju. Na mikro razini, toplinska je energija povezana sa kineticCkom energijom molekula.
Sto je veéa temperatura materijala, molekule se intenzivnije gibaju (linearno i vibracijski). Pri tome
podrucja koja posjeduju ve¢u molekularnu kineticku energiju, predaju energiju podrucjima s nizom
kinetickom energijom. Osim kineticke energije, molekule vode posjeduju i potencijalnu energiju koja
je vezana za molekularne privlacne sile.
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mikro razina

“u G ¢ kineti¢ka energija
df o glJ

makro razina
[+~ |

&
@-.-%  potencijalna energija

Slika 3.2. Energija na makro i mikro razini

Na slici 3.3. prikazani su osnovni mehanizmi prijenosa topline: konvekcija, kondukcija i
radijacija (toplinsko zracenje).

g _?\

-____'"'—_\\3} :573‘ e
- /'/-\ =" i
i B ::% Kondukcija
g ..--"".-'
&M .*

Konvekcija

ms&s\%ﬁ\

Radijacija §

Slika 3.3. Mehanizmi prijenosa topline

o Kondukcija ili toplinsko provodenje je molekularni mehanizam prijenosa topline pri kojem
su Cestice tvari u direktnom kontaktu. KarakteristiCan je za ¢vrsta tijela, a ovisan o fizikalnim
svojstvima tvari, geometrijskim karakteristikama te o lokalnim razlikama u temperaturi.
Prisutan je i kod kapljevina i plinova u mirovanju.

. Konvekeija ili prijenos topline mijeSanjem (vrtloZzenjem) je vrtlozni mehanizam prijenosa
topline. Karakteristican je za fluide pri ¢emu se pod konvektivnim prijenosom topline ne
podrazumijeva samo izmjena u masi fluida nego Cak i znacCajnije, izmjena izmedu fluida i
¢vrtse povrsine. Gibanje fluida moze biti uzrokovano lokalnim razlikama u temperaturi pa
govorimo o prirodnoj konvekciji, ili vanjskim utjecajem (narinutom silom: ventilator, pumpa
mijesanje itd.) pa govorimo o prisilnoj konvekciji.

o Radijacija ili toplinsko zracenje bitno se razlikuje jer se prijenos topline ostvaruje
elektromagnetskim valovima izmedu dviju povrsina razlicitih temperatura odvojenih medijem
koji omogucuje taj prijenos. Intenzitet zra¢enja ovisi o temperaturi i valnoj duljini, a uglavnom
se odvija u infracrvenom dijelu spektra.

U realnim sustavima navedeni mehanizmi prijenosa topline rijetko su razdvojeni, tako da se toplina
prenosi njihovom kombinacijom.
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3.1 Kondukcija

Kondukcija je mehanizam prijenosa topline svojstven Cvrstim tijelima, a odvija se izmedu
Cestica u direktnom kontaktu kada su njihove pojedinacne temperature razlicite. Dakle, toplina se
prenosi s Cestice na Cesticu molekularnim mehanizmom. Toplina se prenosi kondukcijom kada postoji
temperaturni gradijent u ¢vrstom tijelu ili fluidu u mirovanju. Pri tome se energija prenosi sa molekula
viSeg energetskog nivoa na molekule niZeg energetskog nivoa nakon kontakta, a tok topline ide u
smjeru opadajuce temperature jer vise temperature odgovaraju visim energetskim nivoima. Na mikro
razini do kondukcije dolazi zbog brzog kretanja ili vibracije atoma i molekula i medusobnim
kontaktom sa okolnim atomima ili molekulama, pri ¢emu dolazi do prijenosa dijela energije (topline)
na okolinu (slika 3.4.). Dakle, toplina se prenosi molekularnom interakcijom te zbog prisustva
slobodnih elektrona.
— MOLEKULARNA INTERAKCIJA -> prisutno u svim sustavima gdje postoji temperaturni
gradijent
— ZBOG PRISUSTVA SLOBODNIH ELEKTRONA - kod metala u ¢vrstom stanju

1 metal atom 2 metal atom

! ¥ 1

|
HH»‘(MH<j lﬁMMHHHH

80N 020,

J_ 1000 Na®a B
2P0 080 Mo 4 =B

‘e aPalla®a® L I
o< rd i 4 P4 4 4 <)
Nt o bof b b o Y e _ e = iy

toplina = toplina 4 atomi'pre?uz.imaju
& - energiju i njihova
se vibracija pojacava
metal atom vibracija se Siri
3 kroz materijal

toplina L | atomi preuzimaju
'~ | energiju i njihova
se vibracija pojacava

Slika 3.4. Prijenos topline kondukcijom

Proucavanja se zbog jednostavnosti provode na izotropnim tijelima (ona tijela kod kojih su
fizicka svojstva ista u bilo kojoj promatranoj tocki), a temeljne postavke se primjenjuju na
kompleksnije sustave.

Potrebno je naglasiti da ¢e se u ovom podrudju prijenosa tvari i energije Cesto javljati i
nestacionarne pojave pa su osnovne polazne jednadzbe nesto kompleksnije.

Temperatura neke tocke definirana je funkcijom temperaturnog polja:

T = f(x,y,z,t)

Grani¢na vrijednost omjera temperaturnih promjena i udaljenosti izmedu izotermnih ploha
predstavlja temperaturni gradijent:
gradT = 1im£=dl (3.1)

Ay—0 Ay dy
u uvjetima stacionarnog jednodimenzijskog provodenja topline.

(Izotermna ploha je ploha u kojoj sve tocke tijela imaju istu temperaturu.)

Budu¢i da se u praksi toplina prenosi u svim smjerovima korektno je temperaturni gradijent oznacavati

. . oT
parcijalnim derivacijama —.
0y
U ovisnosti 0 vremenu mogu se odvijati:
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. . . o o dT
. stacionarni procesi — temperatura se u odredenoj tocki ne mijenja s vremenom [7 =0/,
t

odnosno temperaturni gradijent je konstantan (Z—T = f (t)J
y

. . . e e dT
J nestacionarni procesi — temperatura se u odredenoj tocki mijenja s vremenom (77: 0,
t

odnosno mijenja se temperaturni gradijent (f{—T =f (t)]
'y

3.1.1. Diferencijalna jednadzba kondukcije

Svrha analize nekog procesa je definiranje funkcijskih ovisnosti izmedu veliCina ili svojstava
promatranog procesa. Obzirom da se tijekom sloZenih procesa veliCine i svojstva mijenjaju s ploZzajem
i vremenom nailazi se Cesto na probleme prilikom pronalazenja jednadzbe kojom bi se proces
matematicki opisao. Kako bi se omogucio matematicki opis procesa, promatra se elementarni volumen
u ogranic¢enom vremenskom intervalu ¢ime se zanemaruju promjene karakteristicnih veli¢ina procesa
te se dobiva opca diferencijalna jednadzba procesa. Integriranjem se zatim dobivaju analiticka
rjesenja.
U svrhu pojednostavljenja pretpostavlja se da su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

— homogeni izotropni materijal

— fizikalna svojstva su konstantna

— zanemaruje se deformacija zbog temperaturne promjene

— unutrasnji izvori energije (qv={(x,y,z,t)) su jednoliko rasporedeni u tijelu
Na temelju zakona ocuvanja energije, koli¢ina topline dovedena kondukcijom u elementarni volumen
tijekom vremena jednaka je promjeni unutrasnje energije tvari:
dQ, +dQ, =dQ (3.2)
Ovdje su:

— dQ; — dovedena kolic¢ina topline

— dQ,— koli¢ina topline oslobodena unutar elementarnog volumena iz unutrasnjih izvora

— dQ - promjena unutraSnje energije ili entalpije tvari

dQ,

d Qx+dx

@ [T F

d Qy+dy - i

y sz+dz
Slika 3.5. Uz izvod opce diferencijalne jednadzbe kondukcije
Kako bi se definirali ¢lanovi jednadzbe 3.2., promotrimo elementarni (infinitezimalno mali) dijeli¢
volumena tijela prikazan na slici 3.5. Koli¢ina topline koja se dovede na plohu dydz jednaka je:
dQ.=q,-dy-dz-dt (3.3.)
Kolicina topline koja se odvede sa suprotne strane:
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de+dr =Gyvax dy ~dz-dt (34)
Pa je kolicina topline u smjeru osi x:
dQ,, =d0, —dQ,., (3.5))
Odnosno:
dQ.,=q, -dy-dz-dt—q, ., -dy-dz-dt (3.6
Funkcija gy+4x moze se razviti u Taylorov red:
oq o*x dx?
=q, +—-dx+— — 3.7.
Terax =4 ox ox? 2 3.7
Obzirom na mali doprinost visih ¢lanova reda, zanemare se svi osim prva dva ¢lana reda:
do,, =—88qx dx-dy-dz-dt (3.8.)
X

Na analogan se nacin odrede koli¢ine topline za smjer osi y i z, te je koli¢ina topline dovedena
kondukcijom u elementarni volumen jednaka:

dle—{%+%+%J-dx-dy-dz-dt (3.9)
ox oy Oz

Kako bi se definirao drugi ¢lan jednadzbe 3.2., sa ¢, (Wm™) ozna¢imo koli¢inu topline koja se razvije
u unutras$njim izvorima topline u jedinicnom volumenu u jedinicnom vremenu. Tada je:

dQ, =gq, -dv-dt (3.10.)
Treéi ¢lan jednadzbe ovisi o prirodi termodinamickog procesa koji se odvija u sustavu.

Za procese u kojima ne dolazi do promjene volumena, sva se prenesena toplina tro§i na promjenu
unutrasnje energije dQ =dU :

dUzcv-p-%-dt-dv (3.11)

Ovdje je ¢,— specifi¢ni toplinski kapacitet pri konstantnom volumenu, J kg™ K.
Uvrstenjem jednadzbi 3.9., 3.10. 1 3.11. u osnovnu jednadzbu 3.2., dobiva se diferencijalna jednadzba
za proces prijenosa topline pri konstantnom volumenu:

oq,
cv.p.a_T:_ aq" +i+% +q, (312)
ot ox Oy Oz

Kod izobarnih procesa (pri konstantnom tlaku), sva se prenesena toplina trosi na promjenu entalpije,
pa osnovna jednadzba poprima oblik:

dQ =dh=dQ, +dQ, (3.13))
uz:
dh=c,-dT (3.14)
Pa se moze pisati:
oT oh
dh=c,-p-—-dt-dv=p-—-dt-d 3.15.
P V=P v (3.15)

Ovdje je c,— specificni toplinski kapacitet pri konstantnom tlaku, J kg' K.
Uvrstenjem jednadzbi 3.9., 3.10. i 3.15. u jednadzbu 3.13., dobiva se diferencijalna jednadzba za
proces prijenosa topline pri konstantnom tlaku:

oT oq, 04, oq
C, p—=— —+——+—=|+ 3.16.
> (ax y oz ) (316)
U ¢vrstim tijelima prijenos topline kondukcijom opisuje se Fourierovim zakonom:
oT
q=—1-— (3.17.)
Ox
Obzirom na male razlike u vrijednostima, moze se pretpostavit da je:
¢, =c,=c (3.18.)

pa je opca diferencijalna jednadzba prijenosa topline kondukcijom
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o c-p|ox ox) oy oy ) oz Oz c-p

Ako se pretpostavi da gustoca, koeficijent toplinske vodljivosti i specificni toplinski kapacitet ne ovise
0 poloZaju, jednadzba poprima sljedeci oblik:

A2 2 2
or_ 4 0T 0T 0T, 4 (3.20.)
o c-p|O0xT 0Oy Oz c-p
Kako je:
g (3.21.)
c-p

i

2 2 2

g §+a f d f:va (3.22)
ox~ oy Oz
dobiva se op¢i oblik jednadzbe:
o s 2 (3.23.)
ot c-p

Koeficijent temperaturne vodljivosti (toplinska difuzivnost), a (m’s"), definira brzinu promjene
temperature. Sto je veéa brzina promjene temperature veéa je i temperaturna vodljivost materijala.
Opcenito koeficijent temperaturne vodljivosti kapljevina i plinova ima male vrijednosti, a metali
velike.

Ukoliko nema unutrasnjih izvora topline dobiva se II Fourierov zakon koji uzima u obzir
nestacionarnost procesa i provodenje topline u smjeru osi x,y i z:

a—Tza-va (3.24)
ot

U stacionarnim uvjetima T = f(x,y,z):
o’T o*'r o°T g,
SEEPYCILAENRY
Ox oy oz A
Odnosno bez izvora topline:
o°T 0'T o°T
P
Ox Oy oz
Diferencijalna jednadzba kondukcije osniva se na opéim zakonima fizike, te opisuje kondukciju na
najopcenitiji nacin. Analiticka se rjeSenja dobivaju za svaki pojedinac¢ni slu¢aj ovisno o:
- geometrijskim karakteristikama tijela = oblik i veli¢ina
- fizikalnim svojstvima tijela i fluida = 4, ¢, p...
- pocetnom uvjetu - raspodjela temperature u vremenu ¢ =0
- grani¢nom uvjetu — interakcije tijela i okolisa
Postoje Cetiri karakteristi¢na grani¢na uvjeta:
I. granicni uvjeti prve vrste

~0 (3.25.)

=0 (3.26.)

- raspodjela temperatura povrsine tijela: T,=f (x, ¥, Z, t)

- ukoliko je temperatura jednoliko raspodijeljena: T = const

II. granicni uvjeti druge vrste
- raspodjela toplinskog toka na povrsini tijela u vremenu ¢ : q,=f (x, P, z,t)

- ako se toplinski tok ne mijenja s vremenom: q, =4, =const
III. granicni uvjeti trece vrste

- definira zakonitosti koje opisuju prijenos topline izmedu tijela i okolisa tijekom
grijanja ili hladenja tijela > Newtonov zakon
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Kolic¢ina topline koja se uklanja s jedinicne povrsine tijela u jediniénom vremenu proporcionalna je

razlici temperatura izmedu tijela i okoliSa. Konstanta proporcionalnosti je koeficijent prijelaza topline,
2 el

a, Wm~K".

Koeficijent prijelaza topline je mjera intenziteta prijelaza topline izmedu povrSine tijela i njegove
okoline, i numeri¢ki je jednaka koli¢ini topline uklonjene (ili dovedene) sa jedini¢ne povrSine u
jedinicnom vremenu za razliku temperatura izmedu tijela i okoliSa od jednog stupnja. Prema zakonu
ocuvanja energije:

a (T, —Tok)z—/l-a—T (3.27.)
Ox

IV. granicni uvjet Cetvrte vrste

- definira proces kondukcije izmedu jednog tijela ili skupine tijela i okoline, pri cemu
su tijela u idealnom kontaktu (temperature na dodiru su jednake)

- gustoce toplinskog toka kroz povrsine koje su u kontaktu su jednake:

or oT
A (Ej _ 4, .(gj (3.28.)

3.1.2. Toplinska vodljivost

Koeficijent toplinske vodljivosti opéenito ovisi o temperaturi, tlaku i prirodi tvari i odreduje se
eksperimentalno. Toplinska vodljivost je numericki jednaka koli¢ini topline koja prolazi kroz
jedini¢nu izotermnu povrSinu u jedinici vremena pri jedinicnom temperaturnom gradijentu i mjera je
sposobnosti ¢vrstog tijela da vodi toplinu.

Toplinska vodljivost plinova

Toplina se prenosi kondukcijom kroz plinove zbog prijenosa kineticke energije molekularnog gibanja,
odnosno slu¢ajnog gibanja i sudara molekula plina. Ovisi o srednjoj brzini gibanja molekula, srednjem
slobodnom putu molekula izmedu dva sudara, i temperaturi (p, ¢p). Opcenito ne ovisi o tlaku, osim pri
vrlo niskim (<2,66 mPa) i vrlo visokim (>2 GPa) tlakovima. Medutim utjecaj tlaka je znatan za paru i
neidealne plinove. Toplinska vodljivost plinova raste s porastom temperature.

0,25

0,20 //

He
i 015 ///_

£
=
2 0,10 A
0,05 - ok
o,
0,00 : ‘ ‘ ‘ :
0 20 40 60 80 100 120

Slika 3.6. Toplinska vodljivost plinova

Toplinska vodljivost kapljevina
Mehanizam prijenosa topline kroz kapljevinu odgovara prijenosu energije putem nestabilnih elasti¢nih
oscilacija. Vrijednost koeficijenta toplinske vodljivosti uglavnom opada sa porastom temperature
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(slika 3.7.). Iznimka su voda i glicerin. Za razliku od plinova, tlak utjeCe na toplinsku vodljivost
kapljevina. S porastom tlaka raste i toplinska vodljivost kapljevina.
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=
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Slika 3.7. Toplinska vodljivost kapljevina

Toplinska vodljivost ¢vrstih tijela
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Slika 3.8. Toplinska vodljivost ¢vrstih tijela
Utjecaj ovisi o vrsti i strukturi ¢vrstih tijela (slika 3.8.).

METALI I LEGURE

U metalima se toplina prenosi slobodnim elektronima. Gibanjem slobodnih elektrona dolazi do
izjednacavanja temperature u svim tockama grijanog ili hladenog tijela kako se kre¢u iz podrucja visih
temperatura do podrucja nizih temperatura (predaju energiju) i obrnuto (oduzimaju energiju).
Elektroni su nosioci i elektriciteta tako da postoji proporcionalnost izmedu toplinske i elektri¢ne
vodljivosti. Kako se rasprsenost elektrona povecava s porastom temperature dolazi do smanjenja
toplinske i elektri¢ne vodljivosti Cistih metala. Za razliku od Cistih metala, toplinska vodljivost legura
raste s porastom temperaturom.

NEMETALI

Toplinska vodljivost nemetala uglavnom raste s porastom temperature. Koeficijent toplinske
vodljivosti ovisi o gusto¢i, strukturi materijala, poroznosti i sadrzaju vlage. Materijali niske toplinske
vodljivosti koriste se kao izolatori.
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3.1.3. Stacionarna kondukcija

Obzirom da se u vecini uredaja u kojima dolazi do prijenosa topline, toplina prenosi sa jednog fluida
na drugi preko Cvrste stjenke, razumijevanje mehanizma kondukcije kroz homogena Cvrsta tijela
veoma je vazno za rjeSavanje problema vezanih uz prijenos topline. Kako je ve¢ receno, stacionarna
kondukcija odnosi se na prijenos topline kroz ¢vrsta tijela u uvjetima kada se temperatura odredene
tocke (odnosno podrucja u kojem se toplina prenosi kondukcijom) ne mijenja s vremenom.
Proucavanje provodenja topline u stacionarnim uvjetima temelji se na Fourierovu zakonu
stacionarnog provodenja topline (I Fourierov zakon).

Kada u tijelu postoji temperaturni gradijent, dolazi do prijenosa topline iz podrucja viSe temperature u
podrucje nize temperature. Gustoca toplinskog toka proporcionalna je temperaturnom gradijentu, a
konstanta proporcionalnosti naziva se koeficijent toplinske vodljivosti.

Promotrimo homogeno ¢vrsto tijelo koje je na pocetku na temperaturi 7;. Neka se u jednom trenutku
gornja ploha zagrije na temperaturu 77, koja se onda odrzava stalnom (7,>T;) (slika 3.9.). Koli¢ina
topline koja se prenese preko povrSine zagrijavanja u smjeru y-osi proporcionalan je temperaturnom
gradijentu. Kada se postignu stacionarni uvjeti:

= Q ~ d—T (3.29.)
A dy
Odnosno:
Qzﬂ-Ad—T (3.30.)
dy

$to predstavlja I Fourierov zakon.

yL
x T

1

Slika 3.9. Uz I Fourierov zakon

Cesto se umijesto koeficijenta toplinske vodljivosti konstanta proporcionalnosti izrazava
koeficijentomtemperaturne vodljivosti, a:

dT d(p'cp-T)
a——_r

q & 0 (3.31)
Pri cemu je:
A
a= (3.32)
pPCy

Ovdje su:

q - gustoéa toplinskog toka, Wm™

A - koeficijent toplinske vodljivosti, Wm™>K'

a - koeficijent temperaturne vodljivosti, ms™

Cp - specifi¢ni toplinski kapacitet, Jkg 'K
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3.1.3.1. Stacionarna kondukcija kroz jednoslojni zid

U uvjetima stacionarne kondukcije temperatura tijela ne mijenja se s vremenom, pa se uz uvjet da

nema unutra$njih izvora topline proces opisuje jednadzbom 3.26.
A

T

~1

!

|

|

topla strana

hladna strana

xx0 x=¢ X

N,
7

Slika 3.10. Stacionarna kondukcija kroz jednoslojni zid

Promotrimo izotropno tijelo debljine £ konstantnog koeficijenta toplinske vodljivosti, /, ¢ije su vanjske
povrsine zida na stalnim temperaturama, 77 i 7> (slika 10.). U tom se sluc¢aju toplina prenosi samo u
smjeru osi x, pa je:

or = or =0 (3.33))
oy Oz

Za ovaj slucaj diferencijalna jednadzba kondukcije ima oblik:

o°T

—=0 3.34.
P (3.34)

koli¢ina topline koja u jedinicnom vremenu prolazi kroz jedini¢nu povrSinu u smjeru osi x definirana
je I Fourierovim zakonom:
orT

qz_i,a (3.35))
Integriranjem po polozaju i vremenu:

q-dez—ﬂ-TdT (3.36.)
Do‘t):iva se: '

q'(x2_x1):_j"(T2_Tl) (3.37)

Kako (x2 - xl) predstavlja debljinu zida, moze se pisati:
A

q==7-(,-7) (338)
te konac¢no:

A
q:z.(T1 —Tz) (3.39)
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gdje (?) predstavlja toplinsku vodljivost, a (éj toplinski otpor. Dobiveno rjesenje odgovara

rjesenju diferencijalne jednadzbe kondukcije uz grani¢ni uvjet prve vrste.

Koli¢ina topline koja prolazi kroz jediniénu povrSinu u jedinicnom vremenu direktno je
proporcionalna koeficijentu toplinske vodljivosti i razlici temperatura zida, te obrnuto proporcionalna
debljini zida.

Prema opcoj definiciji gustoce toka:

s

X
Jednadzba (3.39.) mozZe se pisati i na sljedeéi nacin:
_ AT _ AT _ pokretacka sila

3.40.
¢ R otpor ( )
A
Ukupno prenesena toplina je prema tome:
A
sz(ﬂ—Q)Ai (3.41.)

Navedeni izrazi vrijede kada je koeficijent toplinske vodljivosti konstantan u promatranom rasponu
temperatura. Ukoliko je zbog promjene temperature doslo do velike promjene koeficijenta toplinske
vodljivosti potrebno je provesti sljedecu korekciju:

A=Ay l+b-(T -1, (3.42.)
gdje je T referentna temperatura kod koje je koeficijent toplinske vodljivosti A,

T je aritmeti¢ka srednja vrijednost temperatura,
b je temperaturni koeficijent koji se odreduje ekperimentalno.

U proracun se sada uzima srednja vrijednost koeficijenta toplinske vodljivosti:

— A+4

7= *’2 0 (3.43)
a proracun se provodi prema jednadzbi:

Q:%(n—Q)A¢ (3.44.)

3.1.3.2. Stacionarna kondukcija kroz viseslojni zid

Ukupni toplinski otpor viseslojnog zida je suma pojedinacnih toplinskih otpora svakog sloja.

Dakle, ako se promatra samo prijenos topline kondukcijom, ukupni otpor je:

R=Z&=Z% (3.45.)

U stacionarnim uvjetima vrijedi:

ar =0 odnosno q = konst. odnosno Q = konst.
dt dt
iz Cega slijedi:
0=0,=0,=--=0, (3.46.)
Kako su povrsine prijenosa topline jednake:
A=A4,=4,=4,=4 (3.47.)

S obzirom na sliku 3.10. jednadzbu (3.41.) mozemo pisati za svaki sloj na sljedeci nacin:
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0 =%-(Tl ~T,)- 4, (3.48.)
)
0, =721, ~T)- 4, (3.49.)
2
0, =%-(Tg ~T,)- 4 (3.50.)
! A
-

AN
)
SS

N
>

X

Slika 3.10. Stacionarna kondukcija kroz viseslojni zid

Bududi da je koli¢ina prenesene topline konstantna mozemo pisati:

- (4 L
283\ =4.(T =T 3.51.
0ottt amm) 631)
odnosno:
. AT, -T,
Q:M (3.52)
TR TERE
A A A

Strmina pada temperature u pojedinom sloju odredena je svojstvima sloja odnosno vrijedno$éu
koeficijenta toplinske vodljivosti samog sloja (/1) Zelimo 1i jednadzbu (3.52.) pisati opéenito za n

slojeva te uz konstantnu povrSinu izmjene topline, ona ¢e imati sljedeci oblik:
- AT, -T,
0= (1, -T,..) (3.53)
$h
i=1 /11'

gdje je (1 -T,

n+l

nog
) ukupni pad temperature odnosno ukupna pokretacka sila, a ZTI je ukupni
i=1 7
toplinski otpor.
Na temelju Q = konst., 4 = konst., vrijedi:

ﬂ"‘l:£'(7} _Tz)'A:&’(Tz _T3)'A:£'(T3 _T4)'A (3.54.)
Ry l [y L
odnosno:
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AT, AT, AT, AT,

» =7 = 7, = 7. (3.55)
VSN

dakle:
AT, _ ATy a56)
Ry Ry

Ova zakonitost je od izuzetnog prakticnog znacaja jer se npr. na temelju ukupne razlike
temperatura i ukupnog toplinskog otpora mogu procijeniti vrijednosti lokalnih temperatura.
Toplinski tok kroz viseslojni zid mozZe se aproksimirati homogenim zidom, ali je tada potrebno uzeti
ekvivalentni koeficijent toplinske vodljivosti:

>
=l

Ay = 3.57.
ekv iﬁ ( )
i=l ﬂ’i
pa se jednadzba (150) moze pisati u sljedecem obliku:
. A-AT,
0=, n—uk (3.58))

S,
i=1

3.1.3.3. Kondukcija kroz zakrivijene (cilindricne) povrsine

Ukoliko se toplina provodi kroz zakrivljene povrSine (npr. kroz stijenku cijevi kruznog
presjeka), osnovni je problem definirati mjerodavnu povrsinu izmjene topline. NajceSée se uzima
srednja vrijednost povrSine temeljena na srednjem polumjeru (promjeru). Kod tankih zidova to nema
znacajnijeg utjecaja.

Promotrimo stacionarnu kondukciju kroz cilindricnu stjenku (cijev) unutraSnjeg promjera, d, i
vanjskog promjera d,, pri cemu su povrsine na stalnim temperaturama, 7; i 73, a koeficijent toplinske
vodljivosti, 4, je stalan u danom temperaturnom intervalu (slika 3.11.)

AT

Pz N,
'S vl

Slika 3.11. Stacionarna kondukcija kroz cilindri¢nu stjenku

I ovdje je moguce primijeniti jednadzbu 3.41.
A
QZ?‘(T1 _Tz)'A't

ali je potrebno definirati povrSinu:
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O=1-4 AT (3.59.)
r,—r,
Ako je LY (kod cijevi tankih stijenki) koristi se aritmeticka sredina polumjera:
ru
Fer, =D ;ru (3.60.)

Ako je L) (kod cijevi debelih stijenki) koristi se logaritamska srednja vrijednost polumjera:

N (3.61.)

Kako se toplina prenosi kroz plast, srednja povrSina definira se na sljede¢i nacin:
A=2-F-7-L (3.62.)

Slika 3.12. Uz definiciju povrSine izmjene topline

Uvrstimo li izraz za srednju povrsSinu i srednji promjer (logaritamski ili aritmeticki) u jednadzbu
(3.59.) dobiva se:

roth

za F=r, O=A1-AT- 7L (3.63.)
rV - rLl
za =1y O=i-|2. 80 | AL a2 (3.64.)
v r, = ry
h{VJ v In—
r, ry
Koristimo li umjesto polumjera promjere, jednadzbu (3.64.) mozemo pisati na sljedeci nacin:
: (n-7)
= 3.65.
Q 14 (3.65.)
-—-In
2.7-L A d

u

Za viseslojni cilindriéni zid (slika 3.13.)opéenito se navedene jednadzbe mogu pisati na sljedeci nacin:

Q: (Tl_TnJrl) (366)

1 c 1 di+1
.Zf.lni
2-7-L A d,

i=l 77 i
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Slika 3.13. Stacionarna kondukcija kroz viSeslojni cilindar

Koeficijent toplinske vodljivosti se za viSeslojni zid moze aproksimirati homogenim zidom:

i
2y

o =l i 3.67.
ekv n 1 dHl ( )
Z o n it
i=1 /11' di
te se konacno dobiva izraz za toplinski tok:
s (Tl — Tn+1 )
0= (3.68.)

1 . 1 . i ln d[+1
2-7-L //”ekv i=1 di

3.1.4. Nestacionarna kondukcija

Ako pri provodenju topline kroz sustav, toplinski fluks, odnosno temperatura u promatranoj
tocki predstavlja funkciju vremena, tada se prijenos topline odvija u nestacionarnim uvjetima. Dakle,
gradijent temperature promatrane tocke mijenja se i s vremenom.

T

U ovom poglavlju govoriti ¢e se o procesima grijanja ili hladenja u kojima nema izvora
topline. Takvi se procesi dijele u dvije osnovne skupine. Prva grupa odgovara procesima kod kojih
tijelo tezi prema toplinskoj ravnotezi kada je postavljeno u fluid definirane temperature. U drugoj su
skupini procesi kod kojih se temperatura tijela periodicki mijenja.

Nestacionarna kondukcija opisuje se duferencijalnom jednadzbom kondukecije:
oT o°'T 0T o°'T
—=a- + +

ot [fbcz o ozt }
Analiticki opis ukljucuje rijeSavanje diferencijalne jednadzbe kondukcije uz odgovarajuc¢e pocetne i
grani¢ne uvjeta te poznavanje fizikalnih svojstava sudionika u izmjeni topline te geometrije tijela.
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3.1.4.1. Analiticka rjeSenja pri nestacionarnoj kondukciji

Prije analize nestacionarne kondukcije potrebno je ukazati na neke njene znacajnosti. Kod
nestacionarne kondukcije znacajan je faktor vrijeme izloZenosti temperaturnoj promjeni. Promatrajmo
tijelo uronjeno u vruéu vodu.

x,=0

f

Slika 3.14. Promjena temperature tijela s vremenom

Grijanjem homogenog tijela u fluidu stalne temperature, temperatura tijela mijenja se kako je
prikazano na slici 3.14. Pri tome je:

— x=0u sredistu tijela

— x =1 napovrsini tijela
Kako se tijelo zagrijava temperatura svake njegove tocke priblizava se temperaturi fluida u koji je
tijelo uronjeno. Najbrze se zagrijava povrsina tijela koja je u direktnom kontaktu sa zagrijanim
fluidom. Nakon dovoljno dugog vremena dolazi do izjednaCavanja temperatura u svim tockama tijela.

Polozaj x, je bezdimenzijska koordinata, a predstavlja omjer polozaja x i linearne dimenzije

tijela (u slucaju kugle to je polumjer):

X, == (3.69.)

Temperatura 7, predstavlja poCetnu temperaturu kugle prije zagrijavanja (t = 0), T=T,=f (x, y,z).
Temperaturna promjena ovisi o vremenu te o vanjskom i unutarnjem otporu prijenosu topline.

Prema zakonu ocuvanja koli¢ine topline koja se prenosi s okoline na povrSinu plohe tijela u jedinici

vremena, jednaka je koliCini topline prenesene kondukcijom od te iste povrSine u unutrasnjost tijela (i
obrnuto) = grani¢ni uvjet trece vrste.

9ok = Yiijelo (3.70.)
dxonv = 9koND (3.71.)
Izjednacavanjem Newtonovog zakona (konvekcije) i Fourierovog zakona (kondukcija) dobiva se:
oT
a'(Tﬂuida _Tplohe): -A— (372)
Ox
oT a
= —_ZAT. =T 3.73.
o= o) (3.73.)
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U jednadzbi (3.14.) % se moze izraziti kao (/IJ / [1j te na taj nacin to predstavlja omjer otpora
a
prijenosa topline kondukcijom i konvekcijom.

Ovisno o vremenu izloZenosti tijela viSoj ili nizoj temperature te dimenzijama tijela, analiticka rjeSenja
se izvode za procese koji ukljucuju:
— TIJELA KONACNIH DIMENZIJA
0 dovoljno dugo vrijeme da se razlika temperatura osjeti i na drugom kraju tijela
— TIELA BESKONACNIH DIMENZIJA
0 vrijeme izlozenosti ili debljina tijela toliko veliki da se razlika temperatura ne moze
osjetiti na drugom kraju tijela

3.1.4.2. Raspodjela temperatura u tijelu

Temperaturno polje u tijelu ovisi o ¢itavom nizu varijabli i konstanti koje nije moguce izraziti
nekom diferencijalnom jednadzbom. Da bi se pronaslo egzaktno rjeSenje potrebno je provesti
bezdimenzijsku analizu i definirati odredeni broj bezdimenzijskih znacajki
T=fla,2,a,t,%,9,2,T,,T; 1) (3.74.)

b p b
Dimenzijskom analizom sve su varijable grupirane u dvije bezdimenzijske znacajke i dva simpleksa.

Bezdimenzijske znacajke
Biotova znacajka
Predstavlja odnos unutarnjeg (kondukcija) i vanjskog (konvekcija) otpora prijenosu topline.
l

R - .o
Bi— Ru _A_ kondukcija

v

= = (3.75.)
konvekcija

R |~

Odnosno:
a-!
Bi=—— 3.76.
P (3.76.)

Cesto se koristi i reciproéna vrijednost Biotove znacajke:
1 A
Bi «a-l

Fourierova znacajka
Predstavlja bezdimenzijsko vrijeme.
a-t
/62

Fo= (3.78.)

Simpleksi
Bezdimenczijski polozaj

x =X (3.79.)

Bezdimenzijska temperatura
Predstavlja neostvarenu temperaturnu promjenu.

6’(t)=TT(t)_—_TTF (3.80.)
0 F

Ovjde su:
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T (t) - temperatura u nekom vremenu ¢ .

T, - temperatura na pocetku (¢ = 0).

T; - temperatura fluida.

T (t)— T - neostvarena temperaturna promjena u vremenu ¢ .
T, -T; - maksimalno moguca razlika temperatura.

Neostvarena temperaturna promjena moze se ilustrirati na sljede¢i nacin

-
A 76
Ts() | To- T5(9)
o T;
Ts(H- Te
Te | Te
‘—x x=-¢ x=0 x=f tijelo fluid tijelo fluid x

Slika 3.15. Prikaz temperatura tijela i fluida u vremenu t=0 1 t (Thuiga<Tjela)

Pri ¢emu je Tp-Ts(f) - ostvarena promjena temperature

Dakle, neostvarena temperaturna promjena je ona temperaturna razlika koja se jo§ moze ostvariti sve
dok tijelo ne poprimi temperaturu fluida. (Pretpostavka je da je volumen fluida puno ve¢i od volumena
tijela tako da se temperatura fluida prakticki ne mijenja).

3.1.4.3. Zagrijavanje (hladenje) tijela beskona¢nih dimenzija

Promatramo npr. obostrano grijanje ili hladenje ploce debljine 2-¢. Obzirom da je debljina
ploce mala u usporedbi sa njenom duljinom govori se o beskonac¢noj plo¢i. Ako je vrijeme dovoljno
dugacko, temperaturna promjena se ostvaruje u obje (svim) grani¢ne plohe.

Ovakav slucaj prodiranja topline izuzetno je sloZen zbog velikog broja varijabli:

o fizicka svojstva,
geometrijski parametri,
temperaturne razlike,
unutarnji i vanjski otpor.

U rjesavanju ovakvih problema u svrhu pojednostavljenja smatra se da su zadovoljene sljedece
pretpostavke:

- prijenos topline u smjeru osi x = jednodimenzionalni problem

- koeficijent prijelaza topline, a, je konstantan

- uvremenu ¢ = 0 je jednaka u svim toCkama ploce, ¢ime se osigurava jednoliki prijenos
topline sa obje strane ploce
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U svakom trenutku referentna temperatura ploce u odnosu na okolisnu je, ¢

9=T-T, (3.81.)
Direncijalna jednadzba kondukcije poprima sljedeéi oblik:
o8 o’
=g -2 3.82.
o o’ ( )

Da bi se dobilo analiti¢ko rjeSenje potrebno je definirati poCetne i grani¢ne uvjete.
Pocetni uvjet:

t=0 9=8,=T,~T, (3.83)

Grani¢ni uvjet trece vrste:

u srediStu, x =0 (@j =0 (3.84.)
ax x=0

na povrsini, x =+ (%) -2, 4., (3.85.)
ox)._, A

RjesSavanjem diferencijalne jednadzbe za definirane pocCetne i grani¢ne uvjete dobiva se analiticko
rjesenje u sljede¢em obliku:

< 2-si -y
2. : sin(¢,) -cos( M -fJ e (3.86.)
l90 n=l1 /un + Sln(/un ) COS(IUW ) ¢
Uz bezdimenzijske sljedece brojeve:
. . 4
bezdimenzijska temperatura: 6= N
0
bezdimenzijski polozaj: X =%
. .. .. a-t
bezdimenzijsko vrijeme: Fo=—-
1

Jednadzba poprima sljede¢i oblik:

00

2-sin y ) —i2-F
0= e -coslu, - X )-e 3.87.
; #, +sin(u, )-cos(u, ) ) 47
Za Fo>0,3 red brzo konvergira te se mogu zanemariti visi ¢lanovi reda, pa je analiti¢ko rjeSenje:
2.9] 2
0= ; sin() ccos(yy - X)-e T (3.88.)
4 +sin(g )- cos(z)
Ako se uvede supstitucija:

2-sin(y )

D, = _ (3.89.)
b +sin(u)- cos(u )

Moze se pisati:

0=D, -cos(u, - X)-e " (3.90.)

Obzirom da je 4, (vrijednosti g, su tabelirane):

cot(u)=L-=# (3.91.)

e

Dobiva se funkcionalna ovisnosti bezdimenzijske temperature o Biofovoj 1 Fourierovoj znacajci.
0 = f(Bi, Fo) (3.92.)

86




Prijenos tvari i energije

Analiticko se rjeSenje moze napisati za bilo koju vrijednost bezdimenzijskog poloZaja, pa je tako za
srediste 1 povrsinu ploce:

X=2=0  cos(0)=1 Oy = N(Bi)-e 7 (3.93))

=1 cos(z, -1)=cos(z,) 0,_, = P(Bi)- e T (3.94.)

Vrijednosti funkcija N(Bi) 1 P(Bi) su tabelirane za pojedine geometrijske oblike tijela.
Logaritmiranjem jednadzbi 3.93. i 3.94. dobivaju se linearne ovisnosti prikladne za graficki prikaz

(slika 3.16.).

X =

SR

o TO-T,
T, -7, srediSte ploce
1.0 — —
— =0.0»
Bi=p
1951
b’[§0
By
& Y3
IS
\O,q
0.1 %
5
&
A
v
e
5 NG
wE
2
0.01
0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 20 30
Fo
T (t)_T f
0= Ti—Tf povrsina ploce
1.0 e —
—— -
e 0,02
——— BiE00g
[ —
BI'Q/) N
1‘\0
6)1'\ <
0.1 b
. 1\0\,
I 3.
\ © ’
A
\m_ ‘9\\ \a
|
0.01
0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 20 30
Fo

Slika 3.16. Funkcionalan ovisnosti & = f(Bi, Fo) za plocu

1z slike 3.16. vidljivo je da su funkcije razliCite za razlicite polozaje u tijelu pa tako mozemo definirati
bezdimenzijsku temperaturu u srediStu i na povrsini tijela:
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T(t, X, = 0)—Tf

3.95.
T, (3.95)
T, x, =1)-T,
p-Tlx.=D-T; (3.96.)
T, - T;
Analogni dijagrami postoje i za cilindri¢ni i sfericno tijelo (slika 3.17.).
0= TTS):]? ‘ srediste cilindra 0 :% srediste sfere
1.0 — - 10 =
— 174 —e iy .
Blsog \\\ .
i \\\ )
8, bre,
01 e 01 \\\ RS
A IR KN
< m
P U, N
\%‘\iﬁ vez L\ |
0.01 0.01 \é\ \
I 2 3 4 5 6 71 810 20 30 0 i 2 305 10 5 20
7()-T, Fo © Fo
_T)-1; .- .- TW)-T; .
6= ]'T67 7, \povrsma cilindra _ 0 :W povrsina sfere
Big04 = Bi=0 T Bo15
Bisy L
- \ s
3
8 )
0.1 & Y 0.1 \\ @&())
! : 3
\ NG . y
L% AU \
0.01 % 0.01 m\: \
0 1 2 3 4 5 6 7 810 20 30 0 1 2 3 5 10 15 20
Fo Fo
Slika 3.17. Funkcionalan ovisnosti 8 = f(Bi, Fo) za cilindar i sferu
Odgovarajuca analiticka rjeSenja diferencijalne jednadzbe su:
Cilindar beskonacnih dimenzija:
2-J —1?Fo
0= = 1(/‘11)2 ‘Jo(ﬂl'X)'e ui-F (3.97)
Hy ‘l-]o (g )+ J; (/”1)]
J
o (1) - £ (3.98.)
Ji(u)  Bi
Ovdje su:
x="l , bezdimenzijski polozaj
T
J, 1 J,Besselove funkcije nultog I prvog reda.
Za sferu:
2 -(sin — [ - COS . 2.
6= ( : (/Ul) H (,Ul )) 'Sll’l(,ul -X)-e u?-Fo (3.99.)
(g —sin( ) cos(u ))- g1y - X
U
P - 3.100.
glu)=-—— (3.100.)
Vrijednosti konstante p su tabelirane, kao i za plocu.
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3.18. Tijela kona¢nih dimenzija

Za tijelo kona¢nih dimenzija smjesteno u medij koji je na viSoj ili nizoj temperaturi, prikazanog na
slici 3.18. rjesenje diferencijalne jednadzbe svodi se na:

0=0,-6,-6.=f.Bi.Fo,) f Bi, Fo,) f.(Bi., Fo.) (3.101.)

Pojedini ¢lanovi gornje jednadzbe ra¢unaju se pomocu jednadzbe 3.88.
Za cilindar:

0=0.-0,=f.(Bi,, Fo,)- ,(Bi,, Fo,) (3.102.)
Funkcija f.(Bi., Fo.) ratuna se pomocu jednadzbe 3.88, a £, (Bi,, Fo,) pomocu jednadzbe 3.97.

Raspodjela temperatura u tijelu kod razli¢itih vrijednosti Biotove znacajke:

Promatrajmo slucaj u kojem tijelo oblika ploce, temperature 7;, uronimo u srazmjerno veliki volumen
vode znatno nize temperature (T T ) Ovisno o toplinskim karakteristikama tijela dolazi i do razli¢itih
temperaturnih raspodjela.

Bi>100
A 12
2 Fo=0  0-1
Fo, < Fo, < Fo; < Fo,
< X:O r
2¢

Slika 3.19. Raspodjela temperatura u ravnoj plo¢i prilikom hladenja za Bi>w

Vrijednosti koeficijenta toplinske vodljivosti (ﬂ,) male su u odnosu na koeficijent prijelaza topline

(0{ ) Unutarnji otpor je dakle vrlo velik. Izmjena s okolinom je brza te se temperatura stjenke ploce pri
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hladenju gotovo trenutno izjednacava s temperaturom okoline, dok se unutrasnjost tijela polagano

0, =0 (3.103.)
0, . <0, (3.104.)
T(t,x, =0)-T, 13) 7
0, = (x.=0)-7; 4 9 (3.105.)
T, - T; T
Bi<0,1

U pravilu vrijedi kod tankih plo¢a velikog koeficijenta toplinske vodljivosti i malog koeficijenta
prijelaza topline, a to znaci da je vanjski otpor velik. Hladenje je brzo, temperatura stjenke ploce pri
hladenju se zbog dobre toplinske vodljivosti tijela neznatno razlikuje od temperature u sredini. Brzina
grijanja i hladenja tijela ovisi iskljuivo o intenizitetu prijenosa topline, dakle ovisi o vanjskim
uvjetima.

)t o
7 7 Fo=O 6=1
Fo,
Fo,
Fos
2¢

Slika 3.20. Raspodjela temperatura u ravnoj ploci prilikom hladenja za Bi<0,1

Opg =0y =™ (3.106.)
0,1<Bi<100
A o
% _ Fo=0 6=1
/ Fo,
/ Fo,
Fos
Fo,
2¢

Slika 3.21. Raspodjela temperatura u ravnoj ploci prilikom hladenja za 0,1<Bi<100

Promjena temperature u zidu podjednako je ovisna i o unutarnjem i o vanjskom otporu.
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Procjena prenesene topline

Koli¢ina topline koja se prenosi za vrijeme hladenja (ili zagrijavanja) moze se izraCunati na sljedeci
nacin. Toplina koja se prenosi s toplog fluida na hladni medij opcenito se izracunava na temelju
jednadzbe:

O=m-c, AT =V-p-c,-AT (3.107.)

Ukupno (maksimalno mogué¢a) prenesena toplina pri hladenju tijela od pocetne temperature do
temperature fluida:

Ou = O =V - p¢, (I, - Ty) (3.108.)
u vremenskom intervaluod 1 =0 do t =¢, (F 0=0 do Fo,):

0 =V-p-c,(T,-T) (3.109.)
Ako se temperaturnoj razlici doda i oduzme T :

0 =V-p-c, [, -T; (T, -T})] (3.110.)

Na taj nacin uvodi se neostvarena temperaturna promjena:

O =V-p-c, (T,-T;) gl (3.111)

TO - Tf

%,—/

o)

0 =V-p-c, (I,-T;)-(1-6) (3.112)
Gornju jednadzbu mozemo pisati opéenito za bilo koje vrijeme pa dobijemo:
0 =V-p-c, (T,-T;)-1-0(1)] (3.113)
odnosno:
(1) = Oy - [1-0(r)] (3.114)

3.1.44. Zagrijavanje (hladenje) polubeskonacnog tijela

Penetracija topline kod grijanja ili hladenja semiinfinitenzimalnog tijela (polubeskonacnog)
odvija se samo s jedne strane, odnosno samo u jednom dijelu od ukupne povrsine (npr. naglo hladenje
Zemljine povrsine). PovrSina tijela trenutno se podvrgne visokoj temperaturi (T f) i odrzava se na toj

temperaturi.

X

Slika 3.22. Hladenje tijela polubeskona¢nih dimenzija
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Tokom zagrijavanja uspostavlja se razliita raspodjela temperatura u ovisnosti o udaljenosti od
stijenke. U ovim slu¢ajevima, raspodjela temperatura u tijelu izrazava se normalnom raspodjelom
(Gausovim integralom vjerojatnosti):

T,-T() 2 7

f—()=—~je_zzdz (3.115.)

Ty - T, \/; 0

Parametar Z definira se na sljedeci nacin:

(3.116.)

Za proracune se u ovim slucajevima uvodi pojam dubine penetracije koja se odreduje na temelju
Gausovog integrala vjerojatnosti (statistiCke tablice). Dubina penetracije je udaljenost od povrSine
tijela na kojoj se u unutrasnjosti tijela pod utjecajem promjena na povrSini moze ustanoviti promjena
bezdimenzijske temperature u vrijednosti od 1% ukupne moguce promjene.

L -T (t) =0, (;) =0,99 neostvarena promjena
Ty =T

T t)— T; =0, (t) =0,01 ostvarena promjena
Ty =T}

Na temelju vrijednosti parametra z moze se iz dijagrama ili statistickih tablica za svaku raspodjelu
ocitati neostvarena temperaturna promjena.

oL 09

z 1,82

Slika 3.23. Ovisnost neostvarene temperaturne promjene o parametru z

Kod 6=0,99 vrijednost bezdimenzijeske znacajke z=182, a x=x 1z jednadzbe (3.116.)

penetracije *
slijedi:

x,=2-z-"at=2-182-va-t =3,64-va-t (3.117)
x,=2-N7w-a-t (3.118.)

Proracuni se provode uz upotrebu statistickih tablica. Danas se pomoc¢u racunala proracuni provode
primjenom metode nelinearne regresije.
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3.2, Prijenos topline konvekcijom

Konvekcija je vrtlozni mehanizam prijenosa topline pri ¢emu se toplina prenosi grupama
molekula. Karakteristian je za fluide u gibanju pri ¢emu se pod konvektivnim prijenosom topline ne
podrazumijeva samo izmjena u masi fluida nego Cak i znacajnije, izmjena izmedu fluida i Cvrste
povrsine. Dakle konvekcijski mehanizam prijenosa topline povezuje kombinaciju efekata kondukcije i
strujanja fluida pri ¢emu pojedine Cestice na razli¢itim temperaturama dolaze u kontakt. Do prijenosa
topline dolazi zbog gibanja toplih ili hladnih dijelova fluida izmedu podrucja razli¢itih temperatura.

Budu¢i da gibanje moze biti uzrokovano bilo zbog lokalne razlike gustoca, ili kao posljedica
utjecaja vanjske (narinute) sile, razlikuje se (slika 2.24.):

— prirodna konvekcija - gibanje je uzrokovano lokalnim razlikama u temperaturi, a zbog
toga i u gusto¢i te dolazi do spontanog mijesanja fluida
— prisilna konvekcija - gibanje je wuzrokovano primjenom raznih uredaja (pumpe,

ventilatori, mijesalice)

EE

topla povrsina podizanje zrak se zapotinje
zagrijava okoli$ni toplog zraka zamjenjuje cirkulacija
zrak hladnim zrakom

PRIRODNA KONVEKCIJA

PRISILNA KONVEKCIJA
Slika 2.24. Prijenos topline prirodnom i prisilnom konvekcijom

Ukoliko nema strujanja fluida iznad povrsine koja je na viSoj temperaturi dio fluida uz toplu
povrsinu lagano se zagrijava, te kada se ostvari dovoljna razlika u temperaturi, odnosno gusto¢i dolazi
do cirkulacije. Pri tome se topli dio fluida zbog manje gusto¢e podiZze i mijesa sa hladnijim slojem.
Prijenos topline je brzi kod prisilne konvekcije pa se i prenese veca koliCina topline. Naime, ako iznad
tople povrsine struji fluid, razvija se hidrodinamicki granic¢ni sloj. Koli¢ina prenesene topline bitno
ovisi o hidrodinamic¢kim uvjetima jer nije svejedno da li se radi o laminarnom ili turbulentnom gibanju
fluida. Kod laminarnog strujanja prevladava konduktivni mehanizam, dok kod turbulentnog vrtlozni
mehanizam.

Opcenito, fluks koli¢ine topline ovisi o fizikalnim svojstvima, geometrijskim i
hidrodinamickim karakteristikama promatranog sustava.

Fizikalna svojstva fluida

Prijenos topline konvekcijom odvijat ¢e se na razliite naCine ovisno o fizikalnim svojstvima
promatranog sustava. Fizikalna svojstva znacajna za konvekciju su:

. koeficijent toplinske vodljivosti, A4

o specifi¢ni toplinski kapacitet, c,,
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o koeficijent temperaturne vodljivosti, a
o dinamicka viskoznost, 77
. gustoca, p

Svako od navedenih svojstava ovisi o temperaturi, a neka i o tlaku, pa je o€it njihov znacaj za opis
procesa prijenosa topline konvekcijom. U ovom poglavlju razmatrat ¢e se slucaj kada su fizikalna
svojstva fluida stalna u promatranom intervalu temperature.

Geometrijske karakteristike

Geometrijske karakteristike bitne za prijenos topline konvekcijom su:

. veli¢ina i oblik povrSine (ravna ili zakrivljena)

Ve¢ je receno da konvekcijski prijenos topline ukljuCuje i prijenos topline kondukcijom. U
poglavljima vezanim uz kondukciju naglaseno je da je geometrijs sustava veoma bitna, te da analiticka
rjeSenja diferencijalne jednadzbe kondukcije osim o pocetnim i grani¢nim uvjetima ovise I o
geometriji tijela. S druge strane, obzirom da konvekcija ukljuCuje strujanje fluida jasan je utjecaj
geometrije sustava, posebice ako fluid strijui oko tijela koje je na drugoj temepraturi. Osim toga, §to je
veca povrSina izmjene topline (na primjer kod izmjenjivaca topline) izmijenit ¢e se veca koli¢ina
topline izmedu fluida i tijela.

Hidrodinamicke karakteristike

o srednja brzina strujanja
o Reynoldsova znacajka
o debljina hidrodinamickog grani¢nog sloja

3.2.1. Diferencijalna jednadzba konvekcije
Prijenos topline konvekcijom opisuje se sljedeCom osnovnom jednadzbom:

q= qkondukc[je + qkonvekcije (31 19)
Gg=—A-VT+p-v-h (3.120.)
Ovdje su:

— g — gustoéa toplinskog toka, Wm™
—  A—koeficjent toplinske vodljivosti, Wm 'K
—  p—gustoéa, kg m™
— v —brzina strujanja fluida, ms™
—  h— entalpija, J kg™
Za realnu kapljevinu vrijedi:

h=f(T,p) (3.121)

Obzirom da entalpija ovisi o tlaku i temperaturi moze se pisati:

dh =(%j dT+(%j dp (3.122))

aor ), p);
Zbog nestlacivosti kapljevina:
(%J =0 (3.123)
ap),

Pa je:

h:J.cp'dT (3.124.)
T

Energetska jednadzba
Uz uvjet da su zadovoljene sljedece pretpostavke:
— homogeni izotropni fluid
— stalna fizikalna svojstva
— toplina se prenosi kondukcijom i konvekcijom
moze se izvesti jednadzba koja opisuje temperaturno polje fluida koji se giba.
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@l | Z
i = d Qx+dx
//I_ ______ I
dQ -
/Q/dy ; ;
Y d Qz+dz

Slika 2.25. Uz izvod energetske jednadzbe konvekcije

Zamislimo elementrani dio fluida koji struji, kako je prikazano na slici 2.25. Toplina se prenosi
kondukcijskim i konvekcijskim mehanizmom na svim plohama elementarnog volumena.

0
JRORCLNS (U PR R (3.125.)
ot ox Oy 0Oz
Gustoce toplinskog toka u svim smjerovima opisane su sljede¢im jednadzaba:
qx=—/’t-a—T+p-vx-h (3.126.)
ox
oT
qyz—ﬂ,'a—y-i—p'vy'h (3127)
qz=—/”t-a—T+p-vZ-h (3.128.)
Oz

Ako se jednadzbe 3.126, 3.127 1 3.128. uvrste u jednadzbu 3.125. dobiva se jednadzba 3.129.:

oh o’T o°T o°T oh oh oh v, Ov, ov,
p—=A- + + —p v, —+v, - —+Vv, - — |—p-h- +—+—|+gq,

ot ot oy? 6zt o T oy 7oz ox oy oz
Zbog nestlacivosti:
0
Oy Py OV (3.130.)
ox oy Oz

te uz jednadzbu 3.124. i:
o°'T o'T 0T

- =V°’T 3.131.

ot ot ot ( )

dobiva se:

LI y-a—T+vz-a—T=a-v2T+L (3.132.)
ot ox oy Oz pc,

uz:

dx dy dz

—=v, —=v —=v,

dt a7 dt

lijeva strana jednadZbe predstavlja totalni diferencijal temperature, 7=f(x, y, z, £):

A v (3.133.)
dt pc,

Ukoliko fluid miruje dobiva se jednadzba kondukcije (jednadzba 3.24.).

JednadZba strujanja
Izvod je prili¢no sloZen pa ¢e se dati samo konac¢na jednadzba. Detaljan izvod studenti uce na kolegiju
Mehanika fluida (navier-Stokesove diferencijalne jednadzbe).
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Zamislimo elementani dio volumena koji se giba. Na taj fluid djeluju sile gravitacije, tlaka i trenja. Uz
pretpostavku da su fizikalna svojstva fluida stalna te da nema ekspanzije volumena, moZze se pisati:
ﬂ=—l-Vp+v-V2v (3.134)
dt P

Jednadzba kontinuiteta
Racuna se masa fluida koja prijede kroz elementarni volumen u jedinici vremena u sva tri smjera:

dm,_ +dm,, . =%-dl/-dt (3.135.)
X
olp-v
dm, +dm,,, = L) gy (3.136.)
dm, +dm., , =@-d%dt (3.137.)
Z
Promjena mase volumena zbog promjene gustoce:
a—'O-dV-alt (3.138.)
ot
Sumiranjem gornjih jednadzbi dobiva se:
. olp- .
P gy 20 gy 20 g 20 o (3.139))
ot ox oy oz

Sredivanjem se dobiva za stlacive fluide:
a_p+ a(plvx)_i_ a(p.v}’)_'_ a(pvz) 0

= (3.140.)
ot ox oy oz
a za nestaléive:
ov,
oy Oy OV, (3.141))
ox oy Oz

Prijenos topline konvekcijom u nestlac¢ivom jednofaznom mediju uz konstantne fizikalne veli¢ine
opisuje se sustavom diferencijalnih jednadzbi danih izrazima 3.120., 3.133., 3.134. 1 3.141.
Za matematicki opis pojedinog procesa moraju biti definirani sljedeci uvjeti:

— geometrijski uvjeti: oblik i veliCina sustava u kojem se proces odvija

— fizikalni uvjeti: fizikalna svojstva sustava

— pocetni (vremenski) uvjet: u vremenu =0

— grani¢ni (rubni) uvjeti: na granicama sustava koji ukljucuje grani¢ne vrijednosti nepoznatih

zavisnih varijabli ili njihovih derivacija

3.2.2. Hidrodinamicki i toplinski grani¢ni sloj

Pri zagrijavanju fluida koji struji, osim formiranja hidrodinamickog grani¢nog sloja, dolazi do
formiranja toplinskog grani¢nog sloja koji predstavlja glavni otpor prijenosu topline.

Ako stjenka miruje fluid uz samu stjenku takoder miruje (v=0). U miruju¢em sloju fluida gustoca
toplinskog toka moze se izracunati koristenjem Fourierove jednadzbe:

qs =—4 (a—TJ (3.142.)
Oy =0

Uz Newtonov zakon jednadzba prijenosa topline (sa stjenke na fluid i obrnuto) moze se izraCunati

koeficijent prijelaza topline, o

gt .(G_Tj (3.143.)
TS_TF ay y=0
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Zamislimo ravnu plohu iznad koje struji fluid. U masi fluida brzina i temperatura su stalne, v.,, T..
Zbog viskoznih sila stvara se tanki sloj uz stjenku unutar kojeg postoji odredeni profil brzina (slika
2.26.).

A v

o0

Y

———
|l ———

Slika 2.26. Profil brzina unutar hidrodinamickog grani¢nog sloja

Ukoliko se ploca zagrijava pomocu fluida, analogno hidrodinamickom granicnom sloju razvija se
toplinski grani¢ni sloj, odnosno sloj fluida uz stjenku unutar kojeg postoji odredeni temperaturni profil
(slika 2.27.). Kako je debljina sloja vrlo mala u odnosu na debljinu stjenke kondukcija duz sloj moze
se zanemariti.

y

>

T

o0

Y

Slika 3.27. Profil temperature unutar toplinskog grani¢nog sloja

g~ g

T

—
x,=0 x:=0 X

> mjesto na kojem po&inje zagrijavanje
Slika 3.28. Formiranje hidrodinami¢kog i toplinskog grani¢nog sloja
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Debljina toplinskog grani¢nog sloja je ona debljina u kojoj postoji toplinski gradijent, a izvan
toplinskog grani¢nog sloja temperatura mase fluida je jednolicna. Na slici 3.28. x, predstavlja
pocetak razvoja hidrodinamickog grani¢nog sloja, dok je x; tofka pocetka razvijanja toplinskog
grani¢nog sloja.

Debljine hidrodinamickog i toplinskog grani¢nog sloja uglavnom se ne podudaraju. Njihov odnos
ovisi o vrsti 1 svojstvima fluida koji struji, brzini strujanja (laminarno, prijelazno ili turbulentno) te
prijenosu topline.

Odnos izmedu debljine hidrodinamickog i toplinskog grani¢nog sloja definira se prema Polhausenu na
sljedeci nacin:

Su o3

ZH _py3 (3.144)
é‘T

3.2.3. Primjena dimenzijske analize

Prijenos topline konvekcijom opisuje se sustavom diferencijalnih jednadzbi koje su rjeSive uz
odredene geometrijske, pocetne i granicne uvjete. Pri tome se nepoznate varijable mogu procijeniti
eksperimentalno. Da bi se utvrdio utjecaj procesnih parametara na svojstva procesa sva druga svojstva
i parametri moraju se odrzavati konstantnim. Problem koji se javlja vezan je uz (scale-up) prenoSenje
rezulata sa laboratorijskog na industrijsko mjerilo.

3.2.3.1. Koeficijent prijelaza topline

Odredivanje koli¢ine topline koja se prenosi sa stijenke na fluid (ili obrnuto), temelji se na
teoriji grani¢nog sloja te na pretpostavci da je glavni otpor prijenosu topline u toplinskom granicnom
sloju (laminarnom podsloju) za potpuno razvijeni tok, gdje se toplina prenosi molekularnim
mehanizmom — kondukcijom. Uz to treba naglasiti da je koeficijent toplinske vodljivosti fluida nizak
pa je zato otpor velik.

Temeljna pretpostavka je vezana uz $to toc¢nije definiranje koeficijenta prijelaza topline (0()
¢ija vrijednost kvantitativno definira brzinu izmjene topline konvekcijom. Koeficijent prijelaza topline
ovisi o ¢itavom nizu parametara te se najceSce odreduje eksperimentalno:

a=flv,p.n 4, B.c, AT, 1,d) [J m? K" s'l]
gdje je: v - srednja brzina strujanja

F - koeficijent toplinske ekspanzije

/,d -linearne dimenzije

Provedbom dimenzijske analize izvedene su bezdimenzijske znacajke koje su funkcionalno povezane
korelacijskim jednadZbama koje se koriste pri opisivanju prijenosa topline konvekcijom uz uvjet
geometrijske i dinamicke sli¢nosti.

3.2.3.2. Bezdimenzijske znacajke

Prandtlova znacajka (Pr)

Predstavlja omjer difuzivnosti koli¢ine gibanja (izrazene kinematickom viskoznosti) i temperaturne
difuzivnosti (izrazene koeficijentom temperaturne vodljivosti). Dobiva se kao omjer Pecletove
znacajke:
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vt
Re v-d-p p-a
n
- C
pr=V % (3.146.)
a A

Kod viskoznih tekucina najcesce je Pr >1 S§to znaéi da je hidrodinamicki grani¢ni sloj veéi od
toplinskog. Kod plinova su debljine slojeva priblizno jednake (Pr = 1). Izuzetak pravila su tekuci

metali kod kojih je Pr ~107* i ne vrijedi jednadzba (169).

Budu¢i da se promjenom temperature mijenjaju i fizikalna svojstva fluida, nije svejedno da li
se radi o hladenju ili zagrijavanju. Tako npr., brzina prijenosa topline kod kapljevina veca je kod
zagrijavanja nego kod hladenja. Razlike u temperaturi stjenke i fluida utjecu na raspodjelu brzina,
odnosno formiranje razlicitih brzinskih profila.

izotermno strujanje

ladenje
TeT,

Ts

Slika 3.29. Profili brzina pri zagrijavanju i hladenju

Npr. ukoliko je temperatura stijenke veca od temperature fluida, viskoznost fluida uz stijenku je manja
od viskoznosti u masi fluida te je i debljina hidrodinamickog, a istovremeno i toplinskog, grani¢nog
sloja manja tako da je i otpor prijenosu topline manji.

Nusseltova znacajka
Predstavlja odnos izmedu ukupno prenesene topline i topline prenesene kondukcijom.

Nu = (3.147.)

a-!
A

RI=[n]~

Podsjeca na Biotovu znacajku medutim kod Nusseltove znacajke koeficijent toplinske vodljivosti
odnosi se na fluid, dok je kod Biotove znacajke to svojstvo ¢vrstog tijela.

Stantonova znacajka

Predstavlja odnos izmedu ukupno prenesene topline i raspolozive toplinske energije fluida. Odnosi se
na prijenos topline prisilnom konvekcijom. Moze se izraziti kao omjer Nusseltove znaCajke i umnoska
Reynoldsove i Prandtlove znacajke.
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a-!
St=_u_ Z (3.148.)
Re-Pr v-d-p ¢,7
n A
st=—% (3.149.)
c, V- p

Grashoffova znacajka
Mjerodavna je kod prirodne konvekcije, a predstavlja omjer izmedu sile uzgona uzrokovane razlikom
gustoc¢a i molekularnog trenja.

B-g- 0P AT
Gr=F 8" 20 (3.150.)
1%
p-AT=L"P0 (3.151.)
Po

Peckleova znadajka
Dobiva se redukcijom energetske jednadzbe u bezdimenzijski oblik i u konacnici takoder predstavlja
omjer koli¢ina topline prenesene konvekcijom i kondukcijom:
vl p-c, v T

a A

Z.r
1

Pe=Pr-Re= (3.152))

Bezdimenzijske korelacijske jednadzbe prijenosa topline, dobivene dimenzijskom analizom, u opéem
obliku mogu se svesti u dvije osnovne grupe:
— prisilna konvekcija Nu=f (Re, Pr, geometrija)
— prirodna konvekcija Nu=f (Gr, Pr, geometrija)
Kod plinova je Prandtlova znacajka prakticki neovisna o temperaturi pa slijedi:
Nu = f(Re)

Buduc¢i da je intenzitet prijenosa razli¢it ovisno o tome da li se fluid grije ili hladi, ¢esto se primjenjuju
indeksi f (fluid) i s (stijenka) uz znacajke i druge veliCine te se uvode i bezdimenzijski parametri:

T; v . .

- - znacajan za plinove
Pr . .

n_f, —~ - znacajni za kapljevine

s Prg

Indeks (f) ukazuje na svojstva mase fluida, a indeks (s) na svojstva fluida neposredno uz
stijenku.

Budu¢i da fizikalne karakteristike fluida ovise o temperaturi potrebno je definirati mjerodavnu
temperaturu.

. oy o . . = T +T;
U grani¢nom sloju Cesto se koristi aritmeticka sredina: 7 =— S
Ako se temperatura mijenja duz toka, mijenja se i pokretacka sila, odnosno razlika temperature pa je
potrebno izracunati srednju pokretacku silu. Naime za procjenu srednjeg koeficijenta prijelaza topline
¢esto se koristi Newtonov zakon:
a= 0 —
A-AT

Srednja pokretacka sila izrazava se kao aritmeticka ili logaritamska srednja vrijednost izmedu dvije
lokalne pokretacke sile (na ulazu i izlazu promatrane sekcije, slika 3.30.):

(3.153.)
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AT, + AT.
AT, =% (3.154.)
ar, <AL ZAL (3.155.)

Im — 7 N
AT,

AT,

AT,
/ izlaz
ulaz g /
Slika 3.30. Odredivanje pokretacke sile
T
AT, .
A 7-I.m .

Slika 3.31. Usporedba logaritamske i aritmeticke srednje pokretacke sile

Na slici 3.31. prikazana je usporedba aritmeticke i1 logaritamske srednje pokretacke sile. Moze se
uociti da je duz cije povrSine izmjene topline aritmeticka sredina veéa od logaritamske. Opcenito
vrijedi pravilo da ako je:

AT,

—%>0,5 (3.156.)
AT,

tada se uz zadovoljavajucu tocnost moze za proracune koristiti srednja aritmeticka vrijednost, jer je:
AT, = AT, (3.157.)

3.2.4. Prijenos topline pri laminarnom toku u cijev

Najznacajniji proces prijenosa topline konvekcijom je grijanje ili hladenje fluida koji struji
kroz cijev koji se odvija u izmjenjivac¢ima topline.

Za egzaktno rjeSavanje problema vezanih uz prijenos topline pri laminarnom strujanju
viskozne kapljevine promatra se definirani volumen fluida (slika 3.32.). Kapljevina se zagrijava preko
¢vrste stjenke, a pri tome se zanemaruje kondukcija u aksijalnom smjeru i toplina nastala viskoznom
disipacijom.
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kontrolni volumen

x=0 X x+dx
Slika 3.32. Prijenos topline pri laminarnom toku u cijevi kruznog presjeka

Na mjestu x =0 javlja se toplinski fluks sa stjenke na masu fluida (pocinje zagrijavanje) i to:

1. Kondukcija u radijalnom smjeru (de)

q, 2-r-mw-dx—q,., -2-r-7z-dx=—2-r-7r-aai-dr-dx (3.158.)
r

ulaz izlaz

2. Kondukcija u aksijalnom smjeru (Qaks)

g, 2-r-mwdx—q,.. -2-r-7z-dx=—2-r-7r-a§" -dr - dx (3.159.)
r

ulaz izlaz

3. Viskozna disipacija (generiranje toplinske energije zbog viskoznog trenja)
ov 0%y
~.r . =2-r-xw-dr-dx-n-—= (3.160.)

ox?

2-r-m-dr-dx-

Oox

4. Brzina akumulacije toplinske energije (QacC )(3.161.)

vpec, (Ts —Tf)x-Z-r~7f'dr—Vx'p‘cp (Ts _Tf) 2r-x-dr=2-r¥m-dr-v, p-c, .Z_T-dx

X+dx
X

Clanovi pod 2. i 3. su zanemarivi u odnosu na ¢lanove 1. i 4. te se bilanciranjem i dijeljenjem s
(2-7-dx-dr) dobiva:

oT 8(r q )
V- cC. -V _+—r:0 3.162
P (3:162)
Prema I Fourierovom zakonu:
q, -2 (3.163.)
or
pa se fluks u radijalnom smjeru moze pisati na sljedeci nacin:
or-g)__, of,oT (3.164.)
or or\_ or
Uvodenjem izraza za raspodjelu brzine:
2 2
y = L[ (r2-r2)= R0 _ap) [ (3.165.)
4n dx 4n dx R?
vy = B g2 (3.166.)
8n dx

Pa se za laminarno strujanje moze pisati:
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2
VX :Z'st, [I—FJ (3167)
Konac¢no jednadzba (3.162.) prelazi u oblik:
o( or ¥ or
-A—|r—|+2-r-pc,v,:|1-—— |- —=0 3.168.
61’[ arj P Sr( RZJ Ox ( )

Jednadzba (3.168.) predstavlja Graetzovu diferencijalnu jednadzbu koja vrijedi za prijenos topline pri
laminarnom strujanju u cijevi. Ova jednadzba nema jednoznacno rjeSenje i rjeSava se uvodenjem
odredenih ogranicenja (definirani pocetni i grani¢ni uvjeti).

U praksi se primjenjuju bezdimenzijske korelacijske jednadzbe koje se dobivaju na temelju
dimenzijske analize:
Nu=f (Re, Pr, geometrija)

Parametri jednadzbe ovise o vremenu trajanja izmjene topline §to se izrazava Graetzovom znacajkom:

e
Gz=(Re-Pr-7) (3.169.)

Gy = a-12

v-d
Graetzova znacajka predstavlja bezdimenzijsko vrijeme, odnosno bezdimenzijski polozaj tako da
ukazuje na vrijeme izmjene topline i duljinu puta izmjene topline.

(3.170.)

Gz<0,05

Blizina ulaza u cijev; kratko vrijeme izmjene.

1
Nu=1,08.(v”f;2] : (3.171.)

Opéenito, na malim udaljenostima od ulaza u cijev vrijedi da je Nusseltova znacajka proporcionalna sa
1

I3,

0,05<Gz<5

Kod malih brzina strujanja (laminarno strujanje) ili vrlo dugackih cijevi tako da su temperature fluida i
stijenke na izlazu prakticki jednake.

Nu=0,5-(Re-Pr-%j (3.172))
Gz>5

Razvijeni laminarni tok.
Izraz koji se najCeSce koristi pri prijenosu topline je Sieder-Tateova jednadzba koja ima veliku
prakti¢nu primjenu:

1 0,14
Nu=1,86-(Re-Pr-ij3 (lj (3.173))
! s
Za razlicite geometrijske karakteristike sustava koriste se razlicite vrijednosti konstanti i eksponenata.
Na temelju korelacijskih jednadzbi moguée je procijeniti koeficijent toplinske vodljivosti

Nu- A4 e . .
a= 7 uz strogo poSstivanje principa sli¢nosti.
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3.2.5. Prijenos topline pri turbulentnom toku u cijev

Ovi slu¢ajevi se najc¢asce susrecu te su ¢esto proucavani. Korelacijske jednadzbe izvode se na
temelju eksperimentalnih podataka i dimenzijske analize.

Osnovna jednadzba (bezdimenzijska korelacija) koja se i danas primjenjuje, predlozili su
Dittus 1 Boelter za glatku cijev:

Nu =0,023-Re™® - Pr” (3.174))
Vrijednost eksponenta n poprima razliCite vrijednosti ovisno o tome da li se radi o grijanju ili
hladenju:

n=0,4 grijanje

n=03 hladenje

Ukoliko se temperatura fluida i temperatura stjenke znatno razlikuju potrebno je izraz korigirati s
omjerom viskoznosti u struji fluida i uz stjenku (Colburn):

1 0,14
Nu =0,023-Re"® - Pr? (l] (3.175.)
1,

U izrazima (3.174.) 1 (3.175.) svojstva fluida ocitavaju se iz tablica za srednju aritmeticku temperaturu
a primjenljive su ako je:

— turbulentno strujanje: 5000 <Re <200 000
— potpuno razvijeni tok : é > 50,
— vrijednosti Prandtlove znacajke: 0,7 <Pr<50

Za ulazno podrucje dok strujanje jo$ nije potpuno razvijeno, Nusselt je dao izraz:

1 0,055
Nu=0,036-Re®® - Pr3 - a 3.176.
l

Utjecaj hidrodinamickih uvjeta na vrijednost koeficijenta prijelaza topline ()

Iz zakona ocCuvanja, toplina koja se prenosi s fluida na stjenku jednaka je toplini koja se
provodi kroz toplinski grani¢ni sloj fluida:

dxonv = 9konND
A
a-AT =" AT (3.177)

T
Na temelju te jednadzbe slijedi da se koeficijent prijelaza topline moze definirati kao:

a=2L (3.178.)

Promjenom hidrodinamickih uvjeta, koji su definirani Re-znacajkom, dolazi do promjene debljine
hidrodinamickog, a istovremeno i debljine toplinskog grani¢nog sloja. Ranije je pokazano da debljina
hidrodinamickog grani¢nog sloja opada s Re-znac¢ajkom:

1
Re™

X

oy~

(3.179.)

1
... 0 3 .. G . . . .
Budu¢i da je —~ =Pr?, na analogan nadin se mozZe izraziti i debljina toplinskog grani¢nog sloja:
T

1
Re"

X

(3.180.)

Or~
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1z toga slijedi da se povecanjem Re-znacajke smanjuje debljina toplinskog grani¢nog sloja, te se na taj
smanjuje i otpor prijenosu topline, odnosno povecava se koeficijent prijelaza topline « . Na temelju tih
spoznaja moze se promjenom hidrodinamickih uvjeta strujanja utjecati na brzinu prenesene topline.

3.2.6. Prijenos topline u mijesalicama

MijeSanjem se pospjesSuju procesi prijenosa topline. Prijenos topline u mjesalicama cesto je vezan uz
prijenos tvari (ekstrakcija, kristalizacija). MijeSanjem se ostvaruju povoljniji hidrodinamicki uvjeti te
se smanjuju temperaturni gradijenti u posudi za mijeSanje. Koeficijent prijenosa tvari takoder se
procjenjuje primjenom dimenzijske veli¢ine.

Na ovom ¢e se primjeru pokazati drugaciji nacin primjene dimenzijske analize za pronalazenje
korelacijskih izraza koji se koriste za procjenu koeficijenta prijelaza topline.

Koristi se takoder Buckinghamov Pi - teorem

Svaka fizikalna ovisnost izmedu n fizikalnih veli¢ina moZe se reducirati na m=n—r ovisnosti
medusobno nezavisnih bezdimenzijskih grupa (pri cemu je r — red matrice).

Vise od dva bezdimenzijska broja potrebna su za opis problema koji se svodi na rjeSavanje sustava
linearnih jednadZzbi transformacijom matrice.

Potrebno je popisati sve fizikalne veliCine i parametare koji su neophodni za opis problema pri ¢emu je
veli¢ina koja nas zanima, zavisna veliCina a svi parametri koji utjeCu na nju su medusobno nezavisni.

— Zavisna veli¢ina: koeficijent prijenosa topline, o
— Geometrijske karakteristike: D, d

— Svojstva materijala: P2 1, %o, Cpy A

— Procesna svojstva: n, AT

Sada je potrebno odrediti funkcionalnu ovisnost koeficijenta prijelaza topline o navedenim veli¢inama.
le:D.d: p.n.y,.c, Ain, AT (3.181))

Koriste¢i dimenzije navedenih veli¢ina formira se dimenzijska matrica  (reda matrice =4 — broj
osnovnih dimenzija).

Tablica__ Osnovne i izvedene fizikalne veli¢ine potrebne za opis problema

Velicina dimenzija SI jedinica
Duljina L m  metar
Masa M kg kilogram
Vrijeme T S sekunda
Temperatura ©] K kelvin
energija ML*T kgm®s? J
snaga ML>T kg m*s® W
Tako su:

J kg-m?

e | e e

m?-K m?-K| m?-K K
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[d]=[m]=]
[p]{%}:[wﬁ]
[7]=[Pa S]z[mk.gsz 'S}—[MILITI
ke -m? 2
[cp]{ngK} kg-K ‘LZHK}[LZTZGJI]
T kgm’
[/I]Z[mV-VK}: mSK ISnSIz( —[?:E}—[MIL‘T%@—l]

Od navedenih se veli¢ina slozi dimenzijska matrica koja je podijeljena u dva dijela: osnovna kvadratna
matrica (u ovom slucaju 4x4) i rezidualnu matricu. Rezidualna matrica treba sadrzavati veli¢ine koje
¢e se pojaviti u samo jednom bezdimenzijskom broju, odnosno zavisnu veli¢inu, najznacajnija
fizikalna svojstva sustava i procesne parametre. Obzirom da se osnovna matrica linearnim
transformacijama mora prevesti u jedini¢énu matricu njeni se ¢lanovi slazu tako da se to moze uciniti
uz minimalan broj transformacija.

p d n AT |a c A n D y

| =| | =2
&
(e
(e
(e
\)
(e

0 0 0 1 -1 -1 -1 0 0 -1

Ako se pogleda dobivena matrica moze se uociti da je potrebna samo jedna linearna transformacija
(drugog retka) te mnozenje treceg retka sa (-1).

p d n AT |a ¢, A n D y,
M 1 0 0 o0 |1 o 1 I 0 O
3MtL (O 1T 0 O (3 2 4 2 1 0
-T o o 1 o0 |3 2 3 1 0 0
C) o o o 1 (-1 -1 -1 0 0 -l

Da bi se formirale bezdimenzijske grupe slazu se razlomci kod kojih je u brojniku veliina iz
rezidualne matrice, a nazivnik se sastoji od umnoska veli¢ina osnovne matrice podignute na potenciju
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koja odgovara brojevima u koloni ispod veli¢ine u rezidualnoj matrici. Tako se u ovom sluc¢aju moze
formirati Sest bezdimenzijskih grupa (m=n—-r=10-4=6).

_ a _a-AT
Hl_ 1d3 SATfl_ 3 3
p. .n. p.d .n
m, = ¢, :cp-AT
po‘dz.nz-AT_l d?-n?
~ 2 _A-AT
H3_ 1d4 3AT—1_ 4 3
p. .n. p.d .n
! pt-d*-n'-AT® p-d*-n Re
D D
s = 01 OATOZE
p. .n.
I %o =70 AT

zpo-do-nO-ATfl

(3.182.)

(3.183.)

(3.184.)

(3.185.)

(3.186.)

(3.187.)

Moze se vidjeti da je samo jedna bezdimenzijska grupa poznata, I1, = Re’

Kombinacijom preostalih grupa dolazi se do:

a-AT
&:p.aﬂ.n} = o ENu
I, A-AT d-1
p-d4-n3
HZ :cP.nEPI’
-1, A
IT, =222

(3.188.)

(3.189.)

Dimenzijskom analizom dobiva se skup od 6 bezdimenzijskih veli¢ina:

{Nu,Pr,I1,,Re, y, - AT,D/d}

(3.190.)

Obzirom da je jedan bezdimenzijski broj nepoznat uvodi se nova veliina u dimenzijski sustav,

odnosno Jouleov ekvivalent topline:

Pa su koeficijent toplinske vodljivosti:
Koeficijent prijelaza topline:
Specifi¢ni toplinski kapacitet:

Dobiva se sljedeca matrica:

V=M1 20 1|

Z=M'LTe" | M2 = [L'T 0 1]
) H
la]=[M'T?0] [ML?T? |= [>T 0 'H' |
e, ]=[>T20 . :M'IIIj'ZTz |=[M'e'H']
H

AT A a c

Tl ol 8| o 2
e}
e
o)
e}
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U jednom se koraku dobiva sljedec¢a jedini¢na matrica:

p d n AT A |a ¢, J 7 D 1y,
M 1 0 0 o0 o0 |0 -1 1 1 0 0
M+t L+H O 1 O0 O O (-1 -2 4 2 1 O
-T-H o o 1 o0 o0 (0 -1 3 1 0 O
O+H 0 0 0 1 0o |0 O -1 0 0 -1
H 0o 0 0 o0 1 1 1 -1 0 0 0

Kako je m=n—-r=11-5=6, moze se formirati 6 bezdimenzijskih grupa u kojima se mogu
prepoznati Nusseltova i rteynoldsova znacajka te dva simpleksa.

a-d
HIZTE u (3.191.)
c, -p-d*n
=" (3.192.)
A
I, =—J'A4T%3 (3.193.)
p-d’-n
n 1
n,=—*r - 3.194.
! p-d*-n Re ( )
D
. =— 3.195.
5T ( )
I, =y, AT (3.196.)
Kombinacijom bezdimenzijskih grupa moze se dobiti:
I, -1, =Pr (3.197.)
2 2
O, _n-d-n _ (3.198.)
I, J-AT-4

Pri ¢emu je Br — Brinkmanova znacajka

Dimenzijskom analizom dobiva se skup od 6 bezdimenzijskih veli¢ina:

{Nu,Pr,Re, Br,y, - AT,D/d} (3.199.)
Obzirom da su brzine vrtnje mijeSala uglavnom takve da je strujanje turbulentno, temperaturni
koeficijent viskoznosti moze se zanemariti. Osim toga, Brinkmanova znacajka je mjera viskoznog
zagrijavanja u odnosu na prijenos topline kondukcijom i znacajne vrijednosti poprima samo u slucaju
kada se na malim udaljenostima razvijaju veliki profile brzina. Dakle i Brinkmanova znacajka moze se
zanemariti. Tako da preostaje sljedeca korelacija za procjenu koeficijenta prijelaza topline:

Nu=f (Re, Pr, geometrija) (3.200.)

Prijenos topline u mijesalici ovisan je, kao i kod strujanja kroz cijev, o karakteru strujanja koje
izaziva mijeSalo. Kod malih vrijednosti Reynoldsa, koli¢ina gibanja koja se iz vrtlozne mase fluida
prenosi na granicni sloj je mala pa je i koliina prenesene topline mala. a koeficijent prijelaza moze se
priblizno racunati na temelju penetracije koli¢ine gibanja koja se odvija u hidraulickom grani¢nom
sloju (xp = 5H):

W | —
112
W | =

a=—=i-5—H=i-Pr (3.201.)
Sy JOr Iy

i - Pr
O x,
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Uzme li se u obzir jednadzba kojom se definira penetracija topline, jednadzba (3.201.) prelazi u
sljede¢i oblik:
1

o (3.202.)

-4 e
2-Nmw-a-t
Vrijeme penetracije moze se definirati kao omjer uzduzne udaljenosti zida od mjesta dodira s
kapljevinom, x i srednje brzine brzine uz stijenku (vs =n-d ) pa se izraz za koeficijent prijelaza
topline pise na sljedec¢i nacin:
1
et (3.203.)

Budu¢i da nazivnik predstavlja debljinu hidraulickog grani¢nog sloja, a ujedno i x, na €iju debljinu
utjeCe Re-znacajka slijedi da je:

Nu = f(Re, Pr)

U opcem slucaju vrijedi:

Nu=f (Re, Pr, geometrija)

Za velike vrijednosti Reynoldsove znacajke debljina grani¢nog sloja je prakti¢ki konstantna, a ona je
osnovna veli¢ina koja utjece na koeficijent prijelaza topline.

s> n
—
| >
d 1 h - vertikalna wudaljenost
C}:D\\ 3 lok.alvnog koeficijenta « od
AT 18 = mijesala
o ﬂ 9 H d, - promjer spiralne cijevi
s o) —d 9 (zagrijavanje ili hladenje)
O

Slika 3.33. Mijesalica u kojoj dolazi do izmjene topline

Na slici 3.33. prikazana je shematski mijeSalica definiranih geometrijskih karakteristika. Budu¢i da po
volumenu mijesalice postoji i razli¢ita slika strujnog toka unutar mase fluida, razlicite su i vrijednosti
lokalnog koeficijenta prijelaza topline.

04

T

e

0 razina mijesala

0,4 0,8 1,2 16 2,0
o/
Slika 3.34. Lokalni koeficijent prijelaza topline
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Srednja vrijednost koeficijenta prijelaza topline moze se odrediti iz funkcionalne ovisnosti Nusseltove
znacajke. Izrazi su razli¢iti ovisno o geometrijskim karakteristikama mijesalice. Srednji koeficijent
prijelaza topline mijenja se s vertikalnom udaljenos$¢u od mijesala. Najve¢i lokalni koeficijent prijelaza
topline postignut je u razini mijesala (slika 3.34.).

Jedan od prakticki primjenjivih izraza za odredivanje o, :

o - d g l 0,14
Nu =" =0.75 Re? -Pr (”—f] (3.204)
7

3.2.7. Prijelaz topline pri optjecanju

Pri strujanju fluida oko ¢vrstog tijela (ili obrnuto), pri ¢emu su temperature tijela i fluida razlicite,
dolazi do formiranja hidrodinamickog grani¢nog sloja unutar kojeg egzistira i toplinski grani¢ni sloj.
Debljina hidrodinamickog grani¢nog sloja se mijenja, pa ¢e se mijenjati i debljina toplinskog
grani¢nog sloja. Debljina toplinskog grani¢nog sloja povecava se u smjeru gibanja pa se zbog toga i
koeficijent prijalaza topline smanjuje tako dugo dok se debljina toplinskog grani¢nog sloja ne ustali.
Pri tome su najveci otpori na mjestu gdje fluid nastruji na tijelo.

)\V 7;

T

Slika 3.35. Hidrodinamicki I toplinski grani¢ni sloj kod optjecanja

Na temelju ve¢ poznatog izraza za debljinu hidrodinamic¢kog grani¢nog sloja pri optjecanju oko ravne
1

ploce oy = ko x 1 poznate relacije —H=Pr5,slijedi:

JRe, Or

Nu:ﬂ:i.g_H:i.prE (3.205.)
A 8 Sy Oy
1
Nu = % -Re®’ - Pr3 (3.206.)

Jednadzba (3.206.) vrijedi za optjecanje oko ravne ploCe, za laminarni granicni sloj (Rex <2-10° )

Kod vecih vrijednosti Re-znaCajki i razliitih geometrijskih oblika Cvrstog tijela, koriste se
bezdimenzijske korelacijske jednadzbe u kojima su konstante i eksponenti eksperimentalno odredeni.

Tako npr. za razvijeno turbulentno strujanje zraka oko kugle (20< Re<1,5-10° ) vrijedi empirijska
korelacija:

Nu=0,31-Re®®  (Pr,, ~1) (3.207.)
Za ostale plinove:
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1
Nu=0,37-Re® - Pr3 (3.208.)
Kod kapljevina za podru¢je 1 < Re < 7-10* za kuglu vrijedi empirijska korelacija:

1
Nu=2,0+0,60-Re" - Pr3 (3.209.)
Za ostale geometrijske oblike primjenjuju se analogne korelacijske jednadzbe, a vrijednosti konstanti i
eksponenata su takoder eksperimentalno odredene.

3.2.8. Prijelaz topline pri strujanju kroz poroznu sredinu

Ve¢ je spomenuto da se u vecini procesa koji se susreCu u praksi istovremeno odvijaju procesi
prijenosa koli¢ine gibanja, topline i tvari. Do prijenosa topline pri strujanju kroz poroznu sredinu
dolazi na primjer tijekom destilacije u kolonama ispunjenim nasipnim ili strukturiranim punilima. Za
prorac¢un takvih procesa takoder je znacajno poznavanje koeficijenta prijelaza topline. U prethodnom
su poglavlju dane neke korelacijske jednadzbe koje vrijede za tijelo koje se nalazi u struji zraka
razli¢ite temperature. Za prijenos topline pri strujanju kroz poroznu sredinu mnogo teze se dolazi do
korelacijskih jednadzbi za procjenu koeficijenta prijelaza topline obzirom da se pokretacka sila ne
moze direktno izmjeriti.
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Slika 3.36. Strujanje fluida (pare i kapljevine) u koloni ispunjenoj punilima

Zadovoljavajuci se rezultati dobivaju uz koristenje sljedeceg izraza:

&-St-Pr?’? =2,06-Re " (3.210.)
Jos je teze izvesti korelacijske jednadzbe ukoliko proces ukljucuje i prijenos topline izmedu stjenke
kolone i fluida koji struji kroz poroznu sredinu, kao §to je to upravo slucaj kod destilacijskih kolona.
Jedinstvena korelacija ne postoji zbog raznovrsnosti geometrije punila. Na temelju eksperimentalnih
podataka doslo se do sljedece korelacije:

Nu oc Re®77%? (3.211.)
Osim kod destilacije, do prijenosa topline kroz poroznu sredinu dolazi i kod suSenja porznih tvari.
Procjena koeficijenta prijelaza topline takoder je vrlo sloZena, jer osim prijenosa koli¢ine gibanja i
tvari, ukljucuje i prijenose topline kondukcijom i konvekcijom. Opca jednadzba takoder ne postoji,
zbog raznovrsnosti materijala koji se suSi. Na vrijednost koeficijenta prijelaza topline dakle utje¢u
uvjeti strujanja i prijenosa topline te geometrija sustava. Literatura nudi velik broj korelacija, od kojih
se najcesce koristi:

Nut-~ £ = (0,5 ‘(Re-(1-¢))""* +0,2-(Re- (1 - £))*"° ) pr'/? (3.212.)
—&

.o . . 3
Izraz vrijedi za: 2.1 <Re<8I0
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3.2.9. Prolaz topline

Ukoliko se toplina prenosi s jednog fluida na drugi koji su medusobno odijeljeni ¢vrstom
stijenkom, govorimo o prolazu topline. Dakle problem ukljucuje kombinaciju kondukcijskog i
konvekcijskog prijenosa topline.

Za ilustraciju promotrimo razmjenu topline izmedu toplog i hladnog fluida koji struje s
razliitih strana uz ravnu stijenku. Pri strujanju fluida formira se hidrodinamicki grani¢ni sloj unutar
kojeg je i toplinski grani¢ni sloj (5T )koji predstavlja otpor pri prijelazu topline s fluida a stijenku (ili
obrnuto).

konvekcija
A \\\) :
7| fuid1 &rzi fluid 2
R g |
TZ ______________ i" :»/ E
Ty~ i‘" s i
1 BN
4 | % : )
—

kondukcija
Slika 3.37. Izmjena topline izmedu dva fluida odvojena ¢vrstom stjenkom

Neka je temperatura toplijeg fluida 7}, a hladnijeg 7, .
Opéenito vrijedi da je gustoca toka jednaka omjeru pokretacke sile i odgovarajucih otpora, pa je za
prijenos topline:

AT

q= (3.213)

R

Za sustav u kojem postoji vise toplinskih otpora u seriji u stacionarnim uvjetima vrijedi:

du = (3.214.)

toplinski

Mehanizmi prijenosa topline:
- sa fluida na stjenku - KONVEKCIJA
- kroz stjenku - KONDUKCIJA
- sastjenke ne fluid - KONVEKCIJA

Prijelaz topline s fluida 1 na stijenku:
g=a,-(1,-T,) (3215)
Kondukecija kroz stjenku:

q=2(1,-1,) (3.216)

Prijelaz topline sa stjenke na fluid 2:
qg=a,-(T,-T,) (3.217)
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Uz uvjet da je proces stacionaran, dakle da je g = konst., zbrajanjem gornjih jednadzbi dobiva se:

q.(LJFLJFLJ:Tl_E (3.218.)
a 1 a,
T -T, AT
g Sl (3.219)
(++J DR
o A o i=1

Izraz u nazivniku predstavlja sumu toplinskih otpora, a reciprocna vrijednost sume svih toplinskih
otpora predstavlja koeficijent prolaza topline:

1 1 1
- - - (3.220.)
i_‘_l_‘_i ZH:R szanv.j+szond.k+zRﬂ
a A a i=1 g g :

Vrijednost koeficijenta prolaza topline ¢esto se definira najveéim otporom u seriji.

Mjerodavna povrsina izmjene topline i razlika temperatura
Za procjenu prenesene topline nuzno je poznavati povrSinu izmjene topline te se primjenjuje kineticka
jednadzba:

O=K-A-AT (3.221.)
Ovdje su:

- K — koeficijent prolaza topline, Wm™>K'

- A — povrsina izmjene topline, m*

- AT - srednja pokretacka sila procesa, K

Ukoliko se radi o ravnoj stjenci tada su povrSine s obje strane jednake. Medutim, kod zakrivljenih
stjenki se mora definirati mjerodavna povrsina, a to je povrSina na strani onog fluida koji pruza veéi

otpor prijenosu topline, odnosno ¢iji je koeficijent prijelaza topline manji. Ukoliko su koeficijenti
prijelaza topline istog reda veliine, uzima se srednja vrijednost povrsina.

— vanjska povrSina cijevi: A,=2-7n-D,-L
— unutarnja povrsina cijevi: A,=2-n-D,-L
. . 2-m-\r,—r, )L
srednja povrsina: A4, = 7 (,-r)
B
1n(vj
ru

At

Slika 3.38. Otpori prijenosu topline
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Tako se koeficijent prolaza topline izrazava:
obzirom na vanjsku povrSinu cijevi
1

= (3.222)
D, 1 D, D, 1
|+ -In +—
obzirom na unutarnju povrsinu cijevi
1
K= (3.223)

1 D, D, D, 1
a, A D, D, a,

Povrsina izlozena konvekcijskom prijenosu topline nije ista za oba fluida (kod cijevnih izmjenjivaca
topline), ali je koli¢ina izmjenjene topline jednaka:

O=K,-A,-AT,,, =K, - A, -AT,,, (3.224)
Literatura nudi velik broj podataka za razliCite geometrije izmjenjivaca topline, uvjete strujanja i
materijale od kojih su nacinjeni.

Budu¢i da se temperaturna razlika izmedu toplog i hladnog fluida mijenja od ulaza do izlaza (vidi
sliku 3.39.), potrebno je definirati mjerodavnu razliku temperatura koja se koristi pri proracunu. Osim
toga kod realnog izmjenjivaca topline K=f{L) jer se koeficijenti prijelaza topline mijenjaju po duljini
izmjenjivaca. Pokretacka sila odreduje se uz sljedece pretpostavke:

— daje osigurano dobro mijesanje

— stacionaran rad

— ¢p=const.

— K=const.

— zanemarivi gubici

— nema kondukcije u aksijalnom smjeru

Ty
rn I \\
""""" " T
AT, AT,
/)/ ____________ The
Tog .
L
a) istosmjerni tok fluida
Ty
Ty g

b) protustrujni tok fluida

Slika 3.39. Dijagram promjene temperatura toplog i hladnog fluida s duljinom izmjene topline
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. AT, . . . L = AT, +AT.
Ako je A_Tl < 2 koristi se aritmeticka srednja vrijednost temperatura: AT, = %
2
. AT, . . L = AT, — AT.
Ako je —L > 2 koristi se logaritamska srednja vrijednost temperatura: AT}, = ———>
AT, AT,
In| —
AT,
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3.3. Prijenos topline zracenjem

Prijenos topline konvekcijom i kondukcijom pracen je, u manjoj ili ve¢oj mjeri, pojavom toplinskog
zraCenja. Toplinsko zraCenje je direktna posljedica kretanja atoma i molekula sastavljenih od od
nabijenih Cestica pri ¢emu gibanje rezultira elektromagnetskim zracenjem koje odvodi energiju od
povrsine. Energija se prenosi elektromagnetskim valovima razli¢itih valnih duljina, a poseban znacaj
imaju oni valovi koji se nakon apsorpcije drugog tijela (koje prima energiju) ponovno pretvaraju u
toplinsku energiju.Prijenos energije zratenjem u odnosu na kondukciju i konvekciju ima nekoliko
jedinstvenih karakteristika:

— nije potreban medij > medij usporava zraenje

— kolicina i kvaliteta zraCenja ovise o temperaturi

— kod kondukcije i konvekcije koliina prenesene topline ovisi o razlici temperatura

— kod zracenja ovisi i o temperaturi i o razlici temperatura

— zracenje posjeduje svojstva slicna Cesticama i svojstva valova

— ne postoje analogije prijenosu tvari i koli¢ine gibanja

Boja uZarenih tijela mijenja se s temperaturom -> promjena optickih svojstava zraCenja s
temperaturom vazna kod odredivanja koli¢ine izmjenjene topline izmedu dva tijela. Elektromagnetsko
zracenje koje emitira tijelo zbog svoje temperature naziva se toplinsko zrac¢enje (0,1 < 4 < 100 mm) i
prenosi se brzinom svjetlosti, c=3-10"m s

c=1-v

A —valna duljina, mm, cm, A (1 A =10 cm)
v — frekvencija

kratki
gama _ uv = > . =
Jrake X-zrake | IR radar |u_ [ |valovr ' <
- —~
10" 10" 10X ~10° 10f Tt 0t 1 10° 10
- . = ~ valna duljina, m
vidljiva svjetlost - - Jina.

—~

600 700
valna duljina, nm

Slika 3.40. Valne duljine zracenja
Tijelo moze toplinsko zraCenje apsorbirati, reflektirati ili propustiti. Apsorbirani dio je odgovoran za
promjenu temperature.

zraenje

refleksija

apsorpcija

prolaz kroz tijelo
Slika 3.41.

Energetska bilanca temelji se na pojavama prirodnog toplinskog zracenja te se ti osnovni
zakoni mogu ovdje primjeniti:
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0=0,+0x +0r

0 - energija zraCenja

Q A - apsorbirana energija

QR - reflektirana energija

QP - energija koja prolazi kroz tijelo

Dijeljenjem s Q jednazba () izrazava se u bezdimenzijskom obliku:

A+R+P=1
Slijede tri krajnja slucaja:
- A=1 (R =P= 0) - ukupna energija koja je pristigla do tijela je i apsorbirana. To je
slu¢aj kod apsolutno crnog tijela.
- R=1 (A =P= 0) - energija se u potpunosti reflektira $to je slucaj kod apsolutno bijelog
tijela. Refleksija pri tome moze biti pravilna (zrcalno tijelo) ili difuzna (bijelo tijelo).
- P=1 (A =R = 0) - sva energija prolazi kroz tijelo §to ¢e biti slucaj kod diatermickog

(prozracnog) tijela.

spori porast
brzi porast ~ temperafure
temperature T

crno tijelo srebrno tijelo

Slika 3.42.

U prirodi takovi ekstremi ne postoje, ve¢ su tijela manje ili viSe siva, a odnosi izmedu apsorbirane,
reflektirane energije i energije koja prolazi kroz tijelo ovise o prirodi tijela, njegovoj temperaturi,
valnoj duljini zraCenja te o karakteristikama povrsine tijela (hrapava ili glatka). Zracenje crnog tijela
moze se simulirati malim otvorom u izotermnom tijelu.

Cvrsta tijela apsorbiraju i reflektiraju energiju zratenja svih valnih duljina, zna¢i u
kontinuiranom dijelu spektra, dok plinovi apsorbiraju ili reflektiraju toplinsku energiju u strogo
definiranim dijelovima spektra, ali su ve¢im dijelom prozra¢ni. Obojena tijela prispjelo zraCenje
apsorbiraju razli¢ito po valnim duljinama. PovrSine bijele boje dobro reflektiraju energiju vidljivog
dijela spektra (hladnjaci, cisterne i spremnici za lako hlapljive kapljevine). Prozorsko staklo prozracno
je za svjetlosno zracenje, a nepropusno za UV i IR. Energiju koja se emitira u infracrvenom (IR) dijelu
spektra, bijela tijela medutim apsorbiraju gotovo isto kao i crna. Opcenito, tijela glatke i polirane
povrsine dobro reflektiraju toplinsku energiju. Dakle, kod c¢vrstih tijela i kapljevina P =0, dok su
plinovi diatermicka tijela (P =1).

Zracenje crnog tijela

Intenzitet zracenja apsolutno crnog tijela ovisan je o temperaturi i valnoj duljini (Planckov
zakon). Kod neke temperature, crno tijelo zra¢i najve¢u moguéu energiju. Porastom temperature
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povecéava se i intenzitet zraCenja, a maksimum krivulje pomice se prema kra¢im valnim duljinama
(slika 3.43.).

o 1 2 3 4 5 6
A, pm

Slika 3.43. Graficki prikaz Planckovog zakona

Planckov zakon
Planck je predlozio izraz za izraCunavanje intenziteta zracenja apsolutno crnog tijela.
_q A7
0~ ecz//IT _ 1
A - valna duljina, m
T - temperatura, K
¢ - konstanta (3,17 10" W m'z)
¢,  -konstanta (14388:102 mK)

. . . e y d
Intenzitet zracenja se moze izraziti jednadzbom 1 = ﬁ

te integriranjem jednadzbe (__ ) dobiva se:

IF(M—T) dﬁ_6494 ¢ s

Wienov zakon pomaka maksimuma intenziteta zracenja kaze da se povecanjem temperature,
maksimalna koli¢ina energije pomice u podrucje nizih temperatura (slika 5.18).

~2,898:107°
max T

(Stefan-Boltzmanov zakon)

4o =0y T
oy - Boltzmanova konstanta (5,77 10" Wm? K'4)

Dakle, sposobnost zracenja apsolutno crnog tijela proporcionalna je cetvrtoj potenciji apsolutne
temperature i vrijedi za zracenje u svim smjerovima.
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Zbog pogodnosti ovaj se zakon pise u obliku:

(1Y
90 0 100

gdje je ¢, koeficijent zracenja apsolutno crnog tijela (5,77 Wm? K™ )

Pokazalo se da se navedeni zakon moze primjeniti i na siva tijela pri ¢emu je omjer intenziteta
zracenja sivog i apsolutno crnog tijela konstantan kod svih valnih duljina, a predstavlja relativnu
sposobnost zra¢enja i naziva se stupanj crnoce.

i=i=$=kons‘c.
Iy g

Koeficijent zracenja moZe se izvesti iz stupnja crnoce:

T 4
C. [
q (100} <

E = — :—4 =
90 T ) Co
CO . [
100
odnosno:
c=¢-¢,

Stupanj crnoce kreée se u rasponu od 0 do 1 ovisno o karakteru promatranog tijela.
Fluks toplinske energije zracenja sivog tijela izrazava se na sljede¢i nacin:

7\ 7Y
= . — = . g . —_—
To=¢ (100) “ (100}

Lambertov kosinusni zakon
Definira energiju zracenja u nekom smjeru (slika 3.44.)

905 =40, -cos(ﬂ)

— dA
%
qO,n N n -
o5

Slika 3.44. Kut zracenja

Zracenje je najjace u smjeru normale na povrSinu. Energija zra¢enja u pravcu razli¢itom od normalnog
na povrsinu smanjuje se s kosinusom kuta.

T
0<p<—
P 2
Za f=0 90,5 =40,
Vs
Za ﬂ:E 9o =0
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Kirchhoffov zakon
Ovaj zakon povezuje emitiranu i apsorbiranu energiju. Omjer emitirane i apsorbirane energije je
konstantan za sva tijela i jednak je sposobnosti zracenja apsolutno crnog tijela.

4 _4 _ . _49o

4, 4, B A, o
9 - fluks energije zrac¢enja apsolutno crnog tijela
q - fluks energije zracenja sivog tijela

A, =1 - sposobnost apsorpcije apsolutno crnog tijela
A - sposobnost apsorpcije sivog tijela

Ukoliko se g, izrazi pomocu Stefan Boltzmanovog zakona:

(Y
90 0 100

a za sivo tijelo:

T 4
(i

slijedi:

(i)

C*| —— 4

100) [ T j

—— — | =
A 100

odnosno

c=4-c,

Iz jednadzbe (189) i (191) slijedi:

A=¢

Dakle, sposobnost apsorpcije tijela (A) brojcano je jdnaka stupnju crnoce (5) Budu¢idasei 4 i ¢

kre¢u u intervalu od 0 do 1, zakljuCuje se da je sposobnost zraenja realnog sivog tijela uvijek manja

od sposobnosti zracenja apsolutno crnog tijela pri odredenoj temperaturi. Dalje, moze se zakljuciti da

je sposobnost zracenja tijela utoliko veca ukoliko je veca njegova sposobnost apsorpcije i obrnuto.

Tijela koja dobro reflektiraju energiju zracenja, zrace vrlo dobro. U krajnjem slucaju sposobnost

zracenja apsolutno bijelog tijela jednaka je nuli.

Kod tijela koja nisu crna stupanj crnoée ovisi o kutu zracenja zaokrenutog od normale, f, vrsti

materijala, svojstvima njegove povrsine i o temperaturi. Ako se sa g, oznaci prosjecni stupanj crnoce u

smjeru normale moze se izraunati stupanj crnoce za:

— sjajne metalne plohe: e=12-¢,
— nemetalne glatke plohe: £=095-¢,
— hrapave plohe: e=098-¢,

3.3.1. Izmjena topline izmedu dvije ravne ploce
Dva ili viSe tijela izmjenjuju toplinu zrac¢enjem, pri ¢emu i toplo i hladno tijelo zrace, ali

izmijenjeni toplinski tok uvijek ide s toplijeg na hladnije tijelo. Na izmijenjenu koli¢inu topline utjece
i medusobni polozaj ta dva tijela.

120




Prijenos tvari i energije

Q
;‘AI

%

N
1=

o

5

i

*§$’V )
e\ (

/!
N
) D
Slika 3.45. Izmjena topline zracenjem izmedu dvije ravne ploce
Prijenos topline izmedu dvije ravne ploc¢e moze se izraziti na sljede¢i nacin:
PN (/0 R A
49=49, =9, =¢ 100 21700
odnosno:
. (nY (Y
=927 100 100

gdje je c,_, ukupni koeficijent zracenja tijela ili tzv. reducirani koeficijent zracenja. Reducirani
koeficijent zraCenja izraZava se na temelju pojedinacnih koeficijenata zracenja:

Izraze li se koeficijenti zracenja preko stupnja crnoce (c =& co) jednadzba (__ ) piSe se u obliku:

Co

01722 1 1
—t—-1

& &

Reducirani stupanj crno¢e definira se na sljede¢i nacin:
1
1 1
—+—-1
& &

€1y =

Ukoliko se toplinsko zracenje odvija izmedu dvije povrSine koje su pod odredenim kutom, toplinski
tok je proporcionalan projekciji povrsine vidljivoj iz polozaja druge povrsine i obrnuto proporcionalan
kvadratu udaljenosti. Prema Lambertovom zakonu:
0=0, cos(f)=gq, -dd-cos(f)
¢n je gustoca toka okomita na povrSinu.
Za dva tijela u prostoru vrijedi:
- . cosf-cosf
0=0, % -dA

[ ——

®»
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odnosno:
0=0,-¢
gdje je @ vidni kut.

Konacno slijedi:

oo (]

3.3.2. Zracenje u zatvorenom prostoru

Za ilustraciju se razmatra slucaj izmjene topline izmedu dviju povrsina pri ¢emu je jedna u
potpunosti okruzena drugom. Pri tome vrijedi:
— s povrsine 1 sve zrake moraju pogadati tijelo 2
— tijelo 2 mora biti glatko
— dio zraka tijela 2 ¢e pogadati tijelo 1 a dio tijelo 2

Slika 3.46. ZraCenje u zatvorenom prostoru (obuhvaceno tijelo)

Na tijelo 4, dospjeva samo dio energije zracenja s tijela 4, . Mjerodavna je povrSina stoga manja
povrsina 4, .
Izmjenjena toplina moze se izracunati na sljedeci nacin:

: Y (1Y
O, =¢.,-4 [(m} _[ﬁ) ]

pri ¢emu je ukupni koeficijent zracenja:

c_:

P4 (11
7_}_7. -
o A, \ey ¢

Akoje A4, >> A4, ¢, =¢, teslijedi:

. Y\ (1Y
QI—ZZCI'AI'[(ﬁ) _(ﬁj ]
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3.3.3. Intenzifikacija i zaStita od toplinskog zracenja

Intenzifikaciju toplinskog zracenja najjednostavnije je posti¢i ili poviSenjem temperature ili
povisenjem stupnja crnoce, odnosno povisenjem ukupnog zajednickog koeficijenta zracenja (clf2 )

Zastita. S druge se strane javlja problem smanjenja toplinskog zracenja, a kao uspjeSan nacin
pokazala se primjena tzv. toplinskih zastora koji ne dovode nite ne odvode toplinu. To su najcesce
polirane povrsine (npr. aluminijska folija) koje osiguravaju stacionarnost prijenosa topline. Ukoliko se
izmedu dvije paralelne plohe postavi toplinski zastor smanjuje se gustoca toka zracenja (uvodenjem
novog otpora).

=)

|

AN

N

toplinski zastor > smanjenje utjecaja
toplinskog zracenja

Slika 3.47. zastita od toplinskog zracenja

Zbog jednostavnosti se uzima da je:
€ =C,=C &1 76,786
Gustoca toka topline s povrSine 4, na povrsinu 4, bez zastora:
LY _ (%)
s =Cis —_ _ —=
h2 =427 10 100

Gustoca toka topline s povr§ine A, na povr§inu zastora A, :

o lmy
T2 =" 700 ) 100

Gustoca toka topline s povrsine zastora A, na povrsinu A, :

Lo (R (Y
T2 =271 100 100

U stacionarnim uvjetima ¢q,, =¢,_,

(&) (&) (2]

pa slijedi:
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qz.z=C.E[(1%0j“_(l%n_(l%”
S R

S brojem zastora smanjuje se gubitak energije zracenja:
1
q,, (uzzastor)= 3 q,, (bezzastora)

Ukoliko se poveca broj zastora:

q (uz n zastora) = L -q (bez zastora)
n+1

3.3.4. Toplinsko zracenje plinova

Plinovi su uglavnom propusni za zracenje, a zracenje apsorbiraju ili emitiraju u uskom rasponu valnih
duljina - selektivno zracenje.

Plinovi se sa stanoviSta toplinskog zraCenja i1 apsorpcije energije ponasaju ovisno o
molekulskoj strukturi. Mono i diatomski plinovi i pare su prakticki u potpunosti prozra¢ni —
diatermicki. Viseatomni plinovi (CO,, H,O) imaju sposobnost visoke emisivnosti i apsorpcije topline,
ali samo u odredenim intervalima valnih duljina (IC podruc¢je). N,, O,, i plinovi simetricne
molekularne strukture propusni su pri nizim temperaturama

apsolutno crno tijelo

I, W/cm2um!

vieatomni plin

A, pm

Slika 3.48. Zraenje plinova

Za razliku od plinova, Cvrsta tijela zrate u kontinuiranom dijelu spektra. Kod plinova se
energija zracenja apsorbira po cijelom volumenu koji zauzimaju, dok kod Cvrstih tijela samo na
povrsini jer su neprozracna.

Zracenje ovisi o temperaturi, sastavu, gustoci i geometriji plina (zraci cijelim volumenom). Pri opisu
procesa uvode se odredena pojednostavljenja. Uglavnom se pretpostavlja da je plin u termodinamickoj
ravnotezi pa se stanje plina se moze definirati jednom temperaturom, te se plin moze smatrati sivim
odnosno apsorpcija i emisija zracenja mogu se okarakterizirati jednim parametrom, A=¢.

Stupanj crnoce ovisi o temperaturi, parcijalnom tlaku i debljini sloja:

gpl zf(TapaZ)
Smjese plinova imaju manju ukupnu energiju zracenja od sume pojedinacnih jer jedan plin
apsorbira dio energije zra¢enja drugog plina.
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Na slici 3.49. prikazan je spektar za smjesu CO, i vodene pare. Moze se vidjeti da se valne duljine CO,
i H,O preklapaju. U tom se slucaju ukupan stupanj crno¢e moze izracunati iz:
Eg = €0 T Eco, ~AE

Pri ¢emu je A¢ tabeliran.

9, ]
<
Q i Coz l
>0
g I vodena para
+— | ! i N
[\
= |
S |
<
[\ |
+ |
<
(o] T T
0 14 16 1€

valna duljina, pm
Slika 3.49. Zracenje smjese plinova

3.3.5. SloZeni prijenos topline zra¢enjem i konvekcijom

Ukoliko povrsina tijela ima znatno viSu temperaturu od okoline, potebno je pri proracunima
uzeti u obzir prijenos topline u okolinu i toplinskim zra¢enjem i konvekcijom.
Povrsina konvekcijski predaje (ili prima) toplinu okolini i zraéenjem drugom tijelu, pri cemu je okolni
fluid propustan za zraCenje.
Ukupni koeficijent prijenosa topline racuna se prema:
Qe = Agopy T Xygq

qkonv
T2 Tk
Tox
T
9;
o
A

Slika 4.50. Prijenos topline zracenjem i konvekcijom

Ukupno prenesena toplina:

Quk = Qkonv + Qrad

Obzirom da se koeficijenti konvekcijskog prijelaza topline i izmjene topline zracenjem svode na istu
povrsinu i istu razliku temperatura, toplinski tok zbog zracenja moze se izraziti analogno konvekciji:

Qr =a, A(Ts _Tok)
Pa je koeficijent prijelaza topline zracenjem:
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oo O
A4- (TS - Tok )
Kako je:
4 4
. T. T
—g-co-A- s _ ok
Or 0 {(100} (100} ]
Izjednacavanjem izraza i dobiva se za koeficijent prijelaza topline zra¢enjem:
Ts ! Tok )
6‘ . co . —
100 100
a, =
(Ts - Tnk )

Gustoca konvekcijskog toka topline jednaka je:
dx =, (Ts _Tok)
Ukupna gustoca toplinskog toka:

Gu=qx +qp =, (T, =T, )+ &-c s 4— &4
uk K R 1 s ok 0 10 100

Odnosno:

du =9k T4r = '(Ts _Tok)+ar '(Ts _Tok)

Konacno se moze pisati:

q :(Ts _Tok)‘aekv

Gdje je a, je slozeni ili ekvivalentni koeficijent prijelaza topline.

Dronv

T

9.

a

7
p Tzé

Slika 4.51. Prijenos topline zracenjem i konvekcijom izmedu dva tijela

Ukoliko u procesu izmjene topline sudjeluje i drugo tijelo koje je na temperaturi 75, koeficijent
prijelaza topline zraenjem racuna se za 7, =7, koriStenjem izraza .

Akoje T, #T,, koeficijent prijalaza topline radijacijom rauna se prema:

_c..p. h=h_
azr_CIZ ﬂ (Tl_].;k)

Pri ¢emu se S ocita sa dijagrama prikazanog na slici 4.52.
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=100 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
EIOC -

Slika 4.52. Korekcijski faktor za izracunavanje o

3.3.6. Prijenos topline pri promjeni agregatnog stanja

Najces¢i procesi kod kojih dolazi do promjene agregatnog stanja homogenih jednofaznih sustava
tijekom izmjene topline su vrenje kapljevine i kondenzacija pare. Kod oba procesa ostvaruju se velike
brzine prijenosa topline. Tijekom promjene agregatnog stanja mijenjaju se gustoca, viskoznost,
specificni toplinski kapacitet i toplinska vodljivost, a latentna se toplina ili trosi ili oslobada. Zbog
slozenosti procesa koeficijent prijelaza topline se procjenjuje koristenjem empirijskih korelacija.

3.3.6.1. Vrenje kapljevina

Kada je povrSina u kontaktu s kapljevinom na temperaturi ve¢oj od temperature zasi¢enja
dolazi do vrenja. Gustoc¢a toplinskog toka ovisi o razlici temperatura izmedu povrSine i temperature
zasi¢enja.

Pri vrenju kapljevina prijenos topline je jo$ sloZeniji fenomen nego $to je to slucaj bez
promjene agregatnog stanja jer, izmedu ostalog, nastaje dvofazni sustav. Na prijenos topline moze
utjecati vise faktora:

— Cvrsta stijenka (horizontalna ili vertikalna)
— stanje kapljevine (na temperaturi vrelista ili pothladena)
— gibanje ili mirovanje fluida

Vrenje se provodi na povrsini grijaceg tijela (elementa) ili u masi fluida. Nema egzaktnog analitickog
rjeSenja problema vec¢ se proracuni provode na temelju empirijskih izraza.

Vrenje na povrsini grijaceg elementa

Fluid struji preko grijaceg elementa i dio fluida koji je neposredno uz stijenku zagrijava se i nalazi u
stanju vrenja, dok su udaljeniji slojevi fluida pothladeni. Mjehuri¢i pare se od povrsine grijaca gibaju
kroz hladnije dijelove kapljevine gdje iSCezavaju tako da nema potrebe za prostorom za otparavanje.
Ovaj nacin vrenja naziva se pothladeno vrenje pri protjecanju. U ovom se slucaju govori o dvofaznom
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strujanju pare i kapljevine. Na slici 4.53. prikazano je kako se ovisno o mehanizmu vrenja mijenja
vrijednost koeficijenta prileaza topline. Pothladena kapljevina ulazi u cijevni ispariva¢ grijanih stjenki.
Na pocetku je vrenje lokalno (mjehurasto). Porastom koli¢ine mjehurica koji se podizu prema gore
raste 1 vrijednost koeficijenta prijelaza topline. Sa sve ve¢om koli¢inom pare strujanje postaje prvo
¢epoliko a zatim anularno. Kod anularnog strujanja kapljevina tvori tanki sloj uz samu stjenku a para
struji kroz srediste. Toplina se sa zagrijane stjenke prenosi kondukcijski kroz sloj kapljevine a do
isparavanja dolazi na granici faza. Pri odredenom protoku pare dolazi do inverije faza (para postaje
kontinuirana faza a kapljevina disperzna-kapljice). U tom trenutku dolazi do naglog pada vrijednosti
koeficijenta prijelaza topline obzirom da se sada toplina prenosi kroz paru koja ima znatno nizi
koeficijent toplinske vodljivosti od kapljevine. Kada strujanje postane jednofazno (samo para)
koeficijent prijelaza topline moZze se procijeniti iz korelacija za prisilnu konvekciju.

Za vrenje vode u uvjetima prisilne konvekcije unutar vertikalne cijevi predloZena je jednostavna
korelacija za procjenu koeficijenta prijelaza topline (0,5 MPa < p <17 MPa):

a=2,54-AT> -e?'H!

Ovdje su: AT - razlika temperatura povrsine i zasi¢ene kapljevine, °C
p - tlak, MPa

Para E
'
¥
Suha |
stjenka Kapljice
Inverzija faza
Vrenjeu
masi Anularno
A C
Prijelazno f Aot B e— C S e
| S o v E
_+——”- 3 = 3 %E" < s
I 1 | B 5 = ° P
| g = 22 25 IS g %3
Cepoliko = z & — g 2 2 2 2
B EE R : 2
() AEEEE g 2
TR ""l' B = k= &<l 5 5 £ g
20’23 o f = i
S | =k | = =
:‘Qf Prijelazno g / £
WA 2
poae =° (5}
J =
okalno ettt |
vrenje [ 4 Mjchurasto Vi
S e 7 1 1 i
t—=__] Kapljevina 4 | :
0 100
Pothladena kapljevina Pregrijana para
14

Slika 4.53. Mehanizmi vrenja tijekom strujanja u isparivacu

Vrenje u masi fluida

Vrenje se odvija u ogranicenom prostoru ispunjenim kapljevinom u koji je uronjen grijac.
Temperatura vreliSta ovisi o dubini uranjanja (zbog hidrostatskog tlaka). Mjehuri¢i pare nastaju na
povrsini grijaca, prolaze kroz masu kapljevine i oslobadaju se na povrsini te odlaze u prostor za paru.
Ovaj nacin vrenja naziva se vrenje zasic¢ene kapljevine buduci da su para i kapljevina u ravnoteZi na
temperaturi vrenja. Koeficijent prijelaza topline i fluks topline ovise o razlici temperatura §to se moze
prikazati dijagramom na slici 4.54.
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Slika 4.54. Ovisnost prenesene topline i koeficijenta prijelaza topline o temperaturnoj razlici

Toplinski fluks se izrazava jednadzbom:

q:

a-AT

gdje je AT razlika temperature grijaca i kapljevine

Tok krivulje ovisi o stanju fluida §to se moze podijeliti u nekoliko faza:

AB

- praktic¢ki linearna ovisnost, kapljevina u blizini grijaca podgrijava se zbog ¢ega dolazi do

lokalne razlike temperatura i javlja se prirodna konvekcija. Dakle, toplina se prenosi
konvekcijski a do isparavanja dolazi na granici faza. Koeficijent prijelaza topline moze se
procijeniti koriStenjem korelacija za prirodnu konvekeiju.

- stvaraju se mjehuri¢i pare koji svojim snaznim gibanjem intenziviraju prijenos topline jer

svaki mjehuri¢ predstavlja nukleus ili jezgru vrenja te se ova faza naziva nukleacijsko
vrenje. Jo$ uvijek je znatan dio grija¢a u neposrednom kontaktu s kapljevinom.
C - kritiéna temperatura = malom promjenom temperature dolazi do naglog pada koeficijenta

prijelaza topline

- porastom temperaturne razlike mjehuri¢i nastaju tako brzo da potpuno prekriju ogrjevnu

povrsinu te sprjeCavaju dolazak svjeze kapljevine na grijanu povrSinu - dolazi do
koalescencije i stvaranja tankog filma pare koji prekriva povrSinu — nestabilno mjehurasto
vrenje. Toplina se mora voditi (kondukcija) kroz taj film do kapljevine gdje utjece na vrenje
—> dolazi do smanjenja toplinskog toka i pada vrijednosti koeficijenta prijelaza topline.

- grijac je u potpunosti prekriven stabilnim filmom pare te se tu odvija povrSinsko vrenje ili

vrenje u filmu (kao kapljice na vru¢em glacalu; zbog filma pare one skakucéu po povrsini).
Da bi se odrzao stabilno vrenje u filmu (tankom sloju) potrebne su velike temperature
povrsine. Zbog izrazito velike temperaturne razlike dolazi do izrazaja i toplinsko zracenje
zbog Cega se povecava brzina prijenosa topline.
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Neki od navedenih mehanizmi vrenja slikovito se mogu prikazati na primjeru zagrijavanja Zice
uronjene u kapljevinu (Slika 4.55.). Zica se grije na jednom kraju. S udaljeno$éu od mjesta
zagrijavanja smanjuje se temperatura Zice pa je moguce zapaziti nekoliko mehanizama vrenja. Na
najudaljenijem dijelu od mjesta zagrijavanja moze se uociti nukleacijsko vrenje (stvaranje mjehurica).
S porastom temperature Zice vrenje prelazi u razvijeno nukleacijsko, prijelazno i uz samu stjenku
kapljevina vrije u tankom sloju.

Slika 4.55. Zagrijana bakrena zica uronjena u kapljevinu

U praksi je potrebno proces voditi u podrucju nukleacijskog vrenja jer se tada postizu
optimalni uvjeti s obzirom na utroSak energije i postignute efekte, a izbjegava se i pregrijavanje
grijaca.

Koeficijent prijelaza topline u podrucju nukleacijskog vrenja ovisi o nizu parametara:

azf(T,p,r,n,a,/l,cp)
gdje je: r - latentna toplina isparavanja
o - napetost povrsine
U praksi se koriste empirijski izrazi koji uzimaju u obzir sve navedene varijable. U slucaju vrenja vode
pri atmosferskom tlaku, postoje pojednostavlje korelacije:
Horizintalna povrsina:

g <16 kW/m* a=1042-AT'?
16 < g <240 kW/m? a=556-AT"
Vertikalna povrsina:

g <3 kW/m* a=537-AT""
3<q <63 kW/m® a=1796-AT?

Ako se vrenje odvija pri nekon drugom tlaku, vrijednost koeficijenta prijelaza topline se korigira
koriStenjem sljedeceg izraza:

0,4
p
a,=a, | —
: (Plj
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3.3.6.2. Kondenzacija pare

Do kondenzacije dolazi kada zasi¢ena para dode u kontakt s povrS§inom koja je na nizoj
temperaturi. Kapljevina (kondenzat) se sakuplja na povrsini odakle se cijedi pod utjecajem gravitacije.
Toplina se prenosi kondukcijski a brzina prijenosa topline ovisi o debljini sloka kapljevine koji pak
ovisi o brzini kondenzacije i brzini uklanjanja kapljevine s povrSine. Dva su osnovna nacina kojima
dolazi do kondenzacije pare: kaplji¢na kondenzacija i kondenzacija u tankom sloju (slika 4.56.).

kapljicna kondenzacija

a S
- - - .
~'-’ - - - e
- - . » F

glatka ploha

Slika 4.56. kaplji¢na kondenzacija i kondenzacija u tankom sloju

Kapljicasta kondenzacija

Javlja se kada kondenzat slabo kvasi povrSinu na kojoj nastaje (velik dio povrSine u direktnom je
kontaktu s parom). Kapljica se u trenutku dostizanja odredene (dovoljno velike) veli¢ine otkida i
uklanja s povrSine. Zbog toga je prijenos topline bolji budu¢i da nema toplinskog otpora filma
kapljevine, a koeficijent prijelaza topline je i do 20 puta veci nego §to je to slucaj kod povrsinske
kondenzacije. Medutim, uvjete za kapljicnu nije moguce odrzavati dovoljno dugo vremena
kondenzaciju jer se s vremenom stvori tanki sloj, pa dolazi do kondenzacije u tankom sloju.

Povrsinska kondenzacija (kondenzacija u tankom sloju)

Provodi se na vertikalnim ili kosim povrSinama, a rijetko na horizontalnim. Koeficijent prijelaza
topline ovisi o debljini filma. U praksi se proracuni svode na ovaj tip kondenzacije jer se kod
kapljicaste kondenzacije ne moze definirati prekrivena povrsina.

Slika 4.57. kondenzacija u tankom sloju
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Povrsina izmjene topline blokirana je tankim slojem kapljevine, a debljina sloja raste kako se sloj
slijeva. Unutar sloja postoji temperaturni gradijent jer sloj predstavlja otpor prijenou topline.

Korelacije za procjenu koeficijenta prijelaza topline dane su sljede¢im izrazima:

3
Vertikalni zid: G =094 | & Pata
vo-H-(T" - Ty)
: . _ Py
Horizontalni zid: a=0,72- & P ’; fl
nove -H-(T" =Ty )-d
gdje je: H - visina stijenke koja je kvaSena kondenzatom
T* - temperatura zasi¢enja
n - broj cijevi kondenzatora

Vrlo je nepozeljno prisustvo nekondenziraju¢ih plinova budué¢i da oni blokiraju povrSinu. Ako je
omjer tlakova inerta i ukupnog tlaka:

0,01 < Linert_ -0 4
pukupni

o. . p .

. . . smjese ukupni

potrebno je uvesti korekciju: T ~0,1- /—p
aéiste pare Pinert
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4. PRIJENOS TVARI

Procesi prijenosa koli¢ine gibanja i topline ukljucivali su jednokomponentne sustave s
prirodnom tendencijom prema postizanju ravnoteznog stanja.

Ako neki sustav sadrzi dvije ili vi$e razli¢itih komponenti Cije se koncentracije razlikuju od
tocke do tocke u prostoru, tada postoji prirodna tendencija da se tvar prenosi ¢ak i kod minimalnih
razlika koncentracija. Prijenos jedne komponente iz podrucja vise koncentracije prema podrucju nize
koncentracije naziva se prijenos tvari. Ta se pojava uocava svakodnevno jednako kao i prijenos
koli¢ine gibanja i prijenos topline.

U industriji se prijenos tvari javlja u procesima kao §to su adsorpcija, apsorpcija, destilacija,
ekstrakcija, kristalizacija, susenje, sve kemijske i biokemijske reakcije.

Cesto se uz prijenos tvari istovremeno odvijaju i procesi prijenosa koli¢ine gibanja i topline.
Prijenos tvari uz prijenos topline temelj je toplinskog procesnog inzenjerstva koje proucava toplinske
separacijske procese.

Mehanizam prijenosa tvari, kao i mehanizam prijenosa topline, ovisi o hidrodinamickim
uvjetima u sustavu. Prijenos tvari moze se odvijati molekularnim mehanizmom (difuzija) ili
konvektivnim mehanizmom (vrtloZznim). Pri tome je difuzija analogna prijenosu topline kondukcijom,
a konvekcija prijenosu topline konvekcijom. U slucaju kada djeluju oba mehanizma, odnosi su vrlo
slozeni te se za dobivanje aproksimativnih modela koji opisuju proces primjenjuje ogranicavajuci
mehanizam, odnosno mehanizam koji pruza veci otpor prijenosu.

Kao i kod dugih procesa i kod prijenosa tvari vrijedi zakon oCuvanja:

dx . .
V- - = Vul : XV ul - I/izl : XV izl + Vr
dt . ,ul. . ,izl.
AKUMULACIJIA = ULAZ - 1ZLAZ + GENERACIJA

X, - predstavlja koli¢inu prenesene tvari po jedinici volumena, a izrazava se kao molarna
koncentracija C, mol m™ ili masena koncentracija 7 , kg m™.

Kod prijenosa tvari javljaju se i odredene posebnosti:

o akumulacija tvari uzrokovana kemijskom reakcijom ovisi o ¢itavom nizu faktora (molne
koncentracije reaktanata, temperatura), a Cesto je zbog prisutnosti kemijske reakcije potrebno
uzeti u obzir i generiranje koli¢ine tvari i topline.

o povrSinu faza izmedu kojih se odvija prijenos tvari Cesto je teSko definirati jer je Cesto
pokretna ili se mijenja tijekom procesa (reakcija izmedu dva fluida). Kod prijenosa topline i
koli¢ine gibanja jedna je faza Cesto povrSina Cvrste faze.

J vrijednost prijenosnog koeficijenta kod malih vrijednosti Reynoldsove znacajke (koeficijent
difuzije D) izrazito je niska u odnosu na kinemati¢ku viskoznost ili koeficijent toplinske
vodljivosti. Zbog toga je gustoca toka (fluks) prijenosa tvari znatno manja u odnosu na
gustoce toka topline ili koli¢ine gibanja. Medutim, ve¢ kod malih brzina strujanja povecava se
koli¢ina prenesene tvari vrtloznim mehanizmom, a takoder i molekularnim mehanizmom u
smjeru protjecanja. Gustofa toka se povecava jer se pokretacka sila tijekom procesa
konstantno odrzava velikom.
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4.1. Prijenos tvari difuzijom

Difuzija je, u Sirem smislu, migracija jedne vrste ¢estica tvari unutar smjese koja se sastoji od
dvije ili viSe komponenata. Takav nacin prijenosa u pravilu je spor te ¢esto predstavlja ogranicavajuci
(mjerodavni) faktor kod mnogih separacijskih procesa ili kod kemijske reakcije. Do prijenosa dolazi
zbog pokretacke sile (razlika koncentracija). Dakle, ako u nekom sustavu postoji razlika koncentracija
po prostoru promatrane vrste ¢estica, u tom slu¢aju do prijenosa dolazi od mjesta veée koncentracije
prema mjestu manje koncentracije. Drugim rije¢ima, difuzija je molekularni mehanizam prijenosa
tvari s mjesta viSeg ka mjestu nizeg kemijskog potencijala neovisan o konvekciji. Proces prijenosa
traje dok se u promatranom sustavu koncentracije izjednace, odnosno dok se ne uspostavi ravnotezno
stanje.

[e) o) 9 )
o
o OO‘£O @ ©
olo o
e} o o
0% o ® OooO °
o o o 0o o ©
%0 o
o o Oo
o ] ‘—O o o
o © 0 o © o © o %o
(@) OOO OOOOOO
© 6 o°|° o &°
o 9 o0 ge=R ©°% g,

Slika 4.1. Molekularni mehanizam prijenosa tvari

Zakoni koji opisuju proces prijenosa tvari daju vezu izmedu gustoce toka tvari koja difundira i
gradijenta koncentracije odgovornog za prijenos tvari. Kvantitativni opis procesa mnogo je slozeniji
od opisa procesa prijenosa koli¢ine gibanja i topline do kojih dolazi u jednofaznom sustavu, obzirom
da do prijenosa tvari dolazi u smjesama pa je potrebno uzeti u obzir utjecaj svake pojedinacne
komponente.

Proces prijenosa tvari moze se odvijati u stacionarnim i nestacionarnim uvjetima. U
stacioanrnim uvjetima prijenos tvari se odvija uz konstantni koncentracijski gradijent.

Stacionarni procesi: % =0. (4.1)
Nestacionarni procesi: % #0. 4.2.)

Koncentracija

Slika 4.2. Kontrolni volumen visekomponentne smjese

Sastav visekomponentne smjese izrazava se koncentracijom (masena, molarna, udio pojedine
komponente u smjesi).
Masena koncentracija:
- definira se kao masa komponente A u jedini¢nom volumenu smjese, 74, kgm™
Ukupna masena koncentracija ili gustoca
- ukupna masa smjese sadrzane u jedinicnom volumenu
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V= i Vi 4.3)

mase;lli udio

w, =L Ta_ T (4.4)
Xro o Xm

Molnaliloncentracij al,:ch, molm-3:

¢, = AZ AA 4.5.)

Koncentracija komponente plinske smjese izrazava se Cesto parcijalnim tlakom. Ako se plin ponasa
kao idealan:

ny Py
C = —— 4.6.
AT TR (4.6.)
Gdje su:

— pa—parcijalni tlak komponente A u smjesi

— n4—broj molova komponente A

R — plinska konstanta

— V —volumen plina

T — apsolutna temperatura

Ukupna molna koncentracija, ukupni molovi smjese u jedinicnom volumenu racunaju se prema:

c= ic[ 4.7.)
i=1

Za smjesu idealnih plinova:
ng _ P

= = —— 4.8-

V' R-T (48,
Gdje je: P — ukupni tlak
Molni udio komponente A u kapljevitoj ili cvrstoj smjesi:
x, =4 (4.9.)

c

Za smjesu plinova:

c
Vi= j‘ (4.10.)
Odnosno za idealne plinove:

P4
_S4_RT _Pas 4.11.
yA c P P ( )
R-T
Koncentracije se mogu preracunati jedna u drugu koristenjem sljedecih izraza:
v,=c, M, (4.12))
Du

X, = M, (4.13)

Du | P

M, M,
0, =— Y1 M (4.14.)

XM +xp-Mg

U tablici 4.1. dani su izrazi za dvokomponentnu smjesu.
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Tablica 4.1. Nacini izraZzavanja koncentracije

Molna koncentracija .
— - Masena koncentracija
kapljevina plin
smjesa, ¢
J c:l c:ﬁz—P %p
V V R-T
komponenta A n, ng Py VAs Pa
cy=— c ===
M, V. R-T
komponenta B g ng P 78, OB
CB = — CB = —=
M, V. R-T
udio A c c, n,; p /4
x, =4 y,=ala_Pa w, =74
P /4
udio B c c n 4
X =-L yy=t=ls _Pb w, =12
c P /4
c=cyt+Cy V=Yat7s
I=x,+x,4 I=y,+y, l=w,+w,

Brzine

U visekomponentnom sustavu razli¢ite komponente ¢e se kretati razli¢itim brzinama, pri tome se
mogu izracunati masena i molna srednja brzina

n n
Zpi Vi zpi Vi
_ izl _ izl
n
P
Zpi
i=1
n n
Zci Vi Zci Vi
_ izl _ =l
u c
2.6
i=1

v (4.15.)

v (4.16.)

Gustoca toka tvari

Masena ili molna gustoca toka je vektorska veli¢ina koja oznac¢ava koli¢inu (masa ili mnozina) tvari
koja se u jedini¢nom vremenu prenese preko jediniéne povrsine i izrazava se u kgm™s™ ili kmolm™s™.

Gustoca toka tvari (fluks tvari) za molekularni mehanizam prijenosa moze se opcenito pisati:

L (4.17.)
y
odnosno:
) d m
Ja="Dxg (Aj =— (4.18.)
dZ T,p=const. A
ili
d .
Ja="Dpp [%} == (4.19.)
Z T,p=const.

Sto predstavlja I Fickov zakon.

Molna gustoca toka tvari u stacionarnim uvjetima proporcionalna je razlici koncentracija i obrnuto
proporcionalna udaljenosti, odnosno putu difuzije.
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Ovdje su: Va - masena koncentracija komponente A, kg m™

Ch - molna koncentracija komponente A, mol m”

D,  -koeficijent difuzivnosti, m*s™

y - udaljenost, otpor

dc o . . .. .

dA - koncentracijski gradijent (promjena koncentracije okomito na z
zZ
A — povrsina izmjene tvari, m*

Za dvokomponentnu smjesu, A i B, moze se pisati:
Ja:=Cy va,z -7.) (4.20.)

z

Izjednacenjem s Fickovom jednadzbom (4.19.) uz (4.10.):

(v V)= Dy P (421
’ dz
i preuredenje dobiva se:
d
cA-vA’Zz—c-DAB-%JrcA-Vz (4.22))
7
koristenjem izraza za brzinu (4.16.):
1
Vz :_'(CA .vA,z +CB 'VB,Z) (423)
c
dobiva se izraz za gustoca toka komponente A u odnosu na koordinatu z :
dy
Cqp vy, =—C-Dyy -d—ZA+yA '(CA V. tCp -vB,Z) (4.24)
Ako se sa:
N,=c, v, (4.25)

oznaci gustoc¢a toka komponente A, dobiva se:
d
Ny :_C'DAB'%-F)}A.(NA,Z_'—NB,Z) (4.26.)
Dakle, opcenito se moze pisati u vektorskom obliku:
Ny==c-D-Vy,+y,-(N,+Ny) (4.27.)

Gdje prvi ¢lan izraza predstavlja doprinos zbog gradijenta koncentracije, J5, a drugi ¢lan doprinos
zbog gibanja mase > komponenta A prelazi u masu fluida.

Ovdje je:
0 0 0
Vi, =| Lo || L)y | L (4.28))
Ox oy oz
Analogni se izrazi mogu pisati za masenu gustocu toka:
m,=—p-Dy Vo, +o,-(m,+m) (4.29.)
My=y, v, (4.30.)
My =yp- Vg (4.31)
ny=-D,, -Vy,+o, (n,+ny) (4.32.)

Do prijenosa tvari uglavnom dolazi izmedu dvije faze. Na primjer kod destilacije lakse hlapiva
komponenta prelazi iz kapljevite faze u paru, a teze hlapiva komponenta iz pare u kapljevinu.

Difuzijski koeficijent

Koeficijent proporcionalnosti u I Fickovom zakonu naziva se koeficijent difuzije. Prema definiciji
moze se izraCunati iz navedenog zakona za difuziju u smjeru osi z:
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D Tz (4.33))
B (de, | dz) o
Difuzijski koeficijent ima istu jedinicu [m%/s] kao i odgovarajuée veli¢ine vezane uz prijenos koli¢ine
gibanja i prijenos topline, odnosno kinematicka viskoznost, v i toplinska difuzivnost, a (koeficijent

temperaturne vodljivosti).

Difuzijski koeficijent ovisi o temperaturi, tlaku i koncentraciji. Vrijednosti koeficijenta difuzije
najvece su za plinove, a zatim slijede kapljevine i ¢vrsta tijela. Difuzijski se koeficijent moze odrediti
eksperimentalno, a u nedostatku eksperimentalnih podataka koriste se odgovarajuce korelacijske
jednadzbe.

Difuzija u plinovima

Vrijednosti difuzijskog koeficijenta kreéu se oko reda veli¢ine 10° m?s. Litertura nudi velik broj
korelacija za procjenu difuzijskog koeficijenta dvokomponentnih smjesa. Koncentracija ne utjece na
njegove vrijednosti pri atmosferskom tlaku, a pri viSim ili nizim tlakovima taj je utjecaj zanemariv.
Utjecaj tlaka prili¢no je slozen, no za veéinu sustava moze se re¢i da umnozak difuzijskog koeficijenta
i ukupnog tlaka, D - P, ne ovisi o tlaku do 25 atm. Pri viSim tlakovima navedena vrijednost opada.
Difuzijski koeficijent raste s porastom temperature. Za viSekomponentne smjese potrebno je
poznavanje difuzijskih koeficijenata pojedinih komponenti I odgovaraju¢ih molnih udjela, pa se
difuzijski koeficijent moze procijeniti prema (na primjer difuzija komponente 1 u rokomponentnoj
smjesi):
1-y

Yy /Dy +y3/ Dy

(4.34.)

D1,2,3 =

Difuzija u kapljevinama

Za procjenu koeficijenta difuzije potrebno je znati o kakvom se sustavu radi (elektroliti ili
neelektroliti, te razrijedene ili koncentrirane otopine). Difuzija u kapljevina javlja se mnogim
separacijskim procesima (destilacija, ekstrakcija, apsorpcija). Vrijednosti koeficijent difuzije nalaze se
u intervalu od 10° — 10"° m?s. S porastom temeprature raste i vrijednost koeficijenta difuzije.
Porastom koncentracije razrijedene otopine difuzijski koeficijent moze rasti ili padati. U otopinama
elektrolita pri malim koncentracijama prvo opada a zatim raste s porastom koncentracije. Ukoliko je
poznat koeficijent difuzije pri jednoj temperaturi, moze se procijeniti njegova vrijednost pri nekoj
drugoj temperaturi:

Dn 1 M (4.35.)
T, T, T, M,
Ovdje su: T - temperatura, K

D - difuzijski koeficijent, m*/s

n - dinamicka viskoznost, Pa s

Difuzija kroz porozna ¢vrsta tijela

Prijenos tvari difuzijom kroz poroznu sredinu (npr. kod suSenja) je slozeni proces i Cesto ukljucuje
viSe mehanizama prijenosa, pa se u ovom slucaju govori o efektivnom difuzijskom koeficijentu.
Efektivni difuzijski koeficijent, osim $to ukljucuje razli¢ite mehanizme prijenosa tvari, uzima u obzir |
heterogenost materijala, pa se za opis procesa moze koristiti Fickov zakon. Donja granica vrijednosti
difuzijskog koeficijenta iznosi 10> m?s. Porastom temperature i koncentracije raste i vrijednost
difuzijskog koeficijenta. Utjecaj temperature moze se opisati jednadzbom Arrheniusova tipa, dok se
opis utjecaja koncentracije koriste uglavnom emirijske korelacije. U literaturi se mogu pronaci
korelacije koje ukljucujo oba utjecaja.
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4.1.1. Diferencijalna jednadzba prijenosa tvari

Analogno izvedenim diferencijalnim jednadzbama za prijenos koli¢ine gibanja i topline, izvest ¢e se
diferencijalna jednadzba procesa prijenosa tvari. Promotrimo dio procesnog prostora volumena smjese
Ax - Ay - Az kroz koji struji komponenta A (slika 4.3.).

Y

B P (xy.2)

dz

Slika 4.3. Diferencijalni kontrolni volumen

Razlika masenih protoka komponente A:
u smjeru osi x:

(VA,x Pat d(VA,x "P4 ))'dY’dZ_VA,x py-dy-dz :d(vA,x 'pA)‘dy ~dz (4.36.)
u smjeru osi y:

Way pat+dv,, po))dc-dz=v,, -p, -dc-dz=dlv,, - p,) dx-dz (4.37.)
u smjeru osi z:

(VA’Z P +d(vA,Z -pA))‘dx-dy—vA,Z Py ‘dx-dyzd(vA’z -pA)~dx-dy (4.38))
Brzina akumulacije tvari A u kontrolnom volumenu:

% ~dx-dy-dz (4.39.)

Obzirom da je (IZLAZ-ULAZ=AKUMULACIJA) moze se napisati:
0

dv,,-p,)-dy-dz+dlv,, -p,)-dc-dz+d(v,. - p,) dc-dy+ gA cdx-dy-dz=0 (4.40.)
’ ’ ’ t

Ako se jednadzbe podijele s volumenom, i ako se pretpostavi da se radi o infinitezimalno malom

volumenu, dobiva se:

a(VA,x 'PA)+ a(VA,y ’pA)+ a(VA,z 'pA)+ op
Ox oy oz ot

Ukoliko komponenta A nastaje kemijskom reakcijom, potrebno je u jednadzbu  uvrstiti i brzinu
nastajanja, r,, kg/m’s:

ry-dx-dy-dz (4.42)
Pa jednadzba poprima oblik:

a(VA,x P4 ) N a(VA,y 'pA)+ 6(VA,Z P4 ) N op 4

=0 (4.41)

-r, =0 4.43.
ox oy oz oo (443.)
Uz:
n,=v, py (4.44)
Dobiva se:
Vi, + a,% —r, =0 (4.45.)

Ako se radi o dvokomponentnoj smjesi, analogne se jednadzbe piSu i za komponentu B:
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a(VB‘,): 'pB)_}_ a(vB,y .pB)-i- a(VB,Z 'pB)+ apB
ox oy oz ot

op
V}’ZB +5_[B_r3 =0

-1y =0

Za dvokomponentnu se smjesu onda moze pisati za ukupnu gustocu toka tvari:
ny+tng=p,vy+tppg vg=pVv

PstPp=p

te zbog zakona ocuvanja mase:

ry==Tg

Kona¢no se dobiva jednadZzba kontinuiteta za smjesu:

op
V(v-p)+ L =0
(v-p)+ >

Analogne jednadzbe se dobivaju ako se gustoca toka tvari izrazi u molnim jedinicama:

0
Za komponentu A: VN, + Fu _ 4+=0
Ot
ocy
Za komponentu B: VN, + 5 R;=0
0
Za smjesu: v(N, +NB)+(CA5—:CB)—(RA +R,)=0

Ukupna gustoc¢a toka moze se izraziti kao:
N,+Ngyz=c,-v,+cp-vyg=c-v

c,tcy=c

(4.46.)

(4.47.)

(4.48.)
(4.49.)

(4.50.)

(4.51.)

(4.52.)

(4.53.)

(4.54.)

(4.55.)
(4.56.)

Samo u slucaju kada za jedan mol komponente A koja nestaje, kemijskom reakcijom nastaje 1 mol

komponente B vrijedi:
R,=-R,
JednadZba kontinuiteta u opéem obliku:

V(c-v)+%—(RA+RB)=O

Ako se gustoce toka tvari (molne i masene) izraze pomocu jednadzbi:
Ny=—c-D,; -Vy,+c,-v
ny==p-Dy Vo, +p,v
Dobivaju se jednadzbe koje opisuju koncentracijske profile:
9]
~Ve-D,,-Vy, +Vic, -v)+%—RA =0
t

0
—Vp-D,y Vo, +V(p-v)+ ;A

-r, =0
Odnosno:

0
—D Ve, +v-Ve, +c, -Vv+%—RA =0
t

0
—D,Vp,+v-Vp, +p, Vvt gA
t

-r,; =0
Uz odgovarajuca ograni¢enja jednadzbe se mogu pojednostviti na sljedece nacine:

. . oc
—  p1Dyg su konstantni: v-Ve, -I—a—::DAB-VchJrRA

0
v-Vp, +%:DAB Vip, +r,

(4.57.)

(4.58.)

(4.58.)
(4.59.)

(4.60.)

(4.61.)

(4.62.)

(4.63.)

(4.64.)

(4.65.)
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0
—  nema kemijske reakcije: v-Ve, + % =D,, -V, (4.66.)
0
v-Vp, +%:DAB Vip, (4.67.)
.. . aCA 2
— ako nema strujanja fluida: e =D, -Vc, (4.68.)
0
g’t 42Dy Vi, (4.69.)
Jednadzbe 4.68. 1 4.69. analogne su Il Fourierovom zakonu, i predstavljaju II Fickov zakon difuzije.
. . o v . . oc . Op,
Daljnje pojednostavljenje dobivenih jednadzbi vezano je uz stacionarne procese: o =01 o =0
—  p1Dyg su konstantni: v-Ve,=D,;-Vic,+R, (4.70.)
v-Vp,=D, -Vip, +r, (4.71.)
— nema kemijske reakcije: v-Ve,=D,, -V, (4.72.)
v-Vp,=D, -Vp, (4.73.)
— ako nema strujanja fluida: Vie +=0 4.74.)
Vip,=0 4.75.)

Analiticka rjeSenja diferencijalne jednadzbe koja opisuje prijenos tvari dobivaju se ovisno o gemetriji i
definiranim pocetnim i grani¢nim uvjetima. Tako postoje izvedeni izrazi za plocu, cilindar i kuglu, i
ono su analogni jednadzbama koje se koriste za prijenos topline.

Pocetni uvjet: =0 Cc =Cyo

Pa=Pa

Grani¢ni uvjeti:

I.  definirana koncentracija na povrsini: ¢, =c,, ili Pi=Pa
II.  definirana gustoca toka: N,=N, ili n,=n,
III.  definirana brzina kemijske reakcije: N,=k-c, il ng=ky py
IV.  konvekcijski grani¢ni uvjet: Ny=k (cy—cyp)
Ovdje su: k. - koeficijent prijenosa tvari
CAl - koncentracija uz povrsinu
CAso - koncentracija u struji fluida

4.1.2. Prijenos tvari difuzijom u stacionarnim uvjetima

U stacionarnim uvjetima koncentracija u odredenoj tocci ne mijenja se s vremenom. Promatra
se smjesa komponenata A i B koja se giba brzinom v wuzduz osi z. Dakle promatra se
jednodimenzionalni proces prijenosa tvari bez kemijske reakcije.

Slijedom izvoda danog jednadzbama 4.18. do 4.25. dolazi se do izraza koji se koristi za proracun
gustoc¢e toka komponente A u dvokomponentnom sustavu, danog jednadzbom 4.26.

d
NA,ZZ_C'DAB'%_F)}A'(NA,Z +NB,Z) (4.26.)

c
odnosno uz y =—=:
c

d
N,y.=-D '%+CTA'(NA,Z "‘NB,Z) (4.76.)

141




Prijenos tvari i energije

Izraz se moze rijesiti ukoliko je poznat odnos izmedu molnih gusto¢a tokova komponenata A i B.
Primjeri stacionarne difuzije su:

— Jednokomponentna difuzija — difuzija komponente A kroz nepokretnu komponentu B

— Pseudostacionarna jednokomponentna difuzija (granica faza se pomice s vremenom)

— Ekvimolarna protustrujna difuzija
U ovom poglavlju objasnit ¢e se detaljnije difuzija komponente A kroz nepokretnu komponentu B i

Ekvimolarna protustrujna difuzija

4.1.2.1. Difuzija komponente A kroz nepokretnu komponentu B

Ovaj fenomen javlja se kod selektivne apsorpcije ili ekstrakcije komponente A iz smjese A i
B. (Npr. apsorpcija NH; u vodi iz smjese zraka i NH;3). Promatra se gibanje smjese komponenata A i B
brzinom v uz granicu faza.

granica
faza o
Plin \ . Kapljevina

plin B Ng' ! |
RS
z=z, \ S i
N
| Mz i
___________ Az N

Ny 8 1

(NAz)z 7=z ’: ! ”
&ista kapljevina A i g i

1z kapljevine u plin 1z plina u kapljevinu

Slika 4.4. Difuzija komponente A iz jedne u drugu fazu
N,, Ny - gustoca toka difuzije

N,', Ng' - gustoca toka uslijed strujanja

Kroz granicu faza prolazi samo komponenta A. Komponenta B ne prolazi kroz granicu faza veé
recirkulira unutar svoje prvobitne faze. Otpor prijenosu tvari javlja se neposredno uz granicu faza, a to
je difuzijski granicni sloj.

Obzirom da se radi o stacionarnom procesu, prijenos tvari opisuje se sljede¢im izrazom:

dy
Nis==eDyp=oty,: (V. +N,.) (4.26.)
Budu¢i da je komponenta B inertna:
Ny.=0
pa se jednadzba reducira do:
d
Ny.=—Dy- ZA +ya Ny 4.77.)
Z
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Gustoca toka komponente A sada je:
-D, d
P Dy, N,. (4.78.)

N, =
4z -y, dz

Uz pretpostavku da difuzijski koeficijent ne ovisi o koncentraciji te da se gustoéa toka ne mijenja s
duljinom puta difuzije jednadzba se moze preurediti:

Z Y2
N, j dz=c-D,, j 7 (4.79.)
2 Ya I- Ya
Integriranjem gornje jednadzbe za gustoc¢u toka dobiva se:
.D 1—
N, = g Y (4.80.)
R 1=y,

Koncentracija komponente A se mijenja, a koncentracija inertne komponente B, iako ne prolazi kroz
granicu faza, takoder se mijenja budu¢i da se koncentracija komponente A u prvobitnoj smjesi
smanjuje.

Ako je ygm srednja logaritamska koncentracija komponente B

_ Y~ Vg (4.81.)

yB,lm -
ln[me
Y1

Za sluc¢aj dvokomponentnog sustava moze se pisati:
(1_)’A2)_(1_J’A1) Y~V (4.82.)

yB,lm =
h{l_y,qzj h{l_yAzj
=y, l1=y4

Uvrstenjem jednadzbe 4.82. u jednadzbu 4.80. dobiva se :

N,. :c'DAB '(yAl _J’Az) (4.83)
Z; — 2y YBm
Obzirom da je za plinove:
c=t_ P (4.84.)
V. R-T
i
p
V4 =?A (4.85.)
pa jednadzba (4.82) poprima sljede¢i oblik:
= P-D, (pAl _pAz) (4.86.)
R'T'(Zz_zl) Pp.im
gdje je
P - ukupni tlak smjese

Pe.m - logaritamska srednja vrijednost parcijalnih tlakova inertne komponente na ulazu i izlazu.

PB,ulaz ~ PB,izlaz
Peim~=" (4.87.)
pB, ulaz

In
pB,izlaz
Ukoliko plin struji iznad povrsine sa koje se odvija prijenos tvari (slika 4.5.), iz dobivenih se jednadzbi
moze procijeniti koeficinet prijenosa tvari. Naime, koeficijent prijenosa tvari moze se izraziti preko
difuzijskog koeficijenta.
Neka je:
z,—z,=0
JednadZzba 4.86. prelazi u:
_P-Dy (P —Pa) (4.88.)
R-T- 5 pB,lm

A,z
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Uz konvekeijski grani¢ni uvjet (analogno Newtonovom zakonu hladenja):
k

4z = R ‘CT '(PA] - PAz) (4.89.)
Izjednacavanjem jednadZzbi 4.88. i 4.89. dobiva se za koeficijent prijenosa tvari:
k=L D (4.90.)
6 : pB,lm
plin B

Y
kapljevina A
struja plina

zZ= O6----+1 -
720 N, malabrzina strujanja

Slika 4.5. Model tankog sloja za prijenos komponente A u pokretnu struju plina B

4.1.2.2. Ekvimolarna protustrujna difuzija

Ovaj tip prijenosa tvari temelj je proucavanja toplinskih separacijskih procesa kod kojih stalno
dolazi do prijenosa tvari kroz granicu faza u oba smjera (npr. destilacija). U uvjetima ekvimolarne
difuzije vrijedi da je gustoca toka jedne komponente jednaka je ali suprotnog smjera gustoci toka
druge komponente:

N,+Ngz=0 N, =—Ng

Za svaku jedinicu mase komponente A koja prolazi (difundira) kroz grani¢nu povrsinu, prolazi
difuzijom kroz tu istu povrsinu jedinica mase komponente B u suprotnom smjeru. Netto gustoca toka
tada je jednaka 0. Zbog pojednostavljenja promatra se idealiziran slu¢aj difuzije. Uz adijabatske uvjete
1 pod pretpostavkom da su molarne topline isparavanja iste ¢, =cp =c, dcy, =dcy =0, D,g =Dy, .
Ako se krene od opceg izraza (jednadzba (4.52.)):

oc

VNA +? — K= 0 (452)
- za stacionarni proces bez kemijske reakcije:

VN, =0
- za jednodimenzionalni prijenos tvari vrijedi:

d

—N,.=0

dz "
- molarna gustoc¢a toka je konstantna na putu prijenosa (jednadzba 4.26.):

dc
Ny ==Dp 'd_;+J’A '(NA,z +NB,Z)

Obzirom da su gustoce toka obje komponente jednake ali suprotnog smjera (N, = —Ny ), sredivanjem
jednadzbe 4.26. dobiva se jednadzba koja opisuje ekvimolarnu protustrujnu difuziju:

dc
N, =-D,; —* (4.91)
dz
Analitcko rjeSenje se dobiva integriranjem uz definirane grani¢ne uvjete:
Za: z=1z Ccy=Cy
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Za z=12z,

N, 'sz =—Dp-

Z

Cqi=Cypn

€42

Ich

Ca1

< /| ekvimolarna difuzija

\ difuzija komponente
A kroz inertnu
komponentu B

D
N, :¢'(CA1 _CAZ)
(Zz - Zl)
Odnosno:
D
N, Z%'(@u _cAz)
Za plinove jednadzba poprima sljedec¢i oblik:
_ D
Az = R-T-(22 _Zl) (pAl PAz)
Odnosno:
D
N — AB . _
SRS (pAl PAz)
A
Cat o —m — — — — - —
Cpp F==={ gz e
~
>/
Y \
/
CAZ S 777777777777;7;7/{ 777777777777
| -
| put difuzije I

Slika 4.6. Koncentracijski profili

(4.92.)

(4.93.)

(4.94.)

(4.95.)

(4.96.)

Raspodjela koncentracija je linearna, za razliku od difuzije komponente A kroz nepokretnu

komponentu B. Komponente A i B difundiraju s istim molarnim brzinama u suprotnom smjeru.

y
CAoo dCA _0
CAoo dy -
Voo Cas™Cac
H Voo
— S _ Pl
— > | B
P dc
T [P & *°
o y
s Cas™Ca
X

Slika 4.7. Hidrodinamicki i koncentracijski granic¢ni sloj

Vrijednost Ay na kojoj se uspostavlja koncentracijski gradijent naziva se difuzijski grani¢ni sloj
(5D) ili koncentracijski granicni sloj (5C). Izvan difuzijskog grani¢nog sloja nema koncentracijskog

gradijenta, §to znaci da je koncentracija u masi fluida konstantna i obi¢no se oznacava sa ¢, , .
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Difuzijski grani¢ni sloj koji se formira neposredno uz granicu faza, predstavlja glavni otpor prijenosu
tvari. Granica faza ne predstavlja otpor, ali je vazan geometrijski faktor. Ako postoji gibanje fluida uz
grani¢nu povrsinu, prijenos tvari kroz difuzijski sloj odvija se difuzijom.

4.1.3. Nestacionarna difuzija

Pri prijenosu tvari u nestacionarnim uvjetima, koncentracija u danoj tocki mijenja se s vremenom zbog
promjene masene gustoce toka. Kontinuirani procesi prijenosa tvari nestacionarni su samo na pocetku,
a s vremenom se uspostavlja stacionarni uvjeti. S druge strane, prijenos tvari u $arzni procesima odvija
se u nestacionarnim uvjetima.

JednadZzba kontinuiteta za komponentu A opisuje se izrazom:

VN, +‘9;_; “R,=0 (4.52)
Analiticka su rjeSenja ograni¢ena na tijela jednostavnih geometrija (slika 4.8.) i grani¢nih uvjeta, te
konstantnu vrijednost koeficijenta difuzije. Pri tome je posebno vazno definirati smjer difuzije. Za
plocu je potrebno znati da li se difuzija odvija kroz obe plohe ili samo s jedne strane. Za cilidar su
dana rjeSenja za difuziju samo u radijalnom smjeru. U literturi se mogu pronaci rjesenja za cijeli niz
razliitih grani¢nih uvjeta.

Difuzija komponente A

cA,eq_‘ H '_CA,eq

Kugla Ploca Cilindar
Slika 4.8. Jednodimenzijska difuzija kroz kuglu, plocu i cilindar

Uz pretpostavku da nema kemijske reakcije (Ry = 0) 1 bez strujanja fluida (v = 0), dobiva se Il Fickov
zakon difuzije:
oc d’c,

P> D,y P (4.97.)
RjeSenja se dobivaju u obliku trigonometrijskog niza koji brzo konvergira za duga vremena ili moze
ukljucivati funkcije pogreske i integrale koji su pogodni za procjenu za kratka vremena trajanja
procesa. RjeSenja su analognih oblika kao i rjesenja Il Fourierovog zakona.

Y = f(Biy,, Fo,, ) (4.98.)
Gurney-Lurievi dijagrami daju rjeSenja za plocu, kuglu i dugacki valjak > koriste se dijagrami za
prijenos topline kondukcijom uz promjene oznaka na osima.
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NS
NaNSN
ar \\:;\\ \b:\:\b“‘
N N e
S Vi e P | L
= A DN 1S S el
oo "!(\ \‘ N N
!; :f' “\ \\ \\ \“‘\ = - T J'? -
i . LY O Y T =f
FARD A LY N N AN I OV
VAR RYAVANAN N P:;y": N
MERVAERNNNN NATHE T
4 4 i 1 9 y W :
razli¢iti m razli¢iti n
Fo,
Slika 4.8. Primjer Gurney-Lurievog dijagrama
Pri tome su:
Neostvarena promjena koncentracija:
y = Cas “Ca (4.99.)
Cas —Cuo
Masena Fourierova znac¢ajka:
Dt
Fo,, =’2—§ (4.100.)
Bezdimenzijski polozaj:
l
n=— 4.101.
7 ( )
Masena Biotova znacajka:
k -
Bi, =c—€ (4.102.)
DAB
te:
1 D
m=—-=—48 (4.103.)
Bi, k.-l
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4.2, Prijenos tvari konvekcijom

U prethodnom se poglavlju govorilo o prijenosu tvari molekularnom difuzijom izazvanom
koncentracijskim gradijentom. U sustavi koji ukljucuju prijenos tvari izmedu faza (plin, kapljevina)
dolazi I do prijenosa tvari konvekcijom.

Konvektivni prijenos tvari ukljucuje prijenos izmedu povrSine granice faza i fluida koji struji
ili izmedu dva relativno nemjesljiva fluida u gibanju. Ovaj nadin prijenosa ovisi i 0 transportnim
svojstvima i o hidrodinamickim karakteristikama gibanja fluida. Ovisno o uvjetu zbog kojeg dolazi do
strujanja fluida, razlikuje se:

. prijenos tvari prisilnom konvekcijom — gibanje fluida uzrokovano je narinutom silom
. prijenos tvari prirodnom konvekcijom — gibanje fluida uzrokovano je razlikom lokalnih
gustoca otopine koje su nastale razlikom lokalnih koncentracija.

Kineticka jednadzba za konvektivni prijenos tvari analogna je Newtonovom zakonu za prijenos topline
konvekcijom, i spomenuta je u prethodnom poglavlju uz grani¢ni konvekcijski uvjet pri rjeSavanju
diferencijalne jednadzbe prijenosa tvari difuzijom:

N, =K. -Ac, (4.104.)
gdje je: N, , gustoca toka tvari,

K . koeficijent prijenosa tvari, ms™.

4.2.1. Koeficijent prijenosa tvari

Analogno teoriji granicnog sloja pri prijenosu topline, Lewis i Whitman uveli su pojam
difuzijskog grani¢nog sloja kod prijenosa tvari koji predstavlja glavni otpor prijenosu tvari.
Uz samu povr$inu uz koju struji fluid razvija se tanki sloj unutar kojeg je strujanje laminarno, $to znaci
da ¢e uvijek biti prisutan i molekularni mehanizam prijenosa tvari koji utje¢e na konvekciju. Kako je
ve¢ spomenuto u prethodnom poglavlju tijekom procesa prijenosa tvari razvija se koncentracijski
(difuzijski) granicni sloj, $to je i prikazano na slici 4.7.

ravnotezna koncentracija
c*, \ na medufaznoj povrsini

\4

le N
I " ol
debljina difuzijskog grani¢nog sloja

Slika 4.9. Raspodjela koncentracija unutar difuzijskog grani¢nog sloja

Difuzijski grani¢ni sloj postoji unutar hidrodinamickog grani¢nog sloja, a njihove debljine se odnose
prema izrazu Polhausena:

5—H=Sc
Op

W | =
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Sc=— Schmidtova znacajka.

<

debljina grani¢nog sloja

udaljenost od mjesta pocetka razvoja grani¢nog sloja
Slika 4.10. Odnos debljina hidrodinamickog i difuzijskog grani¢nog sloja
Na udaljenosti y =9, koncentracija se izjednauje s onom u masi fluida c,,. Raspodjela

koncentracija dobiva se analizom slike 4.9. Promjena koncentracije na slici 4.9. moze se aproksimirati
s trokutom.

1z sli¢nosti trokuta:
Ca —Car _ Op —Y

¢x—=Ca Op—0
€A ~Cn1 ZCZ _cAl/D
Op =y Jp

D-%z%-(c:\ _CAI)

oc,

DL _ K (eh —cy) 213)

U jednadzbi (213) K je koeficijent prijenosa tvari a predstavlja odnos izmedu difuzijskog koeficijenta
i debljine difuzijskog grani¢nog sloja. Na taj nacin vidi se da na vrijednost koeficijenta prijenosa tvari,
te nadalje i na fluks tvari utjeCu hidrodinamicki uvjeti gibanja. Promjenom hidrodinamickih uvjeta,
koji su izrazeni Re-znacajkom, mijenja se debljina hidrodinamickog grani¢nog sloja, a istovremeno i
debljina difuzijskog grani¢nog sloja, te tako i vrijednost koeficijenta prijenosa tvari.
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Koeficijent prijenosa tvari je potrebno definirati za uvjete u kojima se odvija prijenosa tvari, a
definiranje ovisi i o tome da li se radi o plinskoj ili kapljevitoj fazi.

Za ekvimolarnu protustrujnu difuziju:

. za kapljevine K, = D
6D
. za plinove K, = RT%
D

Za difuziju komponente A kroz inertnu komponentu B:

o D
o za kapljevine K,=K.- ‘e _ Y ‘b
Cp,1M Op CB,LM
: P D P
. za plinove K,=K

i PB,Lm RT6y P LM

Vrijednost koeficijenta prijenosa tvari procijenjuje se na sljedece nacine:
— dimenzijska analiza kombinirana eksperimentalnim podacima
—  tocna analiza grani¢nog sloja
—  priblizna analiza grani¢nog sloja
—  primjenom analogija procesa prijenosa koliCine gibanja, topline i tvari

4.2.1.1. Procjena koeficijenta prijenosa tvari

Bezdimenzijske znacajke, odnosno korelacijske jednadzbe, Cesto se koriste za procjenu koeficijenta
prijenosa tvari. Kod prijenosa koli¢ine gibanja tako veliku ulogu imaju Reynoldsova znacajka i
koeficijent trenja. Koeficijent prijelaza topline procjenjuje se na temelju korelacijskih izraza
Nu = f(Re,Pr). Analogne bezdimenzijske znacajke i fukcijske ovisnosti primjenjuju se i za prijenos
tvari konvekcijom.

Ve¢ su ranije definirane difuzivnosti spomenutih procesa prijenosa:

Kinematicka difuzivnost: V= Yok ,m’s”!
P
o A 21
Temperaturna difuzivnost: a= , m’s
pPc,
Masena difuzivnost: D ,,m’s’

Obzirom da sve navedene veli¢ine (difuzivnosti) imaju istu jedinicu, o€ito je da omjer bilo koje dvije
mora biti bezdimenzijski broj. Ranije je ve¢ definirana Prandtlova znacajka, kao omjer kinematicke i
temperaturne difuzivnosti:
Pr= Y_ o

a A
Analogna bezdimenzijska znacajka u procesima prijenosa tvari je Schmidtova znac¢ajka, definirana kao
omjer kinematic¢ke i masene difuzivnosti:
Sc = v = L

Dy p-Dyg
Omjer temperaturne i masene difuzivnosti predstavlja Lewisovu znacajku, koja je bitna za opis
procesa u kojima dolazi do istovremenog procesa prijenosa topline i tvari konvekcijom:
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a A

Le: =
D, pPC, D yp

Promotrimo process prijenosa tvari komponente A sa ¢vrste povrSine u fluid koji struji uz tu povrsinu.
Pri tome se razvijaju koncentracijski i brzinski gradijenti kao §to je prikazano na slici (__ ). Prijenos
tvari izmedu Cvrste povrsine i fluida opisuje se sljede¢im izrazom:

NA:kc‘(CAS_CAw)

Obzirom da se tvar kroz grani¢ni sloj prenosi difuzijskim mehanizmom, mozZe se pisati:

dC

N y==Dyp- J

B
Izjednacavanjem tih dviju jednadzbi dobiva se:

d
k. - (CAs —C )= —D s d_ (CA - CAs)
Y =0
Y
Odnosno, preuredenjem:
k,dle,-c, )

D g (CA -Cuo ) =0

Ako pomnozimo obje strane jednadzbe sa karakteristicnom duljinom, ¢, dobiva se sljedeca
bezdimenzijska korelacija:

koo dc,-c. )]

DAB (CAs - CAoo )/f

Desna strana jednadzbe predstavlja omjer koncentracijskog gradijenta uz povrSinu i ukupnog
koncentracijskog gradijenta. Lijeva strana jednadzbe predstavlja omjer otpora prijenosu tvari
difuzijom i otpora prijenosa tvari konvekcijom. Navedeni omjer naziva se Sherwoodova znacajka, i
ona je analogna Nusseltovoj znacajci definiranoj u poglavlju prijenos topline.

Primjena dimenzijske analize

Ve¢ je ranije spomenuto da se dimenzijska analiza primjenjuje za dobivanje korelacijskih jednadzbi na
temelju kojih se procijenjuje vrijednost koeficijenta prijenosa tvari.

Op¢i oblik bezdimenzijskih korelacija:

o za prisilnu konvekciju Sh=K-Re™-Sc"
. za prirodnu konvekciju Sh=K-Gr™-Sc"

Za podrucje niskih koncentracija, vrijednosti eksponenata odgovaraju eksponentima iz jednadzbi za
prijenos topline, ali uz ograni¢enje da Reynoldsova i Schmidtova znacajka odgovaraju Reynoldsovoj i
Prandtlovoj kod prijenosa topline.

Kod plinova SCc =~ Pr .

Kod kapljevina je najcesce (Sc = %j >> (Pr = Kj jerje D<<a.
a

Vrijednosti eksponenata ovise o hidrodinamickim uvjetima i o geometrijskim karakteristikama
sustava:

m= % - za laminarnu ulaznu zonu u cijevi
m=0,5 - optjecanje oko kugle
m=0,8 - turbulentno strujanje kroz cijev
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1
n=— - eksponent na Sc-znacajci isti je kao i kod prijenosa topline [Pr 8 J

U prvom dijelu razvoja difuzijskog grani¢nog sloja, slika strujnica nije konstantna. Strujni tok se
razvija te se 1 koeficijent prijenosa tvari mijenja ovisno o debljini hidrodinamic¢kog i difuzijskog
grani¢nog sloja. Zbog toga za svaki polozaj X (udaljenost od pocetka razvijanja difuzijskog grani¢nog

sloja) postoji odredeni lokalni koeficijent prijenosa tvari (Klok )x. U proracunu se zato uzima srednja
vrijednost koeficijenta prijenosa tvari, K . Kolika je duZzina tog podrucja razvoja toka ovisi o uvjetima
strujanja. Kod laminarnog strujanja je ¢esto duza jer se debljina laminarnog grani¢nog sloja stalno

povecava. Kod turbulentnog strujanja, laminarni podsloj je kod visokih vrijednosti Reynoldsove
znacajke prakticki konstantan pa je i koeficijent prijenosa tvari konstantan.

Primjena dimenzijjske analize pokazat ¢e se na primjeru prirodne i prisilne konvekcije.

4.2.1.2. Prijenos tvari pri gibanju fluida (prisilna konvekcija)

Ukoliko se prijenos tvari odvija bez kemijske reakcije i u podrucju niskih koncentracija,
proucavanja se temelje na zakonitostima prijenosa topline. Dimenzijskom analizom izvedene su
analogne bezdimenzijske kriterijalne jednadzbe koje povezuju sljedece bezdimenzijske znacajke:

Scherwoodova znacajka
Definira se kao omjer ukupno prenesene koliCine tvari i koli¢ine tvari prenesene difuzijom.

g K4
D
Schmidtova znacajka
P
D p-D

Grashoffova znacajka

Predstvalja omjer sile uzgona uzrokovane lokalnom gusto¢om i molekularnog trenja.
3

Gr - p-g-1"-Ac

m 2

14

Graetzova znacajka

Graetzova znacajka ukazuje na duljinu puta na kojem se odvija prijenos tvari.
D-x

Gz, =

m 2
v-d

Fourierova znacajka
Fourierova znacajka kao 1 kod procesa prijenosa topline predstvalja bezdimenzijsko vrijeme.
_D-t
Zbog analogije s prijenosom topline, Cesto se u literaturi Sh, Sc i ostale znaCajke nazivaju Nusselt
maseni (Nuy, = Sh), odnosno Prandtl maseni (Pry, = Sc).

Fo

Promotrimo prijenos tvari sa stjenki cijevi u fluid koji struji kroz cijev. Do prijenosa tvari dolazi zbog
razlike u koncentracijama, odnosno zbog postojanja pokretacke sile cas — ca. U tablici su dane veli¢ine
bitne za process (geometrijske karakteristike, svojstva fluida, prijenosna svojstva).
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Veli¢ina Jedinica Dimenzija
Promjer cijevi, d m L

Gustoca fluida, p kgm™ ML?
Viskoznost fluida, 7 Pas MLT!
Brzina strujanja fluida, v mzs'l LZT'I1
Koeficijent difuzije, Dag m S1 L Tl'
Koeficijent prijenosa tvari, k. | ms’ LT

Prema Buckinghamovom teoremu broj potrebnih 7 grupa mora biti jednak razlici broja veli¢ina i broja
osnovnih dimenzija. U ovom slucaju je potrebno (6 - 3 = 3) definirati tri bezdimenzijske grupe.

Formira se matrica 3 x 3 na sljede¢i nacin:

Obzirom da osnovna matrica mora biti jedini¢na matrica, provodi se linearna transformacija i to u dva
koraka.

Z =M
Z,=3-M+L
Zy=-T
P d D | k. v n
71 1 0 0 0 0 1
72 0 1 2 1 1 2
z3 0 0 1 1 1 1

U sljede¢em koraku dobiva se jedini¢na matrica:

Zl‘ =7
Z,=27,-2-Z,
Z,=27,

P d D, | k. v n
zr 1 0 0 0 0 1
7z 0 1 0 -1 -1 0
7z3 0 0 1 1 1 1

Sada se formiraju tri 7 grupe:
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k, k,.-d
Ty =—% PET = D =Sh
P AB AB
= v _d-v
2 ,OO'd_lDLB D,
Ty = n 7 =S,

pl-d" Dy pDy

Ako sada podijelimo m, sa 13, dobiva se:

d-v
T2 _ D g :v'd.sze
73 n n

P Dy

Na temelju dimenzijske analize procesa prijenosa tvari prisilnom konvekcijom u cijevi kruznog
presjeka dobiva se sljedeca korelacijska jednadzba:

Sh= f(Re,Sc))

Sto je analogno korelacijskoj jednadzbi za prijenos topline:

Nu = f(Re,Pr))

Za prijenos tvari sa stijenke u fluid koji se turbulentno giba (2-10° <Re <10°, Sc>0,7) vrijedi
sljedeca korelacija:

Sh=0,023-Re*" - S¢**

koja izuzetno podsjeca na Dittus Boelterovu jednadzbu za prijenos topline (Nu =0,023-Re*® .pr®? )

Primjenom navedene korelacijske jednadzbe omogucava se procjena koeficijenta prijenosa tvari

(K = Shcé Dj na temelju poznatih hidrodinamickih uvjeta uz uvjet geometrijske, dinamicke i termicke

sli¢nosti sustava.

4.2.1.3. Prijenos tvari prirodnom konvekcijom

Do prijenosa tvari prirodnom konvekcijom dolazi zbog razlika u gusto¢i fluida izazvanih razlikama
temperature ili znatnim razlikama u koncentraciji.

Promotrimo slucaj u kojem dolazi do prijenosa tvari prirodnom konvekcijom sa vertkalne plohe u
fluid. Na nacin opisan u prethodnom poglavlju dobivaju se tri bezdimenzijske w grupe.

k.-t
T = =Sh
D
ju :p'DAB:i
2 n Sc
0g-A
7y = g-Bpy
n-D g
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Mnozenjem bezdimenzijskih grupa m, i m;, dobiva se Grashofov broj analogan bezdimenzijskoj
znacajci dobivenoj za prijenos topline prirodnom konvekcijom:

.D (3 0-A- P .p-o-A
7[2'”32(/) ABJ( g pA]: pEtO

n 17-Dp n’

Dakle, na temelju dimenzijske analize dobiva se sljedeca korelacijska jednadzba za procjenu
koeficijenta prijenosa tvari prirodnom konvekcijom:
Sh= 1 (Gr,, Sc)

4.2.2. Medufazni prijenos tvari

Obzirom da su procesi prijenosa tvari osnova toplinskih separacijskih procesa, potrebno se ovdje
osvrnuti i na prijenos tvari izmedu dva nemijesljiva fluida. Neka je komponenta A topljiva u oba
fluida, a na pocetku se nalazi u fluidu 1. Dovodenjem dva fluida u kontakt, dolazi do prijenosa tvari iz
fluida 1 u fluid 2 sve do postizanja ravnoteze. Do medufaznog prijenosa tvari dolazi na primjer kod
apsorpcije (slika 4.11.) 1 ekstrakcije.

APSORPCIJSKA KOLONA granica
faza

Kapljevina Procisceni plin

zrak

NNH3

\4

Plinska smjesa _ﬂﬁtlgg
- -

zrak + NH, Kapljevina NH; se otapa u vodi

Slika 4.11. Apsorpcija amonijaka iz smjese sa zrakom pomocu vode

U slucajevima kada se mozZe pretpostaviti da su plin i kapljevina idealni ravnoteza se opisuje
jednostavnim izrazima.

Ako je kapljevina idealna, primjenjuje se Raoultov zakon:
Pai =Xy ‘Pg

Ukoliko je plinska smjesa idealna, moze se koristiti Daltonov zakon:

Pai=Va P
U slucaju da se obje faze ponasaju kao idealne, kombinacijom gornjih jednadzbi dobiva se:
0
p
Ya=Xy '7A
Za razrijedene otopine vrijedi Henryjev zakon:
Pai=H-cy,

Za dvije nemjesljive kapljevine ravnoteZa se moze opisati sli¢nim izrazom:
Cyu1 = K- Cu2
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Ovdje su:
DA ravnotezni parcijalni tlak komponente A u plinskoj smjesi
XA molni udio komponente A u kapljevini
VA: molni udio komponente A u plinu
pa’: tlak para Giste komponente
P: ukupni tlak
H: Henryjeva konstanta
Cai: ravnotezna koncentracija komponente A u kapljevini
K: koeficijent raspodjele

Kada se prijenos tvari odvija izmedu dvije faze potrebno je uzeti u obzir otpore prijenosu tvari obje
faze. S obje strane granice faza razvijaju se koncentracijski grani¢ni slojevi. Obzirom da se radi o
razli¢itim fazama, otpori nece biti jednaki.

plin kapljevina

R
Pac| i

i Pai Cai i

a

v

Slika 4.12. Koncentracijski gradijenti

Prema teoriji dva otpora, koji se odnose na dvije faze u kontaktu, medufazni prijenos tvari odvija se u
tri stupnja:

- prijenos tvari iz mase jedne faze do granice faza

- prijenos tvari kroz granicu faza

- prijenos tvari sa granice faza u masu druge faze

Brzina prijenosa tvari kontrolirana je brzinama difuzije kroz grani¢ne slojeve s obje strane granice faza
za koju se pretpostavlja da ne pruza nikakav otpor. Pri tome je pa; u ravnoteZzi sa ca;.
Brzine prijenosa tvari sa obje strane granice faza dane su sljede¢im jednadzbama:

N,.=kg '(PAG _pAi)

N,.=kg- (CAi _CAL)

Ovdje su kg 1 k. lokalni koeficijenti prijenosa tvari.

(p wG—P Al.) pokretacka sila potrebna da komponenta A iz mase plina dode do granice faza

(ci—cu) pokretacka sila potrebna da komponenta A od granice faza prijede u masu kapljevine

U stacionarnim uvjetima gustoca toka u jednoj fazi mora biti jednaka gusto¢i toka u drugoj fazi:
N,.=kg- (pAG - pAi): —ky - (CAL _CAi)
Za direktno mjerenje kg i kL potrebno je poznavanje koncentracija na granici faza. Obzirom da su one

nepoznate, izraz za gusto¢u toka daje koristenjem ukupnih koeficijenata prijenosa tvari, K i Kg, za
obje faze u kontaktu.
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2 I S N

e ——

r N

S

*x -
P F

C*

Slika 4.13. Odnos pokretackih sila procesa prijenosa tvari

cL o

Na slici 4.13. prikazane su odgovarajuce pokretacke sile, lokalne i ukupne za obje faze. Na temelju
toga mogu se odrediti omjeri otpora u svakoj fazi i ukupnog otpora:

otpor u plinskojfazi  Ap,, k

G
ukupni otpor Ay L
K
1
otpor u kapljevitojfazi  Ac, E
ukupni otpor S A, L
K,

Obzirom da su koncentracije na granici faza ravnotezne, moZze se primijeniti Henryjev zakon:
Pai=H-cy;

Uvrstenjem gornjeg izraza u izraz za gustocu toka dolazi se do jednadzbi koje povezuju lokalne i
ukupne koeficijente prijenosa tvari.

K '(pAG — Py *):KL ‘(CA *_CAL):kL '(cAi _CAL):kG '(pAG _pAi)

1 H
Kg ko Kk,
R .

K, H-k; ki

Vrijednosti pojedinacnih otpora prijenosu tvari ovise o topljivosti plinske komponente u kapljevini. U
slucaju dobro topljivih plinova H je mali broj, pa je lokalni keoficijent prijenosa u plinskoj fazi jednak
ukupnom a glavni se otpor prijenosu nalazi na strani plina. S druge strane za slabo topljive plinove, H
je velik broj pa se otpor na strani plina moze zanemariti.

U vecini slucajeva potrebno je uzeti u obzir oba otpora.
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5. ANALOGIJA PRIJENOSA KOLICINE GIBANJA, KOLICINE TOPLINE I
KOLICINE TVARI

U kolegiju Prijenos tvari i energije uglavnom se proucavaju fenomeni prijenosa u teku¢inama
koje se gibaju laminarno ili turbulentno. Iz teorije o prijenosu koli¢ine gibanja zna se da je, bez obzira
na stupanj turbulencije (visoki Re), tik uz stijenku uvijek prisutna i molekularna gustoca toka (Von
Karman).

Dakle, uvijek su prisutni i molekularni i vrtlozni mehanizmi prijenosa koli¢ine gibanja, a to je
slucaj i kod prijenosa topline i tvari. Budu¢i da nije moguce utvrditi koliki je udio u prijenosu jednim
ili drugim mehanizmom, pri proucavanju gustoce toka koriste se empirijski (eksperimentalno utvrdeni)
koeficijenti proporcionalnosti tj. koeficijenti prijenosa (transportni koeficijenti). Cesto se u
dosada$njim razmatranjima ukazivalo na sli¢nosti izmedu prijenosa koli¢ine gibanja i topline. U svim
slucajevima analiticki izrazi slijede osnovnu zakonitost §to je navedeno ve¢ na pocetku poglavlja 3:

t pokretacka sila

otpor

@ = ,{.é = transportni koeficijen
y

Molekularni mehanizam
Moguce je izvesti egzaktne analiticke izraze.

d(v
o fluks koli¢ine gibanja T=—V- M
dy
T dlpc, T
. fluks koli¢ine topline qg=- d— =-a- (,D—p)
dy dy
- . dc,
° fluks koli¢ine tvari N,=-D- ;.
y

VrtloZni mehanizam
Kod vrtloznog mehanizma ta zakonitost takoder postoji, medutim otpor prijenosu je ugraden u
vrijednost transportnog koeficijenta u vidu utjecaja okoline, odnosno hidrodinamickih uvjeta koji
utjecu na debljinu grani¢nog sloja koji predstavlja glavni otpor prijenosu. Ta se opcéenita zakonitost
moze pisati u obliku:

D =K"A
pri éemu &' u svojoj vrijednosti obuhvacéa i fizikalna svojstva tvari i utjecaj uvjeta strujanja.
=2
\
. fluks koli¢ine gibanja r="f- 2p
. fluks koli¢ine topline q=a-AT
. fluks koli¢ine tvari N, =K-Ac,

Postavlja se pitanje, s obzirom na analogne zakonitosti, da li se poznavanjem vrijednosti jednog
transportnog koeficijenta mogu procijeniti vrijednosti drugih transportnih koeficijenata.
Za izvodenje analogija izmedu prijenosa koli¢ine gibanja, topline i tvari moraju biti zadovoljeni
sljede¢i uvjeti u promatranom sustavu:

— Fizikalna svojstva su konstantna

— Ne dolazi do kemijske reakcije

— Nema prijenosa topline zratenjem

— Prijenos tvari na utjece na gradijent brzina
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5.1 Reynoldsova analogija

Reynolds (1874.) je prou¢avao mogucnost izracunavanja koeficijenata prijelaza topline na temelju
poznavanja faktora trenja. Reynolds je utvrdio da prilikom prijenosa koli¢ine gibanja ili topline
izmedu fluida i ¢vrste stjenke dva procesa doprinose procesu prijenosa:

—  Prirodna unutra$nja difuzija fluida u mirovanju

— Vrtlozi izazvani vidljivim gibanjem koje uzmjesava fluid i kontinuirano dovodi nove Cestice u

dodir sa povrSinom

Za prvu je pojavu uocio da ovisi o prirodi fluida, a druga je funkcija brzine fluida koji struji uz
povrsinu.
Princip Reynoldsove analogije temelji se na proporcionalnosti zbivanja neposredno uz stijenku i u
masi fluida.

Gustoca toplinskog toka sa fluida na stjenku (ostvarena):
a- (T r =T )
Gustoca toka koli¢ine gibanja (ostvarena):

2

v'p
T=1"
/ 2

f predstavlja Fanningov faktor trenja i odnosi se s faktorom trenja: f = ‘%

Raspoloziva koli¢ine topline fluida (maksimalno moguca toplina koju fluid moze predati stijenci)
g=pv-c, (ls-T;)

Raspoloziva kolic¢ina gibanja (maksimalno moguca — kineticka energija izrazena po jedinici volumena
fluida):

2

vVop
Pretpostavlja da je omjer ostvarene gustoce toka topline uz stjenku i raspolozive gustoce toka topline
jednak omjeru ostvarene gustoce toka koliCine gibanja i raspolozive gustoce toka koli¢ine gibanja.

vip
a(-1,) 5

e _f_g
pve, 2
Ovdje je:
-AT
St Nu a - Stantonova znacajka

- Re-Pr :p-V-cp-AT

Analogija se takoder moze primjeniti i na prijenos tvari i kolicine gibanja uz pretpostavku da je omjer
ostvarene gustoce toka tvari uz stjenku i raspolozive gustoce toka tvari jednak omjeru ostvarene
gustoce toka koli¢ine gibanja i raspolozive gustoce toka kolic¢ine gibanja:

=2
vV
f2r

K (e _CAZ):
V.

2
(CAI —Ca2 ) ‘72,0

<||W

S e
= =S1'=Sty
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Ovdje je:

Sh
St'=Sty =—— - maseni Stantonov broj

Re- Sc

Reynoldsova analogija dakle glasi:

St =St'= L
2
ili cjelovitije:
a K T

pv-c, V. pv

Nedostaci (ogranicenja) Reynoldsove analogije:
Pretpostavlja da su vrijednosti Pr=1, Sc=1 §to znaci da su debljine hidrodinamic¢kog, toplinskog i

difuzijskog grani¢nog sloja jednake, a to je slu¢aj samo kod plinova. Na taj na¢in ne uzima u obzir
udio molekularnog mehanizma prijenosa (unutar grani¢nog sloja) i vrtloznog mehanizma prijenosa.

Ova analogija je primjenjiva samo za sluc¢ajeve kad nema otpora oblika. Podrucje primjenjivosti je
ogranic¢eno na tok izmedu paralelnih povrsina ili u cijevi.

5.2 Prandtl-Taylorova analogija

Jedan od nedostataka Reynolds-ove analogije je da su za fluide kojima je Pr#l zanemareni
molekularni koeficijenti toplinske difuzivnosti i kinematicke viskoznosti. To obi¢no zadovoljava u
turbulentnom podrucju u cijevi. Medutim laminarni podsloj znatno utjeCe na prijenos topline, gdje
vrtlozni koeficijenti teze u nulu, pa se molekularni koeficijenti ne mogu zanemariti. Za dobivanje
jedinstvene jednadzbe za ukupne otpore Prandtl i Taylor povezuju jednadzbu kondukcije u
laminarnom podsloju i Reynolds-ovu analogiju za turbulentni sloj.

T.. V.

oo

turbulentno podruc je

stjenka cijevi |

Slika 5.1. Prandtl-Taylorov model

Analogija pretpostavlja da se u prijelaznom i turbulentnom podrucju prijenos odvija vrtloznim
mehanizmom, a u laminarnom podru¢ju molekularnim mehanizmom, dakle ukljucuje i razliku
debljine grani¢nog sloja ovisno o rezimu strujanja (Pr1).

Analogija se temelji na Reynoldsovoj analogiji, a pri izvodenju se uzima u obzir univerzalna
raspodjela brzina.
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Moze se uociti da za slucaj kada je Pr=1, analogija prelazi u Reynolds-ovu analogiju.
Primjenom analogije na proces prijenosa tvari koristenjem jednadzbe difuzije za laminarni podsloj i

Reynoldsove analogije za turbulentni sloj:

/

1+5-\/?(Sc—1)

f ‘Re-

K
St':T— 2
v

Sh =

145 % (Sc 1)

ﬁ

Takoder, za vrijednost Sc =1 dobiva se Reynoldsova analogija.

5.3. Von-Karmanova analogija

Glavno poboljsanje Prandtl-Taylor-ove analogije uveo je Von Karman koji je smatrao da se otpori
prijenosu topline sastoje od tri dijela (laminarni podsloj, prijelazno podrucje i turbulentni sloj), kako je
prikazano na slici 5.2.Dakle, Von Karman uzima u obzir kompletno podrucje te univerzalnu
raspodjelu brzina. Napisane su jednadzbe za laminarni podsloj, gdje se utjecaj toplinske difuzivnosti i
kinematicke viskoznosti uzima u obzir, ali su zanemeni utjecaji turbulencije. U analizi prijelaznog
podrucja uzeti su u obzir i molekularni i vrtloZzni mehanizmi prijenosa, te je na kraju primjenjena
Reynolds-ova analogija za turbulentno podrucje.

t T Ve

turbulentno podruc je

& laminarni podsloj

stjenka cijevi \

Slika 5.2. Von Karmanov model

S
2

1+5.\/§-{(Pr—1)+1n[1+2-(Pr—1)}}

Kao i kod Prandtl-Taylorove analogije za Pr=1, izraz se reducira na Reynolds-ovu analogiju.

St = (150)

Za prijenos tvari vrijedi:

S/
- 2

_1+5‘\/Z‘{(Sc—l)+ln[(l+s6'&)}}

<I| >
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L-Re- Sc
2

1+5-\/z{(5c—1)+1n[(”56&)}}

Za vrijednost Sc =1 dobiva se Reynoldsova analogija.

Sh =

5.4. Chilton-Colburnova analogija

Chilton i Colburn modificiraju Reynolds-ovu analogiju, uzimajué¢i u obzir debljine hidrodinamic¢kog i

toplinskog granicnog sloja. Ova analogija daje egzaktna rjeSenja za laminarni grani¢ni sloj. Na
2 2

jednostavan nacin se korigira Reynoldsova analogija mnoZenjem lijeve strane s Pr 3, odnosno Sc?.
Vrlo se Cesto koristi u inzenjerskoj praksi. Uvodi tzv. j-faktor (jH [ jD) koji predstavlja faktor
prijenosa topline (tvari).

2
St-Pri=j, :%

odnosno:

Za primjer ravne cijevi eksperimentalno je dobiveno: Jju =0,023. Re 2.
Eksperimentalno je takoder utvrdeno da se utvrdena zakonitost podudara s ovisnosti faktora trenja o
Re-znadajci (Moodyjev dijagram) §to se vidi na slici 7.1. Ovisnost J,, o Re potrebno je korigirati s

014
[i u slucajevima kada se radi o velikim razlikama u viskoznosti fluida uz stjenku i viskoznosti
Ms

u masi fluida.

oo
oo

0,008
0.007
0,006
0,005 o S
/M) 0,004 P2 1o
H S y , 00 / -\
0,003 N

&%
0,002

N \
,II

l'l /

]

r ]
—f

0,001
10° 10° Re 10°

Slika 5.3. Ovisnost jy 0 Re-znacajci

Sada se moze pisati:
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2
St-Pr3 = j, ~S_5 _0,003.Re?
2 8

2
Nu pr3

Re-Pr
1
Nu =0,O23-Reo’8-Pr4

=0,023-Re™*?

Jednadzba () poznata je pod nazivom Dittus-Boelterova jednadzba (izvedena je ranije
dimenzijskom analizom u poglavlju 5.2. Konvekcija), za prijenos topline konvekcijom pri strujanju

kroz ravnu glatku cijev, koja ima prakti¢nu primjenu. Jednadzba vrijedi u podru¢ju 10* <Re<2-10°,

te za odnos £ >50.
D

Analogija se moZe primjeniti i za prijenos tvari pa vrijedi sljedeca jednadzba:
srse? =4
2

Odnosno:

' Sh . f -n
St'= 1:JD:?:‘//'Re

Re-Sc3
Za ravnu cijev je dobiveno:
st=— M =L _f 0003.Re?
- 2 8
Re-Sc?3

te se kona¢no dobiva bezdimenzijska korelacijska jednadzba za prijenos tvari vrtloznim mehanizmom:

Sh=0,023-Re*®. Sc%

Na temelju predoenog moze se izvesti opCi zakljuak da ovakav jedinstveni pristup
proucavanjima prijenosa koli¢ine gibanja, prijenosa toplinske energije i prijenosa tvari, omogucuje
bolje razumijevanje, povezivanje i1 izvodenje zakonitosti u procesima kemijske procesne industrije.
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