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NEODREDENI INTEGRAL |
METODE RACUNANJA

U lekciji se razmatra neodredeni integral funkcije - pojam koji je inver-
zan pojmu derivacije funkcije. Naziv dolazi od toga $to neodredeni
integral funkcije nije jedna funkcija (dakle, nije jednozna¢no odreden),
veé skup funkcija - medusobno povezanih.

Takoder, navodi se tablica integrala nekih vaznih elementarnih funk-
cija i objasnjavaju osnovne metode odredivanja integrala.

1.1 PRIPADNI PROBLEM

U matematici samoj, napose pri matematickoj obradi inZenjerskih
problema, jedan od najvaznijih pojmova jest pojam inverzne opera-
cije: oduzimanje je inverzno zbrajanju i zasniva se na pojmu suprot-
nih brojeva, napose negativnih koji su suprotni pozitivnima. Sli¢no je
s mnoZenjem i dijeljenjem, s pojmom funkcije i njoj inverzne funkcije.
Ako matricu shvatimo kao preslikavanje prostora, onda se inverzno
preslikavanje ostvaruje preko inverzne matrice itd.

Pojam neodredenog integrala (ili, jednostavno, integrala) inverzan je,
na neki nacin, pojmu derivacije. Deriviranje se moZe shvatiti kao ope-
racija koja svakoj funkciji pridruZuje njenu derivaciju. Integriranje se
po mnogo ¢emu ponasa kao inverzna operacija te operacije.

1.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati:

1. Pojam derivacije funkcije i osnovna svojstva derivacije (kao ope-
racije).

2. Osnovne elementarne funkcije: potencije i korijene, eksponenci-
jalne i logaritamske, trigonometrijske i arkus funkcije, a narocito
tablicu derivacija tih funkcija.

3. Oznaku %(;) za derivaciju funkcije f. Dakle:

f(x) =
0=,

Sto je diferencijalni zapis derivacije funkcije, kao omjer diferenci-
jala funkcije df(x) - tradicionalno, beskona¢no malog prirasta
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funkcije, i diferencijala argumenta dx - beskona¢no malog pri-
rasta argumenta, koje se zasniva na relaciji

f'(x) = AZ(Z).

Derivacija kao omjer diferencijala ¢esto se piSe kao

df(x) = f'(x)dx

i ta jednakost ima precizno matematicko znacenje koje tu ne
tumacimo.

1.3 NOVE DEFINICHE I TVRDNJE S PRIMJERIMA

1.3.1  Definicija neodredenog integrala funkcije

Razmotrimo sljede¢i problem:
Treba odrediti funkciju F tako da bude F/(x) = 2x.

Problem ¢emo rijeSiti pogadanjem koje se temelji na znanju derivacija
potencija, odnosno na &injenici da je (x?)’ = 2x i na &injenici da se
dodavanjem konstante derivacija ne mijenja:

X2 =2 +1) =(x*=3) = =2x.

Opcenito, (x? + C)’ = 2x za svaku konstantu C, Slika 1.1.

Yy
y=2>+C
y =2
y:x2—1

C

NI :

Slika 1.1: Skup primitivnih funkcija funkcije f(x) = 2x.
Krivuliey =x? +C, C € R

Matematicki se ovaj problem i njegovo rjeSenje zapisuje kao

JZxdx =x%+C.
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KaZemo da je skup funkcija x*> + C neodredeni integral funkcije 2x.

Neka su f i F funkcije definirane na nekom otvorenom intervalu. In-
tuitivno je jasno, a moZe se i strogo matematicki dokazati da, ako
vrijedi F/ = f, onda je svaka funkcija kojoj je derivacija jednaka f
oblika F(x) + C za neku realnu konstantu C.

Opéenito, ¢injenicu F'(x) = f(x) zapisujemo kao

i ¢itamo: "integral ef od iks de iks je veliko ef od iks". Oznaka dx ima i
strogo matematicko znacenje, ulogu te oznake upoznat ¢emo poslije.
Izraz F(x) 4+ C znadi skup funkcija {F(x) + C}, medutim, zbog jednos-
tavnosti, viticaste zagrade izostavljamo. Kazemo da je skup funkcija
F(x) + C neodredeni integral funkcije f. Takoder, kaZemo da je svaka
od gornjih funkcija F(x) + C primitivna funkcija funkcije f.

Uocimo da deriviranje i integriranje nisu doslovce inverzne operacije,
veé da se mogu shvatiti kao takve. Naime, ako podemo od funkcije f
pa integriramo, dobit ¢emo skup funkcija {F(x) + C} = [ f(x)dx. Ako
bilo koju od tih funkcija deriviramo, vratit ¢emo se u f jer je (F(x) +

C)’ = f(x). Krace:
(Jf(x)dx) = f(x).

Ako podemo od funkcije F pa je najprije deriviramo, potom rezultat
integriramo, dobit ¢emo skup funkcija {F(x) + C} medu kojima je i
funkcija F, koju dobijemo za C = 0:

JF'(x)dx ={F(x) + C}.

Primjer 1.1. [Neodredeni integral]
Kako je (Inx)" = %, vidimo da je

J1dx:lnx—|—C
X

i to vrijedi za x > 0. Takoder, kako je (In(—x))" = — - (—1) =
vidimo da je
J 1dx =In(—x)+C
X

i to vrijedi za x < 0. Ove dvije derivacije mogu se zapisati kao
(In[x|)’ = 1, Slika 1.2. Ova dva integrala obi¢no se zapisuju kao
jedan:

1
de =In|x|+ C.
X
Pri tom za x > 0 umjesto C moZe se uzeti bilo koja konstanta C;, a za

x < 0 bilo koja konstanta C,. To je zato $to funkcija 1 nije definirana
na otvorenom intervalu ve¢ na uniji dvaju otvorenih intervala.
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y=In(—2x) y=Inz

Slika 1.2: Graf funkcije f(x) = In|x|

1.3.2 Tablica znacajnih integrala

Tablica integrala zasniva se na tablici derivacija ?? i na definiciji neo-
dredenog integrala, uz napomenu da [ f(x)dx = F(x) + C zna¢i da je
F' =f.

Ovu tablicu treba znati napamet:

1. [xMax = ’T‘:]] +C jerje (x™1)/ = (n+1)x™

Ovo vrijedi za sve realne eksponente (a ne samo za pri-
rodne), osim n = —1.

[x Tdx =In|x|+C, 4. f% =In|x|+ C jerje (In|x|)’ :%

2. [ cosxdx = sinx+ C jerje (sinx)’ = cosx
[sinxdx = —cosx + C jerje (cosx) = —sinx
fcosgwdx:tgx+C jerje (tgx) = b~
fsing(x)dx:—ctgx—i—C jer je (ctgx)’:—sinLZX

3. fﬁdx:Arcsmx—i—C jer je (Arcsinx)’ = 11_Xz
J 75zdx = Arctgx+ C jerje (Arctgx)’ = 17

4. JeXdx =e*+ C jerje (eX) =e*

Ja¥dx = &=+ C jerje (a¥)'=a*-Ina

5. [—A—dx=In(x+Vx2+1)+C

x2+1
jerje (In(x +vx2+1)) = x1+1

fﬁdx:ln(x+\/x2—1)+Czax>1
jerije (In(x + vx%2 —1)) = ;_1

X

[T —dx=In(-x—VxZ—1)+Czax < —1

x2—1

jer je (In(—x — VX2 — 1))/ = ———

x2—1°
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Napomene o oznakama:

1. Umjesto [ 1- dx obi¢no se piSe [ dx. Dakle:
de:x—l—C jerje x' =1.
2. Katkad se, radi jednostavnosti, oznaka dx stavlja u brojnik. Na
primjer:

dx

1 .
J dx pise se kao J T2

14 x?
1
J —dx piSe se kao J dx itd.
X X

1.3.3 Svojstva neodredenog integrala

Opc¢a je ¢injenica da su svojstva operacije analogna svojstvima njima
inverznih operacija i da se jedna izvode iz drugih. Tako je i s deri-
vacijom i integralom (bar djelomi¢no, jer oni nisu doslovce inverzni).
Neka od svojstava smo preSutno iskoristili kod izrade tablice inte-
grala.

1. (i) Integral zbroja je zbroj integrala:
[1#60 + gtax = [ rxiax+ | gixiax
jerje (f+9g) =1+’

(ii) Integral razlike je razlika integrala:

[1900— gtxnax = [ riax— [ gax

!/

jerje (f—g) =1"—g

2. Konstanta koja mnoZi moze se izvudi ispred integrala:
J?\f(X)dX = AJf(x)dx
jer je (Af)" = Af’.

Postoje i svojstva integrala analogna formulama za derivaciju umno-
Ska funkcija i formuli za derivaciju sloZene funkcije, ali to ¢emo obra-
diti kao metode ra¢unanja integrala.

Primjer 1.2. [Primjena svojstava integrala 1. i 2.]

2 d
J(3cosx+x—5x3+4) dx=3jcosxdx—|—2jXX—SJXde+4de

4

=3sinx + 21n x| —5% +4x+ C.
Tu smo, za sve integrale, na kraju dodali jednu konstantu C. O
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1.3.4 Nastavak svojstava neodredenog integrala: metoda par-
cijalne integracije

Iz formule za derivaciju umnoska funkcija
[F(x)g(x)l" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

malim razmjeStanjem i integriranjem dobijemo
Jf(x)g’(x)dx = J[f(x)g(x)] "dx — J g(x)f’(x)dx
— f(x)gx) — [ 90T (x)x.

Ako uvrstimo: dg(x) = g’(x)dx, odnosno df(x) = f’(x)dx i ako, po-
Stujudi tradiciju, piSemo v umjesto g i u umjesto f i ako ne stavljamo
argument x, onda se to moZe krace (i malo nekorektno - ali lak3e se
pamti) zapisati kao

Judv =uv— Jvdu.
Ta se formula zove formula za parcijalno integriranje.

Primjer 1.3. [Primjena formule parcijalne integracije]
Treba izracunati [ x cos xdx. Tu moZemo staviti:

u=x,du=dx
dv = cosxdx, v =sinx

paje, prema formuli parcijalne integracije:

chosxdx = x-sinx—Jsinxdx

=xsinx — (—cosx) + C

=xsinx +cosx + C.

Provijera:
(xsinx +cosx+ C)’ =1-sinx + xcosx —sinx = x cos x. O

1.3.5 Nastavak svojstava neodredenog integrala - zamjena
(supstitucija) varijable u neodredent integral

Postoje dvije vrste zamjena u neodredeni integral [ f(x)dx. Prva se
zasniva na zamjeni h(x) = t, a druga na x = ¢(t), za pogodno oda-
brane funkcije h i g. Ova druga Cesto se naziva prava supstitucija jer
se u njoj varijabla x izravno zamjenjuje funkcijom g(t) gdje je t nova
varijabla.

Prva vrsta zamjene. Tu se u ff(x)dx stavi h(x) = t za neku po-
godno odabranu funkciju h. Diferenciranjem relacije h(x) = t dobije
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se h'(x)dx = dt. Nakon uvrstavanja dobije se integral u varijabli t.
Ako taj integral uspijemo rijesiti, onda u to rjeSenje umjesto t stavimo
h(x), ¢ime se dobije rjeSenje pocetnog integrala. SaZeti zapis ove za-
mjene:

(h(x) =t, h'/(x)dx = dt].
Primjer 1.4. [Prva vrsta zamjene]
Izratunajmo:

(i) [cos(2x)dx

(11) J‘ Zxdx
(1) Stav1mo 2x =1, 2dx = dt paje

dt 1
Jcos(Zx)dx = Jcos t— = 3 Jcos tdt

2
_ sint sin(2x)
= +C= > T C.
Dakle, ovdje smo izabrali da bude h(x) = 2x itd.
Provjera:
sin(2x) /_ 2cos(2x) (2%)
> = 7 = cos(2x).
(if)
2xdx
=% +1=t, 2xdx = dt]
J Vx2 +

[ feta
Y claiie- 2Vx2+1+C,

~ 1
Sto se lako provjeri. Napomenimo da smo ovdje izabrali h(x) =

X2+ 1.
U nastavku pokaZimo da smo gornji integral mogli i lakSe ri-
jesiti da smo izabrali h(x) = vx?+ 1. Naime, tada bi bilo

Vx?+1 = t. Umjesto da ovu relac1]u odmah diferenciramo,
najprije je kvadrirajmo. Time ¢emo izbjeéi derivaciju drugog ko-
rijena. Dobijemo x? + 1 = t? pa odatle diferenciranjem 2xdx =

2tdt. Sad je
J 2xdx —Jtht JZdt_ZH—C 2Vx2+1+C,
x2 +1
kao i prije. O
Primjer 1.5. [Racunanje integrala ako je brojnik derivacija nazivnika]
h'(x) dt
=Th =t h' =dt
| = tmix) =t, W(xax = e = |

=Inft|+C=Inlh(x)|+ C,

Sto se lako provjeri i izravnim deriviranjem. Na primjer:
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(i) 5
X _ 2
JX2+]dx—ln(x +1)+C
jer je brojnik derivacija nazivnika (naime, (x* + 1)’ = 2x) i x* +
1 > 0 za sve x pa ne treba apsolutna vrijednost.

(ii)

Jctgxdx = J C,Osxdx =In|sinx|+ C.
sinx

Primjer 1.6. [Kombinacija parcijalne integracije i supstutucije]

dx
V1—x?

d
A 1—x% =1t —2xdx = dt]

V1—x?
dt

= x Arcsinx — J =2

Vit
= x Arcsinx + vVt + C

= x Arcsinx + /1 —x2 + C.

; dv =dx, v =x]

JArcsin xdx = [u = Arcsinx, du =

:Arcsinx-x—Jx

O]

Druga vrsta zamjene - prava supstitucija. Iz formule za derivaciju
slozene funkcije
[Flg(t))" = F'lg(t)]g"(t)

uvrstavanjem f := F/, g(t) = x i integriranjem, dobijemo

Jf[g(t)]g/(t)dt = J[F(g(t)]’dt =F(g(t))+C=Fx)+C= Jf(x)dx,

Jf(X)dx = Jf[g(t)]g'(t)d’c.

Najprije se rijesi [flg(t)lg’(t)dt. Iz tog rjeSenja dobije se rjeSenje
pocetnog integrala uvritavanjem t = g~ '(x), gdje je g~' inverzna
funkcija funkcije g. Dakle, za razliku od zamjene prvog tipa, gdje h
nije trebala imati inverznu funkciju, ovdje je funkcija g mora imati.
Ukratko, [ f(x)dx ra¢una se zamjenama

x=g(t), dx=g'(t)dt, t=g '(x).

Primjer 1.7. [Druga vrsta zamjene - prava supstitucija]
Izratunajmo [ V1 —x?dx.

Koristimo zamjenu: x = sint, dx = costdt za —% <t<
Arcsinx. Dobijemo:

J\/] —x2dx = J V1 —sin? t cos tdt :J\/ cos? tcostdt = JcosZ tdt

;b=

NG
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jer je u ovim uvjetima cost > 0. Sad iskoristimo relacije

1+cos2t . . .
COSthf i sin2t =2sintcost

pa dobijemo

Jm(lx - J] Feos2t, Lo sin2ty ¢

2 2 4
Arcsinx  2sin(Arcsin x) cos(Arcsin x)
= +C
2 4
Arcsi 1—x2
_ rc;mx n pav . X LC

Naime, sin(Arcsinx) = x i cos(Arcsinx) = \/ 1 —sin?(Arcsinx) =

vV1—x%x2.
Dakle:

Jﬂdx — Arc;inx +X 12_X2 +C,

Sto je lako provjeriti. O

1.4 PRIMJENA MATLAB-A

1.4.1  Racunanje neodredenog integrala. Naredba int

Za ra¢unanje neodredenog integrala koristimo naredbu int:

syms x
int(sin(x)) % -Cos(x)
Kod integrala gdje nije jasno po kojoj varijabli integriramo, dobit
¢emo upozorenje:

syms X
int(1)

Check for incorrect argument data type or missing argument
in call to function 'int’.

U tom slucaju potrebno je pod naredbom int, osim funkcije, navesti
i varijablu integracije:

syms X

int(1l, x) % X

Izracunajmo neke od integrala koje smo u Lekciji rjeSavali metodama
parcijalne integracije i zamjene varijable:

syms X
int(x*xcos(x)) % CO0S(X) + x*sin(x)
int(2xx/sqrt(x™2 + 1)) % 2x(x™2 + 1)°(1/2)
int(sqrt(l - x"2)) % asin(x)/2 + (x*x(- x™2 + 1)°(1/2))/2
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Vidimo da i te integrale u MATLAB-u moZemo rijesiti izravnim ko-
riStenjem naredbe int. Ipak, ukoliko bismo u prvom integralu htjeli
rekonstruirati postupak parcijalne integracije, moZemo Kkoristiti na-
redbu integrateByParts, o ¢emu moZete viSe procitati u MATLAB
dokumentaciji. Za preostala dva integrala pokazat ¢emo u 1.4.4 kako
se moZe uvesti zamjena varijable.

Pogledajmo rezultate naredbe int za integrale iz Tablice u 1.3.2:

naredba rezultat
int(x™n, 'IgnoreSpecialCases', true) x*(n + 1)/(n + 1)
int(x~(-1)) log(x)
int(cos(x)) sin(x)
int(sin(x)) -cos(x)
int(1l/cos(x)"2) tan(x)
int(1/sin(x)”"2) -cot(x)
int(l/sqrt(l - x"2)) asin(x)
int(1/(1 + x°2)) atan(x)
int(exp(x)) exp(x)
int(a™x) a”™x/log(a)
int(1l/sqrt(x*2 + 1)) asinh(x)
int(l/sqrt(x*2 - 1)) log(x + (x*2 - 1)7(1/2))

Tablica 1.1: Rezultati naredbe int za integrale iz Tablice u 1.3.2

Primijetimo:

- u naredbi za integriranje funkcije f(x) = x™ dodali smo argu-
ment 'IgnoreSpecialCases' s argumentom true kako bismo
izostavili slucaj f(x) = % koji se integrira drukéije

- kao rezultat int(x~(-1)) dobivamo kao rezultat log(x), §to je

tocan rezultat samo za x > 0 (za x < 0 rezultat bi trebao biti
log(-x), sto MATLAB izostavlja)

- kao rezultat int(1/sqrt(x~2 + 1) dobivamo asinh(x), §to je
inverzna funkcija funkcije sinus hiperbolni. To se na prvi po-
gled razlikuje od In(x 4+ v/x2 + 1) kako je navedeno u Tablici u
1.3.2. Medutim, pomocu isAlways moZe se pokazati da vrijedi

arcsinh(x) = In(x + vx2 + 1).

- kao rezultat int(1/sqrt(x*2 - 1)) dobivamo rezultat samo za
x > 1, dok je rezultat za x < —1 izostavljen.

1.4.2 Integrali koji se ne mogu zapisati pomocu elementarnih
funkcija. Naredbe ei, erfi, fresnels, sinint i cosint

Za funkcije kojima se integral ne moZe zapisati pomoc¢u elementarnih
funkcija, naredba int rezultat daje pomocu tzv. specijalnih funkcija:

syms X

10
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int(sin(x"2))
% (27°(1/2)*xpi~(1/2)*fresnels((2”(1/2)*x)/pi~(1/2)))/2

int(sin(1/x)) % x*sin(1/x) - cosint(1l/x)
int(sin(x)/x) % sinint(x)
int(exp(x"2)) % (pi~(1/2)*erfi(x))/2
int(exp(x)/x) % ei(x)
int(exp(x)*log(x)) % exp(x)*log(x) - ei(x)

O specijalnim funkcijama ei, erfi, fresnels, sinint i cosint, koje
se pojavljuju u gornjim rezultatima, moZe se viSe pronaci u MATLAB
dokumentaciji.

1.4.3 Integriranje funkcija s parametrima

Naredba int moze integrirati i funkcije s parametrima, ali pritom
moramo biti oprezni:

syms a b x

int(sin(a*xx), x) % -Cco0s(axx)/a
int(1l/(a”2 + x°2), Xx) % atan(x/a)/a
int(1/(a”2 + b"2%xx"2), Xx) % atan((bxx)/a)/(axb)
int(1l/(x + a), Xx) % log(x + a)
int(1/(x - a), x) % log(- x + a)
int(1l/sqrt(a™2 - x°2)) % atan(x/(a”2 - x"2)"(1/2))
int(1l/sqrt(a™2 + x"2)) % log(x + (x"2 + a”2)"(1/2))
int(l/sqrt(-a”2 + x"2)) % log(x + (x*2 - a”2)"(1/2))
int(l/sqrt(-a”2 - x"2)) % atan(x/(- a2 - x2)~(1/2))
Primijetimo:

- za int(1/(x + a)) ponuden je rezultat za x + a > 0, dok je za
int(1/(x - a)) rezultatdanzax—a <0

- za int(1/sqrt(a”2 - x"2)) rezultat se naizgled razlikuje od
uobicajenog arcsin (%). U jednakost se moZemo uvijeriti po-
mocu isAlways. Uz to, preSutno se pretpostavlja da je a > 0,
a tako je i kod ostalih integrala.

- integral int(1/sqrt(-a®2 - x"2)) nema smisla jer je pod ko-
rijenom izraz kojemu su vrijednosti negativne, ali je MATLAB
ipak ponudio rezultat (koji ima smisla u kompleksnom podru-
gu).

1.4.4 Zamjena varijable u neodredeni integral.
Naredba changeIntegrationVariable
Pokazimo prvu vrstu zamjenu varijable u neodredenom integralu na

integralu iz Primjera 1.5 (ii). Kako bismo mogli izvrs$iti zamjenu, po-
trebno je najprije zaustaviti izvrS8avanje naredbe int, Sto ¢inimo tako

1"
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da joj dodamo argument 'Hold' s vrijednos¢u true. Potom nared-
bom changeIntegrationVariable uvodimo odgovaraju¢u zamjenu:

syms x t
F = int(2*x/sqrt(x”2 + 1), 'Hold', true)
zamjena = changelntegrationVariable(F, x*2 + 1, t)

zamjena = int(1/t~(1/2), t, 'Hold’, true)

Dobili smo integral [ % koji se moze dalje rjesavati koriStenjem na-
redbe release za nastavak izvrSavanja integracije. O naredbi release
moZe se procitati u MATLAB dokumentaciji.

Sliéno postupamo i kod druge vrste zamjene. Uvedimo zamjenu va-
rijable u integral iz Primjera 1.7:

syms x t
F = int(sqrt(l - x*2), 'Hold', true)
zamjena = changelntegrationVariable(F, x, sin(t))

zamjena = int(cos(t)*(cos(t)”2)"~(1/2), t, 'Hold', true)

Ako pokusamo izracunati novi integral, dobit ¢emo:
release(zamjena) % int(cos(t)=*(cos(t)"2)~(1/2), t)

Vidimo da MATLAB nije uspio izra¢unati ovaj integral jer se pojav-
ljuje drugi korijen iz cos? (t) pa nije jasno hoce li se korjenovanjem
dobiti cos t ili —cost. U tome bismo uspjeli da smo u naredbi int do-
dali argument 'IgnoreAnalyticConstraints' s vrijedno$¢u 'true'.

1.5 PITANJA | ZADATCI

1. Izracunajte:
(i) [xe *dx
(i) [xe~” 5 dx
(iii) [x?e*dx
(iv) [xsinxdx
(v) [Inxdx
(vi) [ Arctgxdx
Uputa: parcijalna integracija, jednom ili viSe puta.
2. Neka je a > 0. IzraCunajte:
M [ 25
(i) [ ~F=
(i) [ —=9%

2—a2

12
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iv) [va?—x?Zdx.
Posebno, izra¢unajte za a = V2.
Uputa: zamjena varijable x = at i tablica integrala.
. Izracunajte:
: 2x—1

(1) f xZ2+1 dx

(i) [tgxdx
(iii) [ ohdx
Uputa: brojnik kao derivacija nazivnika ili rastavljanje razlomka.

. Izratunajte [ xv/x2 — Tdx.
Uputa: koristite zamjenu v/x2 — 1 = t.

(i) Izratunajte [sinxcosxdx.
Uputa: zamjena sinx = t. Poslije koristite zamjenu cosx =
t pa usporedite rezultate.

(ii) Rijesite integral iz (i) koristeci se formulom sin(2x) = 2 sinx cos x.
Usporedite rezultate.

. Izratunajte [ Va2 —b2x2dx. Posebno za a = v2ib = 3.
Uputa: poveZite sa Zadatkom 2 (iv).

. Izratunajte [ 2*dx.
Uputa: zamjena x = e'.

13



PRIMJENA NEODREDENOG
INTEGRALA U
INZENJERSTVU

U lekciji se primjerima pokazuje vaznost neodredenog integrala u
primjenama:

1. Odreduje se jednadZba radioaktivnog raspada.
2. Odreduje se jednadZba hladenja (odnosno zagrijavanja) tijela.

3. Odreduje se jednadZba gibanja tijela po pravcu pri djelovanju
konstantne sile.

2.1  PRIPADNI PROBLEM

Vidjeli smo da se derivacijom teoretski opisuju i kontroliraju najvaz-
nija fizikalna svojstva: brzina promjene, rast, pad i prijelaz s jednog
na drugi - lokalni ekstremi, ubrzani i usporeni rast i pad, prijelaz s
ubrzanja na usporenje i obratno - tocke infleksije, itd.

Sve to ide uz uvjet da poznajemo pravilo, tj. funkciju prema kojemu
se proces odvija: poloZaj tocke koja se giba po pravcu u ovisnosti o
vremenu, vrijednost jedne veli¢ine u procesu u ovisnosti o vrijednosti
druge velicine itd.

NaZalost, u stvarnosti, obi¢no ne poznajemo izravno jednadzbu, od-
nosno pravilo prema kojem se neki proces odvija, a to nas najvise
zanima. Ce$¢e moZemo, to¢no ili pribliZzno, opisati brzinu kojom se
proces odvija, silu koja uvjetuje gibanje i sli¢no. Vidjet éemo kako se
tada, koriste¢i se integralom i pojmom diferencijalne jednadzbe, moze
barem nacelno rijesiti problem odredivanja pravila odvijanja procesa.

2.2 POTREBNO PREDZNANJE

Potrebno je poznavati:

1. (i) ¢injenicu da, ako su dvije veli¢ine x i y povezane relacijom
y = f(x), onda se brzina promjene veli¢ine y s obzirom na
promjenu veli¢ine x opisuje derivacijom f’(x) funkcije f po
x, . s %, Sto se zapisuje kratko i kao y’, odnosno %.
Krace:

dy df
Brzi d = =2 =f(x) = —
rzinav(x)ody ~ y ix (x) I

14
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(ii) takoder, da se tada akceleracija promjene opisuje drugom
derivacijom funkcije f po x. Krace:

dzy

dy _ 4%
dx? -

dx?

Akceleracija a(x) ody ~ y” = =f"(x)

2. pojam neodredenog integrala i vrijednost nekih jednostavnih
integrala

3. Cinjenicu da je % R~ %

4. Cinjenicu da je sila proporcionalna akceleraciji, a da je koeficijent
proporcionalnosti masa (jedan od Newtonovih zakona).

2.3 NOVE DEFINICIE I TVRDNJE S PRIMJERIMA

2.3.1  Pojam diferencijalne jednadzbe

Ve¢ smo vidjeli da se brzina (Cestice koja se giba po pravcu) dobije iz
jednadzbe gibanja deriviranjem. To se krace izraZava malo nepreciz-
nom recenicom:

Brzina je derivacija puta po vremenu.

Naime, tu se ne derivira funkcija koja opisuje prijedeni put u vre-
menu, ve¢ funkcija koja opisuje poloZaj Cestice Sto se giba.

Obratan je problem:
Mozemo li, barem teoretski, rekonstruirati gibanje Cestice, tj. poloZaj u sva-
kom trenutku t, ako znamo brzinu u svakom trenutku t?

Odgovor je da moZemo, pod uvjetom da znamo polozaj Cestice u
nekom (jednom konkretnom) trenutku to. Naime, ozna¢imo:

y(t) polozZaj u trenutku t Cestice koja se giba po y-osi. Ako nema
zabune, piSemo samo y.

v(t) brzina u trenutku t te ¢estice. Ako nema zabune, piSemo v.

Tada je, prema definiciji brzine, v(t) = y’(t), tj. v(t) := d%it) ili,

krace: v:= 1/, tj. vi= Y. Dakle:

ili, krace, y = [ vdt.

Kako znamo, rjeSenje je skup primitivnih funkcija ovisnih o konstanti
C, koju ¢emo znati odrediti budemo li znali polozaj u nekom trenutku
to, tj. vrijednost y(to). Zaklju¢ujemo da gibanje iz brzine moZemo
rekonstruirati rjeSavanjem sljedeceg sustava:

15
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Tu se y’ = v zove diferencijalna jednadzba gibanja, a y(to) = yo
pocetni uvjet. Problem odredivanja funkcije y(t) ako su poznati v(t)
i yo zove se Cauchyjev problem. Analogan pristup vrijedi za svake
dvije zavisne veli¢ine u nekom procesu.

Primjer 2.1. [Cauchyjev problem]
Rijesimo Cauchyjev problem

y' =2
y(0) =1.

RjeSavamo odgovarajudi integral, a potom konstantu C odredujemo
iz pocetnog uvjeta:

y:JZde:xz—l—C.

1z y(0) = 1 dobjjemo 1 =02+ C, tj. C = 1. RjeSenjejey =x*+1. O

2.3.2 Opis radioaktivnog raspada - diferencijalna jednadzba
radioaktivnog raspada

Neka je:
t vrijeme
y(t) koli¢ina radioaktivne materije, na primjer C — 14, u trenutku t
yo koli¢ina radioaktivne materije u pocetku, tj. za t = 0: yo = y(0).

Problem opisa radioaktivnog raspada jest u odredivanju ovisnosti
y(t) o t. Ogranicit ¢emo se na raspad u izoliranim uvjetima. S pro-
blemom se upoznajemo pokusom. Glavna je poteskoca, na primjer s
teSkim elementima kao $to je C — 14, Sto se vrlo sporo raspadaju pa
je teSko do¢i do podataka u Sirokoj vremenskoj skali. Zato treba naci
metodu koja ¢e iz lokalnih rezultata dati globalne.

Intuitivno je jasno da je y(t) neka padajuca funkcija (Slika 2.1).

Y

Yo

(t,y(t))

(=]
~ -
~

Slika 2.1: Intuitivni prikaz radioaktivnog raspada
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1. Eksperimentalno odredivanje diferencijalne jednadZbe raspada:
intuitivno je jasno, a potvrduje se pokusom, da je koli¢ina ras-
padnute materije, izmedu dvaju relativno bliskih mjerenja u vre-
menima t i t + At, priblizno proporcionalna proteklom vremenu
At i koli¢ini y(t) materije u trenutku t.

Dakle, postoji pozitivna konstanta k, ovisna samo o vrsti radi-
oaktivne materije (a ne i o vremenu), tako da bude:

Ay ~ —ky(t)At.
Naime, koli¢ina raspadnute materije je
y(t) —y(t+At) = —Ay,

a predznak je minus jer se koli¢ina smanjuje. Sve se moZe zapi-

sati i kao
Ay

~ —ku.
At Y

2. Diferencijalna jednadZba raspada: iz gornje priblizne jednadZbe
naslué¢ujemo diferencijalnu jednadzbu raspada skupa s pocet-
nim uvjetom:

dy

b

at Y
y(0) =yo.

Odavdje se moZze rekonstruirati jednadzba raspada ovako:

4y = —kdt
Y

| ¥ =] rar
Y

Iny=—kt+InC.

Tu smo iskoristili da je y(t) > 0 za sve t i konstantu smo napisali
kao In C. Sad je:

y = el Ckt _ gInCo—kt _ co—kt

7

a iz uvjeta y(0) = yo, dobijemo C = yo. Konaéno, imamo:

y =yoe Y,

$to moZemo zapisati i kao
y(t) =y(0)e ™.

Da bismo raspad opisali do kraja potrebno je znati koeficijent k,
Slika 2.2. Na primjer, za C — 14 priblizno je jednak k = 1.244 .
10~%, uz uvjet da se vrijeme mjeri u godinama.
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Sto je k manji
raspadanje je sporije

Slika 2.2: JednadZba raspada y(t) =yo ekt

Primjer 2.2. [Vrijeme poluZivota]

Odredimo vrijeme poluZivota radioaktivne materije, tj. vrijeme T za
koje se koli¢ina radioaktivne materije prepolovi (posebice za C — 14).
Treba biti

1
yt+T) = zy(t)-

Uvrstavanjem se dobije:

= —¢

—xT _ !

¢ 2

—kT=In1—1In2
In2

Vidimo da vrijeme poluZivota T ne ovisi o t ve¢ samo o k, tj. o vrsti
materije. Zato je T vaZna karakteristika radioaktivne materije (Slika

2.3).
Y

Yo 1

Slika 2.3: Vrijeme poluZzivota
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Za C—14jek~ 1.244-10~* paje T ~ 5572 godina (Slika 2.4).

Y

Yo

Raspad od C' — 14

Yo

0 T = 5572 godina ¢

Slika 2.4: Raspad od C — 14: vrijeme poluZivota

2.3.3 Hladenje - zagrijavanje tijela u sredini stalne tempera-
ture

Neka je:

t vrijeme
S stalna temperatura sredine
y(t) temperatura tijela smjestenog u sredinu
Yo pocetna temperatura tijela.

Problem: Treba opisati mijenjanje temperature tijela ovisno o vre-
menu.

Intuitivno je jasno da ¢e se tijelo hladiti ako je yo > S, da e se zagri-
javati i priblizavati temperaturi S ako je yo < S te da ¢e zadrzavati
stalnu temperaturu ako je yo =S, Slika 2.5.

Yy Yy
%\MK\\\“RWE S y==5
S __________________________________________ y = g Y% /

0 hladenje t 0 zagrijavanje

Slika 2.5: Intuitivni prikaz hladenja, odnosno zagrijavanja tijela
Takoder je intuitivno jasno, a potvrduje se pokusom (Newtonov za-

kon), da je u svakom trenutku promjena temperature proporcionalna
razlici izmedu temperature sredine i temperature tijela, takoder da
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je proporcionalna proteklom vremenu (za male vremenske pomake).
Dakle, pokus pokazuje:

Ay(t) = k[S—y(t)] At

za pozitivnu konstantu k (koja ovisi o materijalu). Odatle dobivamo

diferencijalnu jednadZbu hladenja - zagrijavanja, dakle % =Kk(S—
y): 4

Y -

at k(y —S).

Zajedno s pocetnim uvjetom, treba rijeSiti sljede¢i Cauchyjev pro-
blem:

dy B B
at k(y—S)
y(0) = yo.

Nakon zamjene z =y — S, tj. dz = dy, dolazimo do

dz

-~ _x

dt z
Z(O) :UO _S/

$to znamo rijesiti (jer je sve kao kod radioaktivnog raspada).
Dobijemo z(t) = (yo — S)e %, 4.

y(t) =S+ (yo—S)e .

Graficki prikaz je na Slici 2.6.

Y Yy
Yo S y==5
Yo —S5>0 /
-5<0
P y=2_5 Yo o <
0 . t 0 . .
hladenje zagrijavanje

Slika 2.6: Jednadzba hladenja - zagrijavanja: y(t) = S + (yo — S)e Xt

Primjer 2.3. [Hladenje - zagrijavanje tijela]
Tijelo se nalazi u sredini stalne temperature S = 18°C i ima u prvom
trenutku mjerenja, tj. za t = 0, temperaturu od 35°C. Nakon sat
vremena izmjerena mu je temperatura od 27°C. Treba odrediti:
(i) konstantu hladenja
(ii) temperaturu dva sata vremena prije nultog trenutka
(iif) temperaturu za dva sata (nakon nultog trenutka)

(iv) vrijeme u kojem ce tijelo poprimiti temperaturu od 19°C
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(v) vrijeme u kojem ¢e tijelo poprimiti temperaturu sredine.
Tujeyo =35 pajeyo—S =35—18=17. Zato je y(t) = 18 + 17e " *L.
(i) Kako jey(1) =27, dobijemo
18+17e 1 =27

_ 9
17

k= lng ~ 0.636

e

(i) y(—2) =18+ 17e % (=2) ~ 78.654
(iii) y(2) =18 +17e %2 ~ 22.765
(iv) Trazimo T tako da vrijedi y(T) =19, .

18+17e kT =19

1
—kT _ '
¢ T
In17
T=——~4455
k

(v) U matematickom modelu, to ¢e se dogoditi tek u limesu kad t
ide u beskonacnost, ali u praksi nas moZe zadovoljiti bilo koji t
za koji je y(t) dovoljno blizu S = 18°C . Na primjer, ako rijeSimo
nejednadZbu y(t) < 18.01, dobit ¢emo

18 + e X' < 18.01
—kt < In0.01
t > 7.241,

tj. nakon nesto viSe od 7 sati tijelo ¢e se ohladiti gotovo do
temperature sredine S. [

2.3.4 Gibanje po pravcu pri djelovanju konstantne sile

Neka je:

y(t) koordinata poloZaja tijela koje se giba po pravcu u trenutku t
v(t) brzina tijela u trenutku t

a(t) akceleracija (ubrzanje) tijela u trenutku t

F(t) sila koja djeluje na tijelo dok se nalazi u polozaju y(t).
Vrijedi Newtonov zakon F(t) = ma(t), gdje je m masa tijela.

Tada je (Slika 2.7):
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1. y(t) je realan broj koji oznacuje polozaj, tj. udaljenost od isho-

dista koordinatnog sustava na pravcu (to je broj [y(t)|) i usmje-
renje, tj. ako je y(t) > 0 tijelo je na pozitivnom dijelu, a ako je
y(t) < 0, ono je na negativnom dijelu pravca

. V(t) je realan broj, ali ima znacenje vektora brzine (kako i treba,

jer je brzina vektor). Iznos brzine u trenutku t je [v(t)]. Ako
je v(t) > 0, onda se u tom trenutku tijelo giba u pozitivnhom
smjeru, a ako je v(t) < 0, onda se u tom trenutku tijelo giba u
negativnom smjeru y-osi

. a(t) je realan broj, ali ima znacenje vektora akceleracije (kako i

treba, jer je akceleracija vektor). Iznos akceleracije u trenutku t
jela(t)]. Akoje a(t) > 0, ondaje F(t) > 0, pa u tom trenutku sila
djeluje u pozitivnhom smjeru, a ako je a(t) < 0, onda je F(t) <0,
pa u tom trenutku sila djeluje u negativnom smjeru.

y(t) =3

F(t) djeluje
prema dolje

v(t) = -1
a(t) =2

Il

F(t) djeluje
prema gore

Slika 2.7: Primjeri moguéih y(t), v(t) i a(t)

Problem: Treba opisati gibanje na pravcu tijela na koji djeluje kons-
tantna sila.

Da bi to u¢inili treba uvesti (t,y) koordinatni sustav. Neka je:

t vrijeme (koordinatnu os vremena mozZemo zamisljati horizon-

talnom)

y-os koordinatni pravac (moZemo ga zamisljati vertikalnim - okomi-

tim na vremensku os, i pozitivno usmjerenim prema gore)

y(t) polozaj u trenutku t, tj. koordinata poloZaja tijela koje se giba

po koordinatnom pravcu y

Yo pocetni polozaj tijela, tj. yo := y(0)

Vo brzina tijela u nultom trenutku, tj. vo :=v(0)

—g stalna akceleracija, tj. sila je stalna i usmjerena suprotno od

usmjerenja y-osi i ima iznos g. To smo napravili tako da nas
podsje¢a na gibanje pod utjecajem sile teZe - vertikalni hitac
(Slika 2.8).
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Y

T T alt) = —g

za svet

- Y
YOO v ooed

ZEMLJA

Slika 2.8: Vertikalni hitac blizu povrSine Zemlje uz zanemarivi otpor zraka
i utjecaj drugih sila, osim gravitacije
Prelazimo na rjesavanje problema vertikalnog hitca. Znamo:
(i) v(t) =y'(t), §. v(t) = L. Posebno: v(0) =y’ (0)
(i) a(t) =v'(t) = (y'(t)" =y"(t)

(iif) a(t) = —g za svaki t (jer je sila, pa time i akceleracija, kons-
tantna).

Sad postavljamo Cauchyjev problem:

y =-9
y(0) =yo
y'(0) =vo
Iz (y')’ = —g dva puta ponovljenim integriranjem dobijemo

y'(t) = —gt+Cy
tz

y(t) =— ?+C1t+C2

za neke konstante C; i C,. Sad iz y’(0) = vy dobijemo C; = vy, a iz

y(0) =yo dobijemo C; =yo.

Konac¢no, imamo

y(t) = —%tz +vot+1o

v(t) = —gt +vo.

To je opis poloZaja i brzine u svakom trenutku t (ako ne dode do
promjene uvijeta), Slika 2.9.
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y = —2% + vt + yo

Slika 2.9: Grafi¢ki prikaz gibanja pri vertikalnom hitcu za yo > 0ivo >0

Na Slici 2.9 tijelo u trenutku to ima brzinu vo > 0. Kako tijelo ide
prema gore, brzina mu se postupno smanjuje zato $to sila djeluje
prema dolje, dakle funkcija polozZaja usporeno raste. U trenutku t =
Ty tijelo postigne maksimalnu visinu i tada mu je brzina nula. Nakon
toga tijelo ubrzano pada prema dolje, dakle funkcija polozaja ima
ubrzani pad. Ipak, gledajudi fizikalno ili matematicki, ovo je gibanje
usporeno od t = 0 do t = T jer je akceleracija negativna (stalno je
jednaka —g). Smisao je da se brzina, kao broj, stalno smanjuje, makar
se u intervalu od t = Ty do t = T, brzina u apsolutnom iznosu

povecava. To se vidi iz relacije v(t) = —gt + v kao i iz Slike 2.10.
Y /)
o) = 1= gt + o
Yo
0

Slika 2.10: Graficki prikaz brzine gibanja pri vertikalnom hitcu za vo > 0

Fizikalno tumacenje rjeSenja: dio —%tz je doprinos od djelovanja sile,
vot je doprinos od pocetne brzine a yo od pocetnog polozaja. Na
primjer, ako zamislimo da je rije¢ o vertikalnom hitcu pod utjecajem
gravitacije (koja je blizu povrSine Zemlje konstantna) i ako zanema-
rimo otpor, onda je:

(i) yo visina na kojoj je tijelo bilo u pocetku (i tu bi ostalo da nije
pocetne brzine i gravitacije)
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(ii) vot promjena poloZaja tijela za vrijeme t, koje se giba stalnom
brzinom vy (to je pozitivno za vy > 0)

(iii) $t? je put koji bi tijelo preslo pri slobodnom padu za vrijeme t

(ako prije toga ne udari u Zemlju). Predznak je negativan jer se
za tu vrijednost koordinata polozaja smanyjila.

2.4 PRIMJENA MATLAB-A

2.4.1  RjeSavanje diferencijalnih jednadzba. Naredba dsolve

Diferencijalnu jednadzbu rjesavamo naredbom dsolve. Pokazimo to
na diferencijalnoj jednadzbi iz Primjera 2.1:

syms y(x)
jednadzba = diff(y) == 2x*x
dsolve(jednadzba) % x™2 + C1

Naredba dsolve moZe rijesiti i Cauchyjev problem:

syms y(x)

jednadzba = diff(y) == 2xx

uvjet = y(0) ==

dsolve(jednadzba, uvjet) % X"2 + 2

Dobiveno rjeSenje, kako je i uobi¢ajeno za simbolicki zadane funkcije,
moze se nacrtati naredbom fplot.

I diferencijalne jednadZbe u kojima se pojavljuje jedan ili vise para-
metara, kao u primjeru diferencijalne jednadzbe raspada iz 2.3.2, rje-
Savamo pomocu dsolve:

syms k y0 y(t)

jednadzba = diff(y) == -kxy

uvjet = y(0) == y0

dsolve(jednadzba, uvjet) % yOxexp(-kxt)

Rjedenje je jednako onom iz Lekcije. Sli¢no rjeSavamo i diferencijalnu
jednadzbu hladenja - zagrijavanja tijela u sredini stalne temperature
iz 2.3.3. I ovdje dobijemo ve¢ poznato rjeSenje, uz drukcije razmje-
Stene predznake:

syms k S y0 y(t)

jednadzba = diff(y) == -kx(y - S)

uvjet = y(0) == y0

dsolve(jednadzba, uvjet) % S - exp(-kxt)x(- y0 + S)

Za rjeSavanje Cauchyjevog problema drugog reda, tj. Cauchyjevog
problema s dva pocetna uvjeta, postupamo sli¢no kao gore, uz na-
pomenu da je, za postavljanje pocetnog uvjeta za prvu derivaciju,
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najprije potrebno prvu derivaciju definirati kao zasebnu funkciju. Ra-
dimo s Cauchyjevim problemom vertikalnog hitca iz 2.3.4:

syms g y0 vO y(t)

jednadzba = diff(y, 2) == -g

Dy = diff(y, 1)

uvjeti = [y(0) == y0, Dy(0) == vO]

dsolve(jednadzba, uvjeti) % y0 - (gxt"2)/2 + txv0

Rezultat je jednak onom kojeg smo i prije imali, osim $to se razlikuje
u razmjestaju ¢lanova.

2.5 PITANJA | ZADATCI

1. Odredite formulu radioaktivnog raspada u terminu vremena

poluzivota. Uputa: U formulu stavite k = ¥

2. Odredite formulu za vrijeme potrebno da radioaktivna materija
izgubi 1 posto svoje koli¢ine. Izracunajte za C — 14.

3. Napisite formule u problemu hladenja-zagrijavanja ako je tem-
peratura sredine 0°C. Nacrtajte pripadne grafove ovisno o tome
jeliyo > 01ili yo < 0. Komentirajte vezu s problemom radioak-
tivnog raspada.

4. Nacrtajte slike analogne slikama 2.9 i 2.10 ako je vo = 0, od-
nosno vp < 0. Komentirajte.

5. Tijelo je ba¢eno u vis brzinom vy = 3m/s s pocetnog poloZaja
Yo = 12m. Uz pretpostavku da je g = 9.81m/s? i da nema
otpora, odredite:

(i) jednadzbu gibanja tog tijela
(ii) brzinu v(t) u svakom trenutku
(iif) maksimalnu visinu i vrijeme kad se postiZe

(iv) vrijeme za koje Ce tijelo opet biti na pocetnoj visini i brzinu
u tom trenutku (komentirajte)

(v) vrijeme pada tijela na povr$inu zemlje i brzinu u tom tre-
nutku

(vi) vremenske intervale ubrzanog i usporenog pada.

6. Postavite Cauchyjev problem vertikalnog hitca, ako je otpor u
svakom trenutku proporcionalan kvadratu brzine i usmjeren su-
protno od brzine.
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PROBLEM POVRSINE -
ODREDENI INTEGRAL.

LEIBNITZ-NEWTONOVA
FORMULA

U lekciji se objasnjava kako problem odredivanja povrsine podsku-
pova ravnine vodi do pojma odredenog integrala te kako se, preko
Leibnitz-Newtonove formule, odredeni integral ra¢una pomocu neo-
dredenog, tj. pomoc¢u primitivne funkcije.

3.1 PRIPADNI PROBLEM

Formule za povrsinu geometrijskih likova omedenih duZinama otkri-
vene su u dalekoj proslosti (u starogrc¢koj, indijskoj i arapskoj mate-
matici). S likovima omedenim zakrivljenim crtama bilo je puno teZe.
Osim formule za povr$inu kruga, malo toga je bilo poznato. Arhimed
je uspijevao s povrsinama omedenim dijelovima parabole, hiperbole
ili elipse.

Pomocu integrala mogu se, barem nacelno, odrediti povrsine pod-
skupova ravnine, omedene dijelovima grafova elementarnih funkcija
(i opcenitije).

Vidjet ¢emo da se pomocu integrala rjeSavaju i mnogi drugi geome-
trijski problemi: problem obujma, duljine luka krivulje i sl. te mnogi
fizikalni problemi: problem rada sile, tezista i sl.

3.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati pojam neodredenog integrala i ra¢unanja nekih
vaznih neodredenih integrala.
Takoder je potrebno poznavanje pojma povrsine i ra¢unanja povrsine

pravokutnika P = a - b i povrSine trapeza P = WTCJV, Slika 3.1.

C

a

P=a-b

Slika 3.1: Formule za povrsine pravokutnika i trapeza
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3.3 NOVE DEFINICIJE | TVRDNJE S PRIMJERIMA

3.3.1  Problem odredivanja povrsine ispod grafa pozitivne funk-
cije

Neka je f pozitivna funkcija na segmentu [a, b], tj. f(x) > 0 za sve x
sa svojstvom a < x < b. Treba odrediti povr§inu omedenu grafom
funkcije f, x-osi i vertikalnim pravcima x = a i x = b, Slika 3.2. Taj
se problem krac¢e zove problem odredivanja povrSine ispod grafa
funkcije.

0 a b x
Slika 3.2: Povrs$ina ispod grafa pozitivne funkcije

Tradicionalno, oznaka za povrsinu ispod grafa funkcije f, za x od a
do b, oznacava se kao

Jb f(x)dx

a
i ¢ita: integral od a do be ef od x de x. Taj se izraz zove i odredeni integral
funkcije f na segmentu [a, b]. Brojevi a i b zovu se granice integrala,
f je podintegralna funkcija, a je donja, a b je gornja granica. Vezu s
neodredenim integralom i uporabu ove oznake vidjet éemo uskoro.
Ovaj se problem moze vrlo precizno matematicki postaviti i vrlo pre-
cizno rijeSiti. Mi ¢emo izbje¢i strogo matematic¢ko izlaganje i prik-
loniti se geometrijskoj intuiciji. Napomenimo da nas ponajprije zani-
maju elementarne funkcije, iako se ova problematika moze razmatrati
za puno Sire klase funkcija.
Prirodno je razmotriti funkciju povrsine P(x) za a < x < b, defini-
ranu s (Slika 3.3):

P(x) := povrsina ispod grafa od a do x.

y y = f(z)

0 a x b <

Slika 3.3: Graf funkcije povrsine P(x)
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Vidimo dva o¢ita svojstva:
1. P(a) =0
2. P(b) =P = ukupna povrsina koju trazimo.

Primjer 3.1. [Funkcija povrsSine]
Odredimo funkciju P(x) ako je f(x) :==xia =1, b =5, Slika 3.4.

Y
£

0] 1 x 5 x
rz—1

Slika 3.4: Primjer 3.1

Vidimo da je P(x) jednak povrs$ini trapeza s osnovicama x i 1 i visinom
x—1:

(x+1)(x—1) _x2—1

P(x) = 5 =
Vrijedi: P(1) = 01 P(5) = 12 = P. Uocimo: kako x ide od 1 do 5,
funkcija povrsine P(x) raste od 0 do 12. O

Na Slici 3.5 vidimo da za prirast povrsine AP(x) := P(x + Ax) — P(x)
vrijedi

AP(x) ~ f(x) - Ax.
Napomenimo da tu pretpostavljamo da je Ax > 0, iako op¢enito pri-
rast od x moze biti i negativan.

Y

0 a, x‘W—/lx +Azx b T

Ax

Slika 3.5: Prirast povrsine AP(x)
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Odatle naslu¢ujemo:
dP(x) = f(x)dx,

Sto je formula za diferencijal povrSine, a moZemo je shvatiti kao dife-
rencijalnu vezu izmedu funkcije f i njoj pripadajuée funkcije povrsine.
dPIx) — f(x), tj. kao

dx

Ta se veza moZe zapisati i kao

Sto znadi da je P(x) jedna od primitivnih funkcija funkcije f.

Uporaba izraza integral i oznake [ tradicionalna je. Oznaka |[ je is-
krivljenje oznake za sumu ) _, a suma se odnosi na zamisljanje da se
zbraja beskona¢no mnogo doprinosa f(x)dx dok se x mijenja (Sto do-
lazi od zbrajanja povrs$ina f(x)Ax i moZe se strogo matematicki opisati
pomocu limesa).

Kraée, moZemo zamisljati:

b
Zbroj doprinosa f(x)dx za x od a do b prelazi u J f(x)dx.

a

Primjer 3.2. [Provjera jednakosti P’(x)

f(x]]

U Primjeru 3.1 imali smo f(x) :=x i P(x) = "ZT_‘ Vidimo da je

P'(x) = <X2_1> =2fxzx:f(x).

2 2

3.3.2 Leibnitz-Newtonova formula za pozitivne funkcije

Neka je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f, tj. takva da je F/ = f.
Tada je P(x) = F(x) + C, gdje je C neka konstanta (to je zato Sto je i
P(x) primitivna funkcija funkcije f).

Sad je lako u terminima funkcije F odrediti povrSinu P ispod grafa
funkcije f za x od a do b:

gdje je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f, a razlika F(b) —F(a)
ne ovisi o tome koji smo F izabrali.
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Izraz F(b) — F(a) ¢esto piSemo kao F(x) 2, dakle:

b
J f(x)dx = F(x)| .

a
a
Ovu formulu zovemo Leibnitz-Newtonova formula.
Primjer 3.3. [Leibnitz-Newtonova formula]

Procijenimo i odredimo povrsinu ispod sinusoide za 0 < x < m, Slika
3.6.

Slika 3.6: Primjer 3.3

1z Slike 3.6 vidimo da je traZena povr$ina unutar pravokutnika duljine
mivisine 1, a da zauzima oko % njegove povrsine. Zato procjenjujemo

Prsom1=2."m21=2
3
Rac¢unanjem dobijemo

P = L sinxdx = (—cosx) ‘g
= —cos(m) — [—cos(0)] = —(—=1)— (—=1) = 2.

O]

Primjer 3.4. [Veza funkcije povrSine i drugih primitivnih funkcija]
Ako u jednakost P(x) = F(x) + C uvrstimo x = a, dobijemo 0 =
F(a) + C, dakle C = —F(a). Zato je

P(x) = F(x) — F(a).

Ako je f(x) := x?ia=2ib =4, onda je F(x) = "; jedna od primitiv-
nih funkcija od f. Zato je
3

P(x) = Flx) —F(2) = 5 —

W[

funkcija povrsine (Slika 3.7).
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Slika 3.7: Primjer 3.4

3.3.3 Svojstva odredenog integrala za pozitivne funkcije

1. fb [f(x) & g(x)] dx = fz f(x)dx £ fz g(x)dx

a
U slucaju negativnog predznaka treba biti g(x) < f(x) za sve
x od a do b. Ovaj je uvjet potreban jer trenutno razmatramo

samo pozitivne funkcije. Poslije, kad integral bude definiran za
Sire klase funkcija, taj uvjet nece biti potreban.

2. fz Af(x)dx = A fz f(x)dx, uz uvjet A > 0. Poslije ovo ograni¢enje
na A nece biti potrebno.

3. [ f(x)dx + IE’ f(x)dx = fz f(x)dx za a < ¢ < b, Slika 3.8. Pos-
lije, u Sirem kontekstu, a, b i ¢ ¢e moci biti bilo koja tri realna
broja.

Y

0 a c b T
P=Pi+P,

Slika 3.8: Svojstva odredenog integrala za pozitivne funkcije - Svojstvo 3
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3.3.4 Odredeni integral za bilo koje funkcije

1. Odredeni integral za negativne funkcije - ako je f negativna na
segmentu [a, b], tj. ako je f(x) < 0 za a < x < b, onda defini-
ramo (Slika 3.9):

Jb f(x)dx = —Jb [f(x)|dx = —P.

a a
Razlog za tu definiciju je prirodan: izraz f(x)Ax tu je negativan
za sve x. Naime, kako smo ve¢ rekli, u ovim okolnostima uvijek

je Ax > 0.
Y Y
f;f(:z:)da::—P
o fab F(2)de flz) - Az <0
a b a r z+Az b
o Tz o T T @
P A
y=1rl= (z, f(2))

Slika 3.9: Odredeni integral za negativne funkcije

2. Odredeni integral opéenito (Slika 3.10):

b
J f(x)dx = Zbroj povrsina iznad x-osi

— Zbroj povrsina ispod osi x-osi

Yy
a /7%\
0 ’ x
fab f(x)da: =P +Py—P3+ P,

Slika 3.10: Odredeni integral opcenito

Imamo sljedeée dogovore o odredenom integralu, ako je donja gra-
nica veca od gornje ili njoj jednaka:
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1. fgf(x)dx:—fzf(x)dx zaa<b
2. [of(x)dx =0

Napomena: od sad u odredenom integralu jz f(x)dx, funkcija f moze
biti bilo koja (razumna) funkcija, a granice integrala a i b mogu biti
bilo koja dva realna broja, a ne nuzno a < b.

3.3.5 Opca Leibnitz-Newtonova formula

Za svaki odredeni integral (bez obzira na funkciju ili granice) vrijedi
Leibnitz-Newtonova formula

Jb f(x)dx = F(b) — F(a),

a
gdje je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f.

Primjer 3.5. [Opc¢a Leibnitz-Newtonova formula]
Izra¢unajmo i geometrijski interpretirajmo:

(i) f sin(x)dx, Slika 3.11
Y

1 e Yy =sinz

Slika 3.11: Primjer 3.5 (i)
(ii) f 2)dx, Slika 3.12.

y ’,ry:x2—2

el

Slika 3.12: Primjer 3.5 (ii)
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(i) Rezultat je negativan jer je graf ispod x-osi. O¢ekujemo rezultat
—2 jer je u Primjeru 3.3 bio 2. Zaista,

27t
J sin(x)dx = (—cos x) ‘72:[ = —cos(2m) — (— cos )

= = [(=1)] = =2

3 3 3 8 5
2 _ — L_ =3_(—=4114 Z
J Z(X Z)dX <3 2X>‘ 5 3 ( 3—|- > 3

Smisao ovog rezultata u tome je da je P71 — P, +P3 = %, Sto se
moze i pribliZno provjeriti (Slika 3.13).

(ii)

Y

Slika 3.13: Primjer 3.5 (ii)
O

Napomena o ocitim svojstvima integrala: tri svojstva odredenog in-
tegrala koja su vrijedila za pozitivne funkcije i u slu¢aju da je donja
granica manja od gornje, vrijede i opéenito, s time da u prvom svoj-
stvu g moZe biti bilo koja funkcija, u drugom A bilo koji broj, a u
tre¢em svojstvu viSe nije potreban uvjet a < ¢ < b. Ta svojstva su
izravna posljedica opée Leibnitz-Newtonove formule.

Primjer 3.6. [Svojstva odredenog integrala]
Izratunajmo fz x%dx.

3 3.3 33 63
2 _X
LXdX_3‘6_3 3

Ako iskoristimo pravilo o zamjeni granica integrala, dobijemo:

3 6 3 3
6 3
2 — — 2 = — _—— = —
Lxdx- Lx dx <3 3> 63,

kako smo dobili i izravno.
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3.4 PRIMJENA MATLAB-A

3.4.1  Racunanje odredenog integrala. Naredbe int i area,
vectorize i eval

Kao i za neodredeni integral, za ra¢unanje odredenog integrala koristi
se naredba int, uz navodenje granica integracije, kao kod integrala iz
Primjera 3.3:

syms X

f = sin(x)

int(f, 0, pi) % 2
Za prikaz podrudja ispod grafa funkcije koristi se naredba area, s

time da se vektor vrijednosti zavisne varijable y = f(x) iz simboli¢kog
rezultata integracije dobiva pomoéu naredbi vectorize i eval:

x = linspace(0, pi)
y = eval(vectorize(f))
area(x, y, 'FaceColor', [0.9 0.9 0.9])

0.8

0.6

0.4r

0.2

3.5

Sa slike vidimo da je funkcija pozitivna na intervalu integracije. Stoga
je integral jednak povrsini gore osjencanog podrugja. Kod naredbe
area koristili smo argument 'FaceColor' s argumentom [0.9 0.9
0.9], kojim smo u RGB zapisu boju prikazanog podrucja zadali kao
svijetlo sivu. U toj notaciji je crna boja zadana s [0 0 0], a bijela s
[111].

Naredba int ra¢una i odredene integrale funkcija koje nisu pozitivne
na cijelom podrudju integracije:

syms x

f=x"2-2

int(f, -2, 3) % 5/3
x = linspace(-2, 3)
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y = eval(vectorize(f))
area(x, y, 'FaceColor', [0.9 0.9 0.9])

IN |

-2

2 -1 0 1 2 3
Spomenimo i zanimljiv slu¢aj kada je podintegralna funkcija f(x) = %
U Lekciji 1 smo vidjeli da je int(x~(-1)) = log(x), Sto vrijedi samo
za x > 0 pa se moglo ocekivati da MATLAB nec¢e mod¢i izracunati taj
integral ako su granice integracije negativni brojevi. Ipak:

Syms X
int(1l/x, -3, -1) % -log(3)

Vidimo da smo dobili to¢an rezultat koji je u skladu s postupkom

1
J %dx: (In|x|) [; =In|—1—-In|—3/=In1—-In3=—1In3.
-3

3.4.2 Numericka integracija. Naredbe vpaintegral i integral

Izra¢unajmo jo$ neke integrale, od kojih su posljednja tri integrali koji
se ne mogu zapisati pomocu elementarnih funkcija, kao u 1.4.2:

syms Xx
int(1/(1 + x~2), -1, 1) % pi/2
int(sin(x”2), 0, 1)

% (2°(1/2)*pi~(1/2)*fresnels(2”(1/2)/pi”~(1/2)))/2
int(exp(x~2), 0, 1) % (pi~(1/2)*erfi(1))/2
int(exp(x)*log(x), 1/2, 1)

% ei(1l/2) - ei(1l) + exp(1l/2)=*log(2)

S prvim smo rezultatom zadovoljni, ali za ostale nemamo jasnu pre-
dodZbu o kojim je vrijednostima rijec.

Stoga uvodimo naredbu vpaintegral za numeri¢ku integraciju. Ova
naredba daje pribliZznu vrijednost traZzenog odredenog integrala, a ko-
risti tzv. variable-precision arithmetic s precizno$¢u koja se moZze zadati
po volji:
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syms Xx
vpaintegral(sin(x~2), 0, 1) % 0.310268
vpaintegral(exp(x~2), 0, 1) % 1.46265
vpaintegral(exp(x)=*log(x), 1/2, 1) % -0.298091

Naredba vpaintegral daje rezultat i kada naredba int ne nudi rjeSe-
nje pomocu specijalnih funkcija:
int(sqrt(log(x)+x)/(xxLlog(x)+exp(x)))

% int((x + log(x))"~(1/2)/(exp(x) + xxLlog(x)), X)
vpaintegral(sqrt(log(x)+x)/(x*log(x)+exp(x)),1,2) % 0.27409

Za numericku integraciju moze se koristiti i naredba integral koja
racuna s fiksiranom double preciznos¢u, za razliku od vpaintegral
koja radi s promjenjivom, tj. varijabilnom preciznoséu:

integral(@(x) sin(x.”2), 0, 1) % 0.3103
integral(@(x) exp(x.”2), 0, 1) % 1.4627
integral(@(x) exp(x).xlog(x), 1/2, 1) % -0.2981

Usporedbom rezultata dobivenih pomocu integral s onima dobive-
nima pomocu vpaintegral moZemo utvrditi do koje mjere su oni
sli¢ni, tj. razliciti.

3.5 PITANJA | ZADATCI

1. Geometrijski predocite i izracunajte, potom komentirajte rezul-
tat. Jeste li rezultat mogli unaprijed pogoditi?

(1) f(z)” cos xdx
(ii) f§§ sin xdx
(iii) f% x X COS xdx
(iv) [?, f(x)dx, gdje je f neka neparna funkcija.

Uputa: u (iv) je rezultat 0 zbog neparnosti. Primijenite sli¢no
razmis$ljanje na dobivanje rezultata u (ii) i na (iii).

2. ObrazlozZite slikom i rije¢ima jednakost: [¢  f(x)dx =2 [ f(x)dx
za parnu funkciju f.

3. Odredite i geometrijski interpretirajte funkciju povrsine P(x) is-

pod grafa funkcije f(x) = x? za:

4. Za sve tri funkcije povrsine P(x) iz Zadatka 3 izracunajte deri-
vaciju P’(x). Komentirajte.

38



PROBLEM POVRSINE - ODREDENI INTEGRAL. LEIBNITZ-NEWTONOVA FORMULA

5. Za funkcije f(x) = sinx, f(x) = cosx i f(x) = x3 — x odredite

funkciju F(x) = fg f(t)dt. Izralunajte svaki put F'(x). Sto za-
klju¢ujete?

6. Neka je f pozitivna funkcija na intervalu [a, b] i neka je F(x) =
[ f(t)dt za x € [a, b]. Obrazlozite zasto je F rastuca funkcija.

7. Je li F iz Zadatka 6 nuzno rastuca ako f nije pozitivna? Obrazlo-
Zite primjerom. Sto bi bilo ako je f negativna funkcija?
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METODE RACUNANJA
4 ODREDENOG INTEGRALA.
NEPRAVI INTEGRAL

U lekciji se pokazuje da metode racunanja neodredenog integrala,
nakon odredene preformulacije, vrijede i za odredeni integral.
Takoder, uvodi se pojam nepravog integrala - to je proSirenje pojma
odredenog integrala i na funkcije koje nisu definirane u granicama
integrala ili kojima su granice —oo ili co.

4.1 PRIPADNI PROBLEM

Katkad je u primjenama potrebno raunati povrsine koje se protezu u
beskonacnost. To se, u mnogim vaznim slucajevima, rjeSava pomocu
nepravog integrala.

4.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati pojam neodredenog integrala i metode ra¢una-
nja te pojam odredenog integrala.

4.3 NOVE DEFINICIHE I TVRDNJE S PRIMJERIMA

4.3.1  Metoda parcijalne integracije odredenog integrala

Primjer 4.1. [Parcijalna integracija odredenog integrala]
Izratunajmo fg xe *dx.

Prvi naéin - primijenimo formulu parcijalne integracije za neo-
dredeni integral

Judv =uv— Jvdu

pa poslije uvrstimo granice:

Jxe_xdx = [u =x,du=dx; dv=e%dx,v = —e_"} =
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Sad je

3
J xe Xdx = (—xe X —e ¥) ](3) =—4e 3 +1.
0

Drugi nacin - izravna parcijalna integracija odredenog integrala:
koristimo formulu

b b (P
J udv-(uv)]a—J vdu,
a a

uz napomenu da se granice u svim integralima odnose na x, tj.
x ide od a do b, a ne u, odnosno v. Dobivamo:

3
J xe *dx = [u =x,du=dx; dv=e *dx,v= —e_x] =
0
s 3
—x (e ) |- J (ce ) dx =
0
_ —x13
= 3e 3 e~ 0=
= —4e 3 +1

4.3.2 Uvodenje nove nepoznanice u odredent integral

Prema analogiji s neodredenim imamo dvije vrste zamjena u odrede-
nom integralu fz f(x)dx.

Prva vrsta zamjene zasniva se na zamjeni h(x) = t za pogodno oda-
branu funkciju h. Odatle se dobije h’(x)dx = dt. Ovo je sve bilo i u
neodredenom integralu. Novost je da treba mijenjati granice: kako x
ide od ado b, tide od h(a) do h(b), jer je t = h(x). Kratko zapisano:

[h(x) =t, h/(x)dx = dt
zax=ajet=h(a)
zax=bjet=nh(b)].

Primjer 4.2. [Prva vrsta zamjene]

o 1
Izratunajmo |, o dx
Stavimo

[h(x) =Vx24+3=1t x?+3=1t%, xdx = tdt| .

Sad je h(—1) =h(1) :\/21:2paje

1 2
J X dx:Jtdt:O
1 VX243

4



METODE RACUNANJA ODREDENOG INTEGRALA. NEPRAVI INTEGRAL

jer je donja granica jednaka gornjoj (¢im smo to dobili mogli smo
prestati s racunanjem).

Objasnjenje (Slika 4.1): podintegralna funkcija je neparna, a interval
po kojemu integriramo simetri¢an pa smo i bez ra¢unanja mogli za-
klju¢iti da je integral jednak nuli (povrsina ispod x-osi jednaka je onoj
iznad x-osi).

Yy
Y=o
o/ P
—15 P, 1 x
P1="Ps pa je
4 f@)de =0

Slika 4.1: Primjer 4.2
U

Druga vrsta zamjene zasniva se na zamjeni x = ¢(t) za pogodno
odabranu funkciju g. Odatle je dx = g’(t)dtit = g~'(x), §to znadi
da g mora imati inverznu funkciju. Sto se ti¢e granica, ako je x = a
onda je t = g~ '(a), a ako jex = b, ondajet = g~ '(b). Kratko
zapisano:

b g~ ' (b)
J f(x)dx:J f(g(t))g’(t)dt.
a g '(a)

Primjer 4.3. [Druga vrsta zamjene]
Povrsina kruga: izra¢unajmo [* /12 —x2dx, Slika 4.2.

Y

y=Vrl— 12

Slika 4.2: Primjer 4.3

42



METODE RACUNANJA ODREDENOG INTEGRALA. NEPRAVI INTEGRAL

Stavimo:
[X =g(t) =rsint, dx =rcostdt, t =g~ '(x) = Arcsin G)}

paje

= SO

’ 2
2t sin(28)) |3
o (2+ VAR
—2. T

1z Slike 4.2 vidimo da smo ovako izra¢unali povrsinu polovice kruga.
Uocimo da je ovaj odredeni integral bilo bitno lakse izra¢unati ovako,
nego preko ra¢unanja neodredenog integrala. O

4.3.3 Nepravi integral

Ima viSe tipova nepravih integrala. Upoznat ¢emo ih kroz primjere.

Primjer 4.4. [Nepravi integral - funkcija f nije definirana u jednoj ili
obje granice]

-
OBV
(if) [y 4%
(iif) [5 x.
(i) Problem je u tome (Slika 4.3) Sto podintegralna funkcija nije de-

finirana u granicama integrala ve¢ samo na otvorenom intervalu
(—1,1) pa bi povrsina mogla biti beskona¢na.

Y

Slika 4.3: Primjer 4.4 (i)
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Tu smo imali sre¢u da je primitivna funkcija Arcsinx podinte-
gralne funkcije definirana i u rubovima integrala pa je

! dx 1
J — = ArcsinxL] = Arcsin(1) — Arcsin(—1)
-1

V1—x2

= 2Arcsin(1) = m

(ii) Problem je poput onog u (i) - podintegralna funkcija (Slika 4.4)
nije definirana u nuli - i razrjeSava se sli¢no jer je primitivna
funkcija 21/x podintegralne funkcije definirana u nuli:

1
dx 1
— =2yx|,=2.
Jo VX ‘0

Slika 4.4: Primjer 4.4 (ii)

(iii) Tu je (Slika 4.5) primitivna funkcija Inx koja nije definirana u
nuli, Stovise, limy_,o(Inx) = —oo, §to piSemo i kao In(0) = —oo
x>0
paje i
1
J dx zlnx‘:) =In1—In0=0—(—o00) =400,
0o X

tj. povrsina je beskonac¢na.

Yy

Slika 4.5: Primjer 4.4 (iii)
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Primjer 4.5. [Nepravi integral - granice integrala su —oo i/ili 4-00]
(i) [4°° xe *dx, Slika 4.6
(i) [T 9%, Slika 4.7.

—oo T4x2Z”

(i) Tuje problem &to je podrugje integracije beskonacan interval. 1z
Primjera 4.1 znamo da je primitivna funkcija —xe™* X, aiz
L’'Hospitalova pravila imamo

_e_

. _ . X .
lim xe*= lim — = lim — =0
X—+00 x——+o00 eX x—+oo eX

paje

Jﬂoxe_"dx = (—xe *—e7¥) SLOO =0—-0)—(0—-1)=1.

0

o 1
P=1 v

Slika 4.6: Primjer 4.5 (i)

(i)
—+00 dx “+o00 dx too
— =2 —— = 2Arct
J_oo 1+4x? JO 1+x2 retg(9)lg
= 2Arctg(+o00) —2Arctg(0)
:zg—zozm

Tu smo limy_,+, Arctg(x) zapisali kao Arctg(oo).
Yy
1

-1 1 x

Slika 4.7: Primjer 4.5 (ii)
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4.4 PRIMJENA MATLAB-A

4.4.1  Odredent integral s opéim granicama

Sve odredene integrale, pa tako i one koji se inace rjesavaju metodom
parcijalne integracije ili uvodenjem nove nepoznanice u odredeni in-
tegral, u MATLAB-u se moZe izra¢unati naredbom int. PokaZimo to
na primjerima integrala iz Primjera 4.1 - 4.3:

Syms r x

int(xxexp(-x), 0, 3) % 1 - 4xexp(-3)
int(x/sqrt(x~2 + 3), -1, 1) % 0
int(sqrt(r*2 - x*2), -r, r) % (pixr~2)/2

S obzirom na to da je u drugom integralu podintegralna funkcija ne-
parna, isti rezultat dobit ¢emo i ako integriramo po intervalu [—a, a]
za bilo koji a > 0. Ovo pokazuje da se naredba int moZe koristiti i
kada su granice integrala neodredene, tj. parametarski zadane:

syms a X
int(x/sqrt(x*2 + 3), -a, a) % 0

RijeSimo i Zadatak 1 iz 4.5, tj. nadimo povrsinu unutar elipse s po-
luosima duljina a i b. Integral mnoZimo s 2 jer sam integral racuna
povrsinu izmedu gornje poluelipse i x-osi:

syms a b x
2*xint(bxsqrt(l - x~2/a”2), -a, a) % pixaxb

Kako smo povrsinu izrac¢unali za sve pozitivhe parametre a i b, do-
bili smo formulu za ra¢unanje povrsine unutar elipse (koja poopcuje
formulu za povrsinu kruga).

4.4.2 Racunanje nepravih integrala

Naredba int, koju smo upoznali u prethodnim lekcijama, mozZe se
koristiti i za racunanje nepravih integrala, kako onima s kona¢nim,
tako i onima s beskona¢nim intervalima integracije. PokaZimo to na
nepravim integralima iz Primjera 4.4 i 4.5:

syms X
int(1l/sqrt(l - x*2), -1, 1) % pi
int(1l/sqrt(x), 0, 1) % 2
int(1/x, 0, 1) % Inf
int(xxexp(-x), 0, inf) % 1
int(1/(1 + x*2), -inf, inf) % pi
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4.5 PITANJA | ZADATCI

1. Izra¢unajte povrsinu unutar elipse s jednadZbom

Uputa: u jednadzbi poluelipse y =by/1— z—i stavite x = asint.

2. Izaberite po volji segment [a, b] i pozitivnu funkciju f.

(i) Pomaknite graf u desno ili u lijevo za ¢ > 0. Jesu li se
time povrsine izmedu grafa i x-osi promijenile? Kako se
zadatak moZe rijesiti analiticki?

(ii) Isto pitanje, samo Sto sad graf rastegnemo, odnosno sp-
ljostimo vertikalno c puta (crtajte i zakljucujte pri ¢ = 2).
Postupak provedite i analiticki.

(iii) Isto pitanje, samo $to sad graf rastegnemo, odnosno spljo-
$timo horizontalno ¢ puta (crtajte i zakljucujte pri ¢ = 2).
Postupak provedite i analiticki.

Uputa:

(i) Povrsine se ne mijenjaju: analiti¢ki, umjesto f(x), imamo
funkcije f(x — c¢), odnosno f(x +c).

(ii) PovrSine se povecavaju, odnosno smanjuju 2 puta (umjesto
f, gledamo funkcije 2f, odnosno %f).

(iii) PovrSine se povecavaju, odnosno smanjuju 2 puta (umjesto
f(x) od a do b, gledamo funkcije f(3) od 2a do 2b, od-
nosno f(2x) od 5 do %).

3. Izracunajte za cijele brojeve min:
(i) [T, sin(mx) cos(nx)dx

(ii) f sin(mx) sin(nx)dx

(iii) f cos(mx) cos(nx)dx.

Uputa: u (i) je funkcija neparna. U (ii) i (iii) koristite formulu

pretvaranja umnoska u zbroj.

4. Izratunajte povrsinu ispod grafa funkcije f(x) := ; zax > 11
nacrtajte sliku.

5. U integralu

+o0
1 J e 105 ax,
V210 ) -

gdje su 0 > 0 i u realni brojevi, zamijenite varijablu zamjenom
—p o . . o .
==& = t. Skicirajte staru i novu podintegralnu funkciju i proci-
jenite rezultat.
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6. Integral fz f(x)dx, gdje f nije definirana u b i gdje je a < b,
mogao bi se strogo matematicki definirati kao

w
lim J f(x)dx.
w—b Jq

a<w<b

Analogno postupite ako je:
(i) f nije definirana u a
(i) b = +o0
(iii) a =—o0
(iv) f nije definirana u nekom c gdjeje a < c <b.

Ilustrirajte ove definicije slikom.

Uputa: radi jednostavnosti, geometrijske ilustracije radite s po-
zitivnom funkcijom f. Uvijek iscrtkajte povrsinu limes koje je
pojedini integral.
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5 PRIMJENA ODREDENOG
INTEGRALA U GEOMETRIJI

U lekciji se pokazuje kako se pomoc¢u odredenog integrala mogu racu-
nati povrsine Siroke klase podskupova ravnine. Takoder se pokazuje
kako se moZe racunati obujam rotacijskog tijela.

5.1 PRIPADNI PROBLEM

Vazni podskupovi ravnine u pravilu su zadani krivuljama koje ih
omeduju. Postavlja se pitanje racunanja povrsine takvih podsku-
pova. Taj se problem nacelno rjeSava pomocu odredenog integrala,
pod uvjetom da su krivulje koje omeduju podskup grafovi (razum-
nih) funkcija.

Odredeni integral omogucuje strog izvod formula za obujam kugle i
stoSca i, opcenito, ra¢unanje obujma tijela nastalih rotacijom.

5.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati pojam odredenog integrala i metode racunanja
te pojam povrsine i obujma. Takoder, treba znati formulu za obujam
V valjka visine h i polumjera r osnovke: V = nr?h.

5.3 NOVE DEFINICIHE | TVRDNJE S PRIMJERIMA

5.3.1  Racunanje povrsina podskupova ravnine

Povrsinu P podskupa ravnine (Slika 5.1) zadanog uvjetima a < x < b
ig(x) <y < f(x) ratunamo formulom

Slika 5.1: Podskup ravnine zadan uvjetima a < x < big(x) <y < f(x)

49



PRIMJENA ODREDENOG INTEGRALA U GEOMETRIJI

U slucaju kad je f pozitivna, a g negativna funkcija, ta je formula
ilustrirana Slikom 5.2.

Y

Slika 5.2: Podskup ravnine zadan pozitivnom funkcijom f i negativhom g

Primjer 5.1. [PovrSina podskupa ravnine]

Procijenimo, a poslije to¢no odredimo povrsinu podskupa ravnine
omedenog krivuljama s jednadZbamay = x +4 iy = x? — 2x.
Vidimo da je rije¢ o oznacenom dijelu ravnine izmedu pravca i pa-
rabole, Slika 5.3 (i). Vidimo, takoder, da moZemo primijeniti gornju
formulu, samo treba odrediti presjek krivulja: tocke A i B. To se os-
tvaruje rjeSavanjem sustava y = X2 —2x,y =x+4. Dobijemo A(—1, 3)
i B(4,8). Sad moZemo procjenjivati. Prebrojavanjem "kvadrati¢a" sa
Slike 5.3 (ii) i procjenjivanjem njihovih djeli¢a, vidimo da je P ~ 21.

B

Slika 5.3: Primjer 5.1

Budu¢i da znademo granice, povrSinu mozemo i to¢no izra¢unati:

4

4
?:J 1 [(x+4)—(x2—2x)] dx:J 1(—x2+3x—|—4)dx

x3 x2 4 125

50
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O]

Primjer 5.2. [PovrSina podskupa ravnine]
Geometrijski predo¢imo i procijenimo, a nakon toga to¢no izracu-
najmo povrsinu podskupa ravnine omedenog krivuljama s jednadz-
bamay? =x+1iy=x—1.
RjeSavanjem sustava yz =x+1,y = x—1 dobije se A(0,—1), B(3,2)
(Slika 5.4 (i)) i gruba procjena P ~ 4.4, Slika 5.4 (ii).

Y Y

0 , (i)

2

A
y:x_ll’/A y2:x+1 A

Slika 5.4: Primjer 5.2

Povrsina se sastoji od dva dijela, lijevo i desno od y-osi. Lijevi je
dio priblizno % pravokutnika s duljinama stranica 11 2, $to iznosi %.
Desni je dio pribliZzno trokut s osnovicom 2 i visinom 3 pa ima povr-
Sinu 3 (u stvarnosti je ta povrsina nesto veca). Zbrajanjem dobijemo
1+3= %3 ~ 4.33. Kako smo povrdinu desnog dijela malko podcije-
nili, odlu¢ujemo se na procjenu P ~ 4.4.

Ako Zelimo primijeniti formulu za ra¢unanje povrsine zadanog pod-
skupa ravnine (podrugja), treba najprije to podrucje podijeliti na dva
dijela (Slika 5.5), jer se u x = 0 mijenja izraz za funkciju g. Stoga se
ra¢unanje povrsine podrudja svodi na ra¢unanje dvaju integrala.

Y

Slika 5.5: Primjer 5.2
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Zadatak ostavljamo za samostalan rad. Vidjet ¢emo kako se postupak
moze pojednostaviti, tako da se ra¢un provede izravno. O

Podskup u prethodnom primjeru zadan je uvjetima ¢ < y < d i
g(y) < x < f(y). Povrsine takvih podskupova (Slika 5.6) odreduju se
formulom

0 x

Slika 5.6: Podskup ravnine zadan uvjetima c <y < digy) < x < f(y)

Primjer 5.3. [Povrsina podskupa ravnine]
Drugo, prirodnije, rjeSenje Primjera 5.2.

Y

Slika 5.7: Primjer 5.3

Vidimo (Slika 5.7) da je

3 2

_ 2 (v Y 9
U’—L (y+1)—(y"—1)] dy—(—3 +5 —2y> ‘71—2—4.5,

Sto je u skladu s procjenom. O
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5.3.2 Obujam rotacijskogq tijela

Uoc¢imo dio ravnine izmedu grafa funkcije f i x-osi, za x izmedu a
i b, Slika 5.8 (i). Rotacijom oko x-osi dobije se rotacijsko tijelo, Slika
5.8 (ii). Presjek tog tijela s ravninom okomitom na x-os u koordinati
x jest krug sa sredistem na x-osi, polumjera f(x).

Y

(@ f() U2

——

a T b =« 0 a\( Ke be
(id) I

Slika 5.8: Rotacijsko tijelo dobiveno rotacijom oko x-osi

Primjer 5.4. [Kugla i stoZac kao rotacijska tijela]

(i) Rotacijom oko x-osi polukruga polumjera r sa srediStem u isho-

diStu, nastaje kugla polumjera r sa sredistem u ishodistu, Slika
5.9.

Gornja polukruZnica ima jednadzbu y = vr2 —x2. Dakle, po-
lukrug je dio ravnine izmedu grafa funkcije f(x) := V12 —x? i
x-0si za x izmedu —rir.

Y

Slika 5.9: Primjer 5.4 (i) - kugla kao rotacijsko tijelo

(ii) Rotacijom oko x-osi pravokutnog trokuta sa Slike 5.10 nastaje

stoZac polumjera 7 i visine h.
Pravac na kojemu je hipotenuza trokuta ima jednadzbu y = 1-x
pa je trokut dio ravnine izmedu grafa funkcije f(x) := £x i x-osi

= h
zax od 0 do h.
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Slika 5.10: Primjer 5.4 (ii) - stoZac kao rotacijsko tijelo
O

Iz Slike 5.11 vidimo da je djeli¢ rotacijskog tijela od x do x + Ax pse-
udovaljak, tj. to je priblizno valjak polumjera f(x) i visine Ax. Volu-
men (obujam) tog djeli¢a upravo je prirast AV(x) volumena tijela od
x do x + Ax.

Y

Slika 5.11: Djeli¢ rotacijskog tijela od x do x + Ax

Vidimo da je AV(x) ~ 7tf?(x)Ax pa je dV(x) = nf?(x)dx, diferencijal
volumena u x. Integriranjem od x = a do x = b dobijemo sljede¢u
formulu za volumen V rotacijskog tijela:

b
V= T[J 2 (x)dx.

a

Primjer 5.5. [Obujam kugle i stosca]
Koriste¢i se Primjerom 5.4 i formulom za obujam rotacijskog tijela,
dobijemo:

(i) Obujam kugle polumjera 7
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(ii) Obujam sto$ca polumjera r i visine h:

h 2 2 .3 h Zh
T TS X T
V—WJO <EX) dX—T[ﬁ? . —717.

5.4 PRIMJENA MATLAB-A

5.4.1 Racunanje povrsina podskupova ravnine

Rijesimo problem iz Primjera 5.1. Najprije definirajmo funkcije, a
potom odredimo toc¢ke presjeka pripadnih krivulja naredbom solve:

syms X
fl=x+4

f2 = x®2 - 2*x

solve(fl == f2) % [-1; 4]

Te krivulje crtamo na intervalu odredenom presje¢nim to¢kama:
fplot([fl f2], [-1 4], 'k')

8

Vidimo da pravac odozgo omeduje podrudje integracije, a parabola
odozdo. Prelazimo na racunanje integrala ¢ija je vrijednost jednaka
povrsini podrugja omedenog krivuljama, Sto ¢inimo pomocu uobica-
jene naredbe int:

int(fl1 - f2, -1, 4) % 125/6
Sliéno bismo postupili i u Primjeru 5.3, uz napomenu da funkcije
treba definirati kao funkcije varijable y.

5.4.2 Obujam rotacijskog tijela

PokaZimo na Primjeru 5.5 kako se naredba int koristi za ra¢unanje
volumena kugle i stosca:
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syms r h x

f_kugla = sqrt(r*2 - x72)

f_stozac = (r/h)x*x

V_kugla = pixint(f_kugla~2, -r, r) % (4xpixr~3)/3
V_stozac = pixint(f_stozac”2, 0, h) % (pixhxr"2)/3

Izracunajmo i volumen torusa iz Zadatka 6 u 5.5 kao razliku volu-
mena dvaju tijela, jednog dobivenog rotacijom oko x-osi podrugja is-
pod gornje polukruznice te drugog dobivenog rotacijom oko x-osi
podrugdja ispod donje polukruZnice sa slike:

fgornja
r+ R
)
fdonja
R
=T 0 T

syms r R x
f_gornja = R + r + sqrt(r*2 - x"2)

f_donja = R + r - sqrt(r*2 - x"2)
V_torus = pix(int(f_gornja~2, -r,r) - int(f_donja~2, -r, r))
V_torus = 2xr"2xpi™2*x(r + R)

5.5 PITANJA | ZADATCI
1. Uformuli P = fz [f(x) — g(x)] dx iz 5.3.1 uvrstite g = 0 §j. g(x) =

0 za sve x € [a,b]. Nacrtajte sliku i napisite nejednadzbe koje
odreduju podrugje. Komentirajte jeste 1i to veé vidjeli.
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2. (i) Odredite podrugje ravnine izmedu krivulja y = ax? iy =
Vbx za pozitivne parametre a i b. Ilustrirajte graficki i
izraCunajte za a =31ib = 24.

(ii) Kako su povezane povrSine za parametre a i b s onom za
parametre ka i kb? PokusSajte objasniti $to se dogada.

3. Predocite geometrijski, procijenite i izra¢unajte povrsinu izmedu
grafova funkcija sin i cos za 0 < x < 27
Uputa: pazite na to kada je koji graf ispod, a kada iznad.

4. (i) Izratunajte obujam rotacijskog elipsoida dobivenog rotaci-

2
jom oko x-osi podru¢ja omedenog elipsom X =1

a
Komentirajte vezu s obujmom kugle.

(ii) Kako su povezani volumeni za parametre a i b s onim za
parametre ka i kb? Posebno za k = 2.

5. (i) Izratunajte obujam rotacijskog paraboloida dobivenog ro-
tacijom oko x-osi podrud¢ja omedenog parabolom y? = ax i
pravcem x = h, za a, h > 0. Predocite i posebno izracunajte
zaa=2ih=5.

(ii) Kako su povezani volumeni za parametre a i h s onim za
parametre ka i kh? Posebno za k = 2.

6. Izracunajte obujam torusa (automobilske gume), ako je popre¢ni
presjek krug polumjera v, a unutarnji promjer (promjer praznog
dijela) 2R, Slika 5.12.

Slika 5.12: Torus
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NEKE PRIMJENE
6 ODREDENOG INTEGRALA U
INZENJERSTVU

U lekciji se ilustriraju tri primjene odredenog integrala u inZenjerstvu.
Prva je u rjeSavanju problema teZista ravne nehomogene Zice, $to je
ujedno i primjena u vjerojatnosti i statistici. Druga je u rjeSenju pro-
blema momenta inercije, a tre¢a u problemu odredivanja rada Sto ga
izvrsi (promjenjiva) sila koja djeluje uzduz nekog pravca.

6.1  PRIPADNI PROBLEM

Teziste ravne homogene tanke Zice upravo je srediSte Zice. Postavlja
se pitanje teZiSta ako Zica nije homogena. Matematicki, to je problem
teZista nehomogenog segmenta. Taj se problem moZe rijesiti pomocéu
odredenog integrala, pod uvjetom da poznajemo gustocu Zice, tj. gus-
tocu segmenta. Sli¢no je za moment inercije.

Rad $to ga stalna sila koja djeluje uzduz nekog pravca na putu ko-
nacne duljine jednaka je, prema definiciji rada, umnosku iznosa sile i
duljine puta (uz uskladene jedinice). Postavlja se pitanje rada ako sila
nije stalna, ve¢ promjenjiva. I taj se problem rjeSava pomocu odrede-
nog integrala.

6.2 POTREBNO PREDZNANJE

Potrebno je poznavati pojam neodredenog i odredenog integrala te
metoda njihova rac¢unanja, narocito metodu parcijalne integracije.
Takoder je potrebno poznavati sljedeée fizikalne pojmove:

1. Pojam teZista sustava masa na pravcu i razumijevanje formule

o D Ximg
>omi
gdje su mase my, ..., my, smjeStene na koordinatnom pravcu u

totke s koordinatama x1,...,xyn, Slika 6.1. Uo¢imo da je ) m;
u nazivniku ukupna masa.

XT

mi ma ms3 mp—1 My

Ty T2 I3 T Tn-1 Tn
TrrT

Slika 6.1: TeziSte sustava masa na pravcu
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2. Pojam momenta inercije I mase m oko tocke udaljene r od mase

(Slika 6.2) i formule

[ =mr?

te formule za moment inercije oko teZiSta It sustava masa na
pravcu (koja odavdje izravno slijedi jer se momenti inercije zbra-
jaju):

Ir =) (xi—xr)’mi.

N
\
\
\
\
\
’r‘ 1
//‘ m

0

Slika 6.2: Moment inercije mase oko tocke

3. Pojam funkcije gustoce mase f(x) razmjeStene na koordinatnom
pravcu koja se definira kao limes prosje¢nih gustoca:

. Am
flx) = Alirilo Ax
Dakle, Am =~ f(x)Ax, Slika 6.3, gdje je Am masa smjeStena iz-
medu x i x + Ax, tj. na malom segmentu duljine Ax. Drugim
rije¢ima, djeli¢ mase Am po iznosu je priblizno jednak povrsini
pravokutnika sa stranicama duljine f(x) i Ax.

Y

Slika 6.3: Funkcija gustoc¢e mase f(x)

63 NOVE DEFINICIJE | TVRDNJE S PRIMJERIMA

6.3.1  Masa nehomogenog segmenta

Iz diferencijalne relacije Am =~ f(x)Ax, dobijemo dm = f(x)dx (to sli-
jediiizravno iz definicije gustoée u toc¢ki), a odatle (Slika 6.4) formulu
za masu nehomogenog segmenta:

m= Jb f(x)dx.

a
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0 a b T
Slika 6.4: Masa nehomogenog segmenta

Dakle, masa segmenta [a, b] interpretira se povrsinom ispod grafa funk-
cije gustoce mase f(x), za x od a do b. Posebno, djeli¢ mase Am djeli¢a
segmenta Ax na Slici 6.3 ima masu jednaku povrsini podrudja ispod
grafa od f, a iznad Ax, Slika 6.5.

Yy
y = f(z)
0 a T LL’—F.AZE b x
——
Ax

Slika 6.5: Funkcija gustoce f(x) mase i djeli¢ mase Am

Primjer 6.1. [Primjena formule za masul]
Neka je funkcija gusto¢e mase f(x) :=x za 0 < x < 5.

(i) Predo¢imo graficki raspored mase i interpretirajmo.

(ii) Odredimo ukupnu masu m.

(iif) Odredimo tocku c do koje je razmazano polovica mase.

(iv) Procijenimo je li teZiSte segmenta u c, lijevo od c ili desno od c.
(i) Graf je pravac s jednadZbom y = x za 0 < x < 5, Slika 6.6.

MoZemo zamisliti da je masa razmazana po segmentu [0, 5] tako
da se namaz jednoliko (jediniénom brzinom) pojacava.

Y
5]

0 — 5 o

Slika 6.6: Primjer 6.1 (i)
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(ii) Rezultat je izraZen u jedinicama mase:

5 XZ 5
m:J xdx:—‘ =12.5.
0 2 lo

(iii) Treba biti (Slika 6.7): [§xdx = 133, §. & = 125,
Dakle, ¢ = +/12.5 ~ 3.536.

Yy
Bl
1 -
.
4 ifpi
1 ]
1 57) ‘ :
0 P c 5 T

Slika 6.7: Primjer 6.1 (ii)

(iv) Teziste je lijevo od c jer se gustoca mase povecava. Takoder
vidimo da bi teZiste trebalo biti desno od polovista P segmenta
koje je u 2.5. O

Strogi izvod formule za masu

Formulu za masu segmenta izveli smo intuitivnim pristupom, zane-
marujuéi matematicku strogo¢u. Sad éemo pokazati kako se ta for-
mula, ¢ak i opéenitija, moZe izvesti koristeéi se svojstvima odredenog
integrala.

Najprije definiramo funkciju m(x) kao masu od a do x, dakle

m(x) ;== masa segmenta [a, x].

Odmah vidimo da je m(a) = 0 i m(b) = m, ukupna masa. Takoder,
formula za funkciju gustoce f(x) := limax—o AA—T sad se preciznije
moZe zapisati kao
Am(x)

fix) = Alalclllo Ax
Drugim rije¢ima, f(x) je derivacija funkcije m(x), §. m'(x) = f(x).
Integriranjem te relacije od x = a do x = w za bilo koji w € [a,b],
dobije se

Jw m’(x)dx = Jw f(x)dx.

a a
Kako je m(x), po definiciji, primitivna funkcija funkcije m’(x), iz
Leibnitz-Newtonove formule slijedi m(x)[} = f:lv f(x)dx, tj. m(w) —
m(a) = [} f(x)dx, a kako je m(a) = 0, vrijedi
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Dakle, m(w) je po iznosu jednak povrsini ispod grafa funkcije gustoce
f, od x = a do x = w. To ilustriramo Slikom 6.8.

a w b x
Slika 6.8: Graf funkcije mase m(x)

Formula vrijedi za svaki w iz segmenta [a, b] paiza w = b, dakle

kako smo dobili i prije.

6.3.2 TeZiste nehomogenog segmenta

Postupimo analogno sustavu Cestica na pravcu. Doprinos krak sile
puta sila djelica mase Am (koji odgovara veli¢ini x;m;), priblizno je
jednak xAm, sto je, pak, priblizno jednako xf(x)Ax, Slika 6.9.

Y

Slika 6.9: Teziste nehomogenog segmenta - doprinos xf(x)Ax za to¢ku x

"Zbrajanjem" svih doprinosa xf(x)Ax i dijeljenjem s ukupnom masom
dobijemo formulu za teZiSte nehomogenog segmenta:
IZ xf(x)dx
XT = b .
o f(x)dx

Vidimo da formula u diskretnom slucaju (sustav masa na pravcu)
prelazi u analognu formulu u kontinuiranom slu¢aju (nehomogeni
segment) i obratno, preko identifikacija x; <> x, m; <> f(x)dx, }_ « [.
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Primjer 6.2. [Primjena formule za teZiSte]
Odredimo teZiste segmenta iz Primjera 6.1, Slika 6.10.

Yy

5 77777777777777777777777777777 ://"

| y==z

5 : :PW : = -
IT C

Slika 6.10: Primjer 6.2

Cfxexdx XS 1250 10

T e 125 3125 3

Vidimo da je 2.5 < x1 < v/12.5, kako smo ve¢ ranije predvidjeli. [

Primjer 6.3. [Formula za masu i teZiSte na beskona¢nom intervalu]
Formula za masu i teZiSte vrijedi i za beskonacne intervale: neka je
masa razmazana na [0, 0o > prema pravilu za gusto¢u f(x) = Ae "%,
za x > 0, gdje je A > 0 realna konstanta (Slika 6.11).

)

A

Slika 6.11: Primjer 6.3 - graf funkcije gusto¢e mase

Pokazimo:

(i) m =1 (jedini¢na masa)

(i) x7 =1

. . In2

(iii) polovica mase je do “5=.
(i)

+oo
m= J Ae Mdx = (—e M) O 00— (=1)=1
0
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(ii)

x - Ae Mdx

(;Loo x - Ae M dx J+°°
XT = Foo =
—Ax
o Ae Mdx 0

[u =x,du=dx; dv=2Ae M, v= —e‘“}

_ —AXx) | T e —AX
= (—xe™ ™) o T e Mdx
0

:(O—O)—%(O—U :%.

Rezultat je prikazan na Slici 6.12. Ovdje uoc¢imo sli¢nost s Pri-
mjerom 4.5 iz Lekcije 4.

(iii) Ako je traZena koordinata c, onda treba biti jg Ae Mdx = %, t.

—AX C_l

(e )0_2

1

- —Ac _ _

+e 2
C—liz
=

Rezultat je prikazan na Slici 6.12. Usporedite ovaj rezultat s
Primjerom 2.2 iz Lekcije 2.

)

A

Slika 6.12: Primjer 6.3 (ii) i (iii)

6.3.3 Moment inercije segmenta

Prema uzoru na moment inercije sustava masa na pravcu, dobijemo
formulu za moment inercije oko teZista segmenta [a, b] kojemu je f
funkcija gustoce:

b
It :J (x —x71)?f(x)dx.

a
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Primjer 6.4. [Moment inercije homogenog Stapa]
Odredimo moment inercije oko teZista homogenog segmenta [a, b]

mase m.
Cak je i homogeni slu¢aj netrivijalan i potrebna nam je formula. Ho-
mogenost znaci: f(x) = ™ za svaki x € [a, b].

Naime:
Jb m dx = m X
ab—a  \b—-a

Znamo (Slika 6.13) da je za homogeni segment xt = 242 pa je
b 2
IT—J (X_a—i-b) mo
b—a
a+b\?
2
! 1z
3 3
m 2 3
" b-a 3
m(b

b
= m.
a

a

]

S
e
5

12
ml?
T/
gdje je | := b — a duljina segmenta. To je dobro poznata formula
momenta inercije homogenog Stapa.

Y

Slika 6.13: Primjer 6.4 - homogeni segment

Primjer 6.5. [Primjena formule za moment inercije]

Odredimo moment inercije oko teZiSta segmenta iz Primjera 6.1.

U tom smo primjeru imali [a,b] = [0,5] i f(x) := x. U Primjeru 6.2
izra¢unali smo x1 = %. Zato je

5 2 5
10 20 100
I :J <x—> xdx:J <x3 2—|—>dx
! 0 3 0 3 9

420 50 5 625
= (X 3 + XZ) ‘ = S5

498 T o 36
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6.3.4 Rad sile na ravnom putu

Neka je: x koordinata pravca uzduz kojeg djeluje sila, a F(x) vrijed-
nost sile u tocki x (sjetimo se dogovora: ako je F(x) > 0 sila djeluje u
pozitivhom smjeru, inace djeluje suprotno).

Sjetimo se da je rad stalne sile jednak umnosku sile i puta. Zato za
djeli¢ rada AR(x) $to ga sila F(x) ucini na putu od x do x + Ax, vrijedi

AR(x) =~ F(x)Ax.
Odavdje dobijemo, uz prirodne uvjete koje zadovoljava funkcija F(x)
dR(x) = F(x)dx,

a potom za rad RSto ga Fuciniod x =adox=D»

b

R = J F(x)dx.
a

Primjer 6.6. [Primjer nekonstantne sile - elasti¢na opruga]

Neka je x koordinata pravca, a A koordinata tocke u kojoj je pri¢vrs-

¢ena savrSeno elasti¢na tanka opruga (Slika 6.14) kojoj je u mirovanju

vrh u ishodistu.

| NI | | |
' W) e ' ' |
—A 0 A —A 0 A

opruga u Mirovanju stlacena opruga

Slika 6.14: Primjer 6.6 - elasti¢na opruga

Oprugu stla¢imo u to¢ku A i nakon toga pustimo. Zbog savrSene
elasti¢nosti vrh opruge titra izmedu tocaka A i —A. Pretpostavimo
da je sustav izoliran tj. da je jedina sila koja se tu javlja sila napetosti
opruge. Vrijednost te sile u x ozna¢imo kao F(x).

Intuitivno je jasno (i lako se moZemo uvjerili) da je sila napetosti na
vrh opruge uvijek usmjerena prema ishodistu (Slika 6.15), tj. da su x
i F(x) suprotnih predznaka.

' 4 L
—A 0 = A -Avx 0 A

F(z): F(z)

Slika 6.15: Primjer 6.6 - sila napetosti F(x) u tocki x

Takoder je intuitivno jasno, a moZe se potvrditi pokusom da je ta
sila proporcionalna udaljenos¢u vrha od ishodista (Hookeov zakon).
Dakle:

F(x) = —kx,
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gdje je k > 0 konstanta ovisna o materijalu (Slika 6.16).

ya

s H-N
S |

Slika 6.16: Primjer 6.6 - graf sile napetosti F

Primjer 6.7. [Rad sile napetosti elasti¢ne opruge]
Izra¢unajmo rad R sile F iz Primjera 6.6 na putu od a do b, i komen-
tirajmo rezultat.

R= Jb F(x)dx = Jb(—kx)dx = <_kx22>

a a

b :kaz—bz
a 2

Vidimo da je rad pozitivan ako je |a| > [b], inace je negativan ili je
jednak nuli (ako je b = £a). Na Slici 6.17 predoc¢ene su i komentirane
razne mogucnosti.

| | b al | | a bl
_A 0 A" A 0 A"
F(x): F(z)
R>0 R <0
— : B R
-4 L0 A" -4 0 0o oA’
F(z) F(z) F(x)
R>0 R=0

Slika 6.17: Primjer 6.7 - rad sile F(x) na putuod a do b

Posebno, iz Slike 6.17, a i iz rjeSenja integrala vidimo (ono $to je fizi-
kalno jasno):

(i) na putu od A do ishodista 0 rad sile je pozitivan. Fizikalno, to
je zato Sto put i sila imaju isto usmjerenje.
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(ii) na putu od ishodista 0 do —A rad sile je negativan. Fizikalno,
to je zato Sto put i sila imaju razli¢ita usmjerenja, odnosno zato
Sto za rastezanje opruge treba uloziti energiju.

(iif) na putu od —A do ishodista 0 rad sile je pozitivan. Fizikalno, to
je zato Sto put i sila imaju isto usmjerenje.

(iv) na putu od ishodista 0 do A rad sile je negativan. Fizikalno, to
je zato Sto put i sila imaju razli¢ita usmjerenja, odnosno zato sto
za stiskanje opruge treba uloZiti energiju. O

6.4 PRIMIENA MATLAB-A

6.4.1 Racunanje mase, teziSta i momenta inercije oko tezista

Pomocu naredbe int rijeSit ¢emo Primjer 6.3 jer ¢e taj problem biti
vaZan u vjerojatnosti i statistici. Osim mase i tezi$ta, racunamo i mo-
ment inercije oko teZista, tj. rjeSavamo Zadatak 5 iz 6.5. Za parametar
A pretpostavljamo da je pozitivan, koristeéi za to naredbu assume:

syms lambda x
assume(lambda > 0)
f(x) = lambdaxexp(-lambdax*x)

m = int(f(x), 0, Inf) % 1
Xx_T = int(x*xf(x), 0, Inf)/m % 1/lambda
IT = int((x - x_T)"2xf(x), 0, Inf) % 1/lambda”2

Vidimo da se rezultati za masu i teZiste podudaraju s onima iz Pri-
mjera 6.3.

6.5 PITANJA | ZADATCI

1. PokaZite strogo matematicki da je teZiSte homogenog segmenta
u sredini segmenta.

2. (i) Sto se dogada s teZistem ako se sustav translatira za c, tj.
ako se koordinati polozaja doda c? Odgovorite i obrazlo-
zite u diskretnom i u kontinuiranom slucaju.

(ii) Sto se dogada s tezistem ako se koordinata poloZaja pom-
noZi s c (da se sustav rastegne ili stegne s koeficijentom c)?
Odgovorite i obrazloZite u diskretnom i u kontinuiranom
slu€aju. Razmislite $to to znaci u slucaju kad se promijeni
duljinska jedinica, primjerice centimetar umjesto metra.

3. Isto pitanje kao u Zadatku 2, samo sad za moment inercije oko
tezista.
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4. (i) Napisite formulu za moment inercije oko bilo koje tocke
na pravcu (ne nuzno oko tezista).
Uputa: koordinata nove tocke xo ima ulogu koordinate te-
Zista.
(ii) Primijenite (i) na rac¢unanje momenta inercije homogenog
segmenta oko rubne toc¢ke. Unaprijed procijenite koji je
moment inercije vedi.

5. Izra¢unajte moment inercije oko teZista u Primjeru 6.3.

6. Neka je [a,b] = [0,5] i neka je funkcija gustoce f(x) =5 —x.
(i) Procijenite graficki masu, potom je izraCunajte.

(ii) Procijenite, potom izracunajte c (do kojega je polovica mase)
te procijenite odnos izmedu c i x7.

(iii) Izracunajte xT.
(iv) Procijenite pa izracunajte moment inercije oko teZista.

(v) Komentirajte vezu s Primjerima 6.1, 6.2 i 6.5. Jeste li iz
rezultata tih primjera mogli izravno rijesiti ovaj zadatak?

Uputa za (i): u istom koordinatnom sustavu predocite funkciju
gustoce homogenog segmenta.
7. Koliki rad napravi savrSeno elasti¢na opruga dok iz stisnutog
polozaja A dode u:
(i) opruzeni poloZzaj (ishodiste)?

(ii) u poloZaj —A? Protumacite rezultat.
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U lekciji se obraduje pojam funkcije viSe varijabla, ponajvise dviju.
Uvodi se pojam grafa funkcije dviju varijabla, daju neki primjeri i
usporeduje s grafom funkcije jedne varijable. Takoder se, na osnovi
pojma derivacije funkcije jedne varijable, uvodi pojam parcijalne de-
rivacije funkcije dviju ili viSe varijabla.

7-1  PRIPADNI PROBLEM

U matematici i u primjeni Cesto se pojavljuju veli¢ine koje ovise o
viSe drugih (nezavisnih) veli¢ina, a ne samo o jednoj. Na primjer, u
geometriji, obujam valjka ovisi i o polumjeru osnovke i o visini, u
termodinamici tlak plina ovisi i 0 obujmu i o temperaturi i sl

Takve se veze opisuju funkcijama s dvjema ili viSe varijabla, a njihove
su geometrijske predodzbe grafovi funkcija. Brzina promjene neke
veli¢ine u odnosu na promjenu veli¢ina o kojoj ona ovisi opisuje se
parcijalnim derivacijama.

7.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati pojam funkcije jedne varijable, njena grafa, de-
rivacije (i derivacija viSeg reda). Za predocavanje grafa funkcije dviju
varijabla treba poznavati koordinatni sustav u prostoru.

7-3 NOVE DEFINICIJE | TVRDNJE S PRIMJERIMA
7.3.1  Funkcije dviju varijabla - zadavanje

Ako neka veli¢ina z zavisi o dvjema nezavisnim veli¢inama x i y,
onda je pravilo f te zavisnosti funkcija dviju varijabla. Tu funkcijsku
zavisnost piSemo kao

z = f(x,y).

Skup svih uredenih parova (a,b), gdje a ide skupom vrijednosti
koje postiZe veli¢ina x i b ide skupom vrijednosti koje postize y, za
koje postoji f(a, b), zove se podruéje definicije (domena) te funkcije.
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Dakle, D je podskup koordinatne ravnine, tj. D C R x R. To piSemo
i kao
f:D—R

odnosno kao (x,y) — f(x,y).
Primjer 7.1. [Neke funkcije dviju varijabla i njihove domene]

(i) Ako je x polumjer osnovke valjka (Slika 7.1), y visina i z obujam
valjka, onda su te tri veli¢ine povezane vezom

z = mxty.

Slika 7.1: Primjer 7.1 (i)

Tu je f(x,y) := mx*y, a D(f) su sve to¢ke prvog kvadranta (Slika
7.2) jer x i y mogu biti bilo koji pozitivni realni brojevi. Na
primjer, f(2,3) = 7t-2% -3 = 12m, $to znadi da valjak polumjera
osnovke 2 i visine 3 ima obujam 127t.

Y
3¢------- )
. D(f)
0 é €T

Slika 7.2: Primjer 7.1 (i) - domena funkcije f(x,y) := mx%y

Inace, u tu funkciju moZemo uvrstiti bilo koji uredeni par real-
nih brojeva, samo $to oni onda nemaju geometrijsko znacenje
jer nema valjaka s negativnim polumjerom ili visinom.

To je Cesta pojava kod zapisivanja odnosa medu veli¢inama u
inZenjerstvu. Naime, te veli¢ine imaju svoja fizikalna znacenja
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koja utje¢u na suZenje realnih vrijednosti varijabla, tj. na suze-
nje matematicke, maksimalne domene.

Za funkcije zadane analiticki, tj. zapisane formulom, ta se mak-
simalna domena zove prirodna domena.

(ii) Ako su x, y i z koordinate u prostoru, onda je funkcija f koja
mjeri udaljenost tocke od ishodista zadana formulom

f(x,y,z) = Vx? +y2 +22.

To je funkcija triju varijabla definirana na cijelom prostoru (Slika
7:3)-

Slika 7.3: Primjer 7.1 (ii)

Primjer 7.2. [Prirodna domena funkcije]
Odredimo prirodnu domenu funkcije:

(i) flxy) =v1-x2—y?2
(i) f(x,y):= \/qu;yz

(i) Tu treba biti 1—x% —y% > 0, §. x* +y? < 1, §to je krug polu-
mjera 1 sa srediStem u ishodistu (Slika 7.4).

Y

2 +9y? <1

Slika 7.4: Primjer 7.2 (i) - krug polumjera 1 sa sredistem u ishodistu
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(ii) Tu treba biti x? +y? # 0, §to je ravnina bez ishodista (Slika 7.5).
Naime, (0,0) je jedino rjeSenje jednadbe x? +y? = 0.

Y

(0,0 7

Slika 7.5: Primjer 7.2 (ii) - ravnina bez ishodista

7.3.2  Graf funkcije dviju varijabla

Analogno tome kako je graf funkcije f jedne varijable krivulja u rav-
nini s jednadZzbom y = f(x), tako je graf funkcije dviju varijabla ploha
u prostoru (Slika 7.6) s jednadZbom

z = f(x,y).
z
Y y = f(x)
(. f(2)_A
R R
T

Slika 7.6: Graf funkcije dviju varijabla - ploha u prostoru

Tu smo, prirodno, uzeli da su koordinate u prostoru redom x, y i
z. Gornja jednadzba govori kako tre¢a koordinata z, ovisi o prvim
dvjema, tj. o x i y.

Uocimo jednostavnu, ali vrlo vaznu vezu izmedu grafa i podrugja
definicije:

(i) kod funkcija jedne varijable projekcija grafa y = f(x) na x-os
upravo je domena funkcije f, i iznad svake tocke domene postoji
to¢no jedna tocka grafa-krivulje, tj. iznad tocke na osi apscisa s
koordinatom x, na grafu je tocka (x, f(x))

73



POJAM FUNKCIJE DVIJU VARIJABLA, GRAFA | PARCIJALNIH DERIVACIJA

(ii) kod funkcija dviju varijabla projekcija grafa z = f(x,y) na xy-
ravninu upravo je domena funkcije f i iznad svake toc¢ke do-
mene postoji tono jedna tocka grafa-plohe, tj. iznad tocke xy-
ravnine s koordinatama (x,y), na grafu je tocka (x,y, f(x,y)).

Dalje bi bilo: graf funkcije f triju varijabla je trodimenzionalna ploha
u Cetverodimenzionalnom prostoru (tzv. hiperploha), s jednadzbom
w = f(x,y,z) itd. Graf funkcije triju ili viSe varijabla oc¢ito ne mo-
Zemo graficki predociti, a problemi nastaju i kod funkcija dviju va-
rijabla. Ipak, razvijaju se metode za priblizno docaravanje grafova
takvih funkcija.

Primjer 7.3. [JednadZba kugline plohe]

Opisimo i predo¢imo graf funkcije f(x,y) = /1 —x% —y?.
Graf je ploha s jednadZbom

z=+v1-x2—-y?,
Sto je ekvivalentno sustavu: 22 =1-x>—y?iz>0, tj. sustavu

x2+y2+22:1
z > 0.

Kako je /x2+y2 +z2 udaljenost tocke (x,y,z) od ishodista, to &i-
tamo ovako:

Tocka (x,y,z) je na grafu ako i samo ako joj je udaljenost od ishodista 1i s
gornje je strane xy-ravnine.

Drugim rije¢ima, graf je gornja polusfera polumjera 1, Slika 7.7.

Slika 7.7: Primjer 7.3 - dio sfere u prvom oktantu

Zato je (ako izbacimo uvjet z > 0)

X ryt+22 =1
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jednadzba sfere polumjera 1 sa srediStem u ishodistu. Uoc¢imo sli¢-
nost s time $to je x? +y? = 1 jednad?ba kruZnice u xy-ravnini, a
y = V1 —x? jednadzba gornje polukruznice (Slika 7.8).

Yy
y=+v1-— a2
_1:\ 0 ,171 x
“-—y = —v1—2x?

Slika 7.8: Primjer 7.3 - gornja i donja polukruznica

7.3.3 Parcijalne derivacije funkcije dviju varijabla
Prema analogiji s derivacijom funkcije f jedne varijable u tocki xg

df . flxo +Ax) —f(x0)
(xo) = lim

f'(x0) = + ,
(XO) dx Ax—0 Ax

definiramo parcijalne derivacije funkcije f dviju varijabla u tocki (xo,yo):

Parcijalna derivacija po varijabli x (yo stoji, a x se mijenja oko

X0):
of f(xo + Ax,yo) — f(x0,Yo)

— = li
ox Xorvo) = Jim, Ax

Parcijalna derivacija po varijabli y (x¢ stoji, a y se mijenja oko

Yo):

of f Au) — f
F(Xo,yo):: lim (X0, Yo + Ay) (XOf‘JO).
Yy Ay—0 Ay

Vidimo da su parcijalne derivacije u tocki dva broja.

Poput funkcija jedne varijable, ako umjesto (xo,yo) stavimo (x,y),
dobijemo parcijalne derivacije funkcije f. To su dvije nove funkcije
koje ozna¢avamo kao

of of of , of

(x,y)i @(x,y) ili jednostavno P i @

0x

One se lako rac¢unaju, na primjer da bismo dobili g—i, u izrazu za f,
varijablu y smatramo konstantom, a varijablu x promjenjivom. To
pokazujemo na primjeru.
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Primjer 7.4. [Parcijalne derivacije funkcije funkcije dviju varijabla]
Neka je f(x,y) = x*y + xy?. Odredimo of of 0f(23)i 2—5(2,3).

dx’ dy’ ox

Tu je

f

R ] 2

x — Yty

g—f =x? +x-2y =x* +2xy.
Zato je:

E(2,3) =2.2-3+3%2=21

0x

ﬁ(2,3):22+2-2-3:16.

oy

Tu se jasno vidi da su parcijalne derivacije funkcije opet funkcije, dok
su parcijalne derivacije funkcije u tocki brojevi. O

Primjer 7.5. [Parcijalne derivacije funkcije triju varijabla]
Odredimo parcijalne derivacije funkcije

f(x,y,z) = Vx2 +y? +z2.
Tu je
of S (F+y*+z?) x
x 2\ Z+yr+22 X2 yZt22

Sad, koristeci se simetrijom, bez ra¢unanja dobijemo:

of _ Yy
oy /x2+y2+22
of z

oz VX2 +y?+22

O]

Fizikalno znacenje parcijalnih derivacija: poput ¢injenice da deriva-
cija funkcije jedne varijable opisuje brzinu promjene jedne varijable
s obzirom na promjenu druge, za funkciju f dviju varijabla x i y,
parcijalna derivacija - opisuje brzinu promjene varijable z (gdje je
z = f(x,y)), s obzirom na promjenu varijable x (pri stalnoj vrijednosti
varijable y). Sli¢no je s g—;.
Primjer 7.6. [Fizikalno znacenje parcijalnih derivacija]
Komentirajmo brzinu promjene veli¢ine z iz Primjera 7.4 u tocki (2, 3).
Tu je

z=f(x,y) = x*y +xy*?
paje z(2,3) = 30. Takoder je

E(2,3) =21, ﬁ(2,3) =1e.
0x dy
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Odatle o¢itavamo da je brzina promjene u x-smjeru jednaka 21, dok
je brzina promjene u y-smjeru manja i iznosi 16.

To moZemo tumaciti ovako: za malu promjenu vrijednosti h veli¢ine
x (od 2 do 2+ h), dok y zadrZava stalnu vrijednost 3, z ¢e se pribliZzno
promijeniti za 2Th, a za malu promjenu h vrijednosti veli¢ine y (od
3 do 3+ h), dok x zadrZava stalnu vrijednost 2, z ¢e se priblizno
promijeniti za 16h. ]

Geometrijsko znacenje parcijalnih derivacija: da opiSemo geome-
trijsko znacenje parcijalne derivacije po x u (xo,yo), presijecimo graf
funkcije f ravninom s jednadZbom y = yo, koja je usporedna s xz-
ravninom (Slika 7.9).

Slika 7.9: Geometrijsko znacenje parcijalne derivacije

Dobijemo krivulju u toj ravnini (moZemo je zvati x'z’-ravninom), kod
koje se mijenjaju vrijednosti x i z prema formuli z = f(x,yo), a koja
prolazi tockom (xo, Yo, zo0), gdje je zo = f(x0,Yo).

Podsjetimo se da je derivacija funkcije u tocki jednaka koeficijentu
smjera (nagibu) tangente na graf te funkcije u pripadnoj tocki grafa.
Analogno, za funkciju f dviju varijabla x i y, parcijalna derivacija
%(Xo,yo) je nagib tangente na gornju krivulju u to¢ki (xo, Yo, zo). Tu
je nagib tangens kuta o $to ga tangenta ¢ini s novom x-osi, tj. s x’-osi

(Slika 7.10).

77



POJAM FUNKCIJE DVIJU VARIJABLA, GRAFA | PARCIJALNIH DERIVACIJA

Slika 7.10: Geometrijsko znacenje parcijalne derivacije - tangenta i kut «

Analogno je s geometrijskom interpretacijom parcijalne derivacije po
y u tocki.

Parcijalne derivacije viseg reda: prema uzoru na derivaciju drugog
reda funkcije jedne varijable, definiraju se parcijalne derivacije dru-
gog reda funkcije dviju varijabla (ili viSe varijabla).
Sjetimo se oznake za drugu derivaciju funkcije dviju varijabla (tu eks-
ponent 2 ne znaci kvadriranje ve¢ samo ¢injenicu da se deriviranje
vrsi dva puta i to po x):
d*f
f(x) = —.
) =42
Sli¢no je za funkcije dviju varijabla. Nacelno imamo cetiri moguénosti
(i Cetiri oznake):

i
2 obje derivacije po x
o
02 obje derivacije po y
0%f -
dyox prva derivacija po x, druga po y
o2 f N
3xay prva derivacija po y, druga po x.

Primjer 7.7. [Parcijalne derivacije drugog reda]
Neka je f(x,y) = x?y + xy?. Odredimo parcijalne derivacije drugog
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reda.
Iz Primjera 7.4 imamo

of
e ] 2
ox Xy +y
of
@—xz+2xy
Zato je
o°f 9 [of d
= (=) ==1(2 2\ =2
ox2 T Ox <6x) 6x( Y +y%) =2y
0% f 0 (af) 0 , 5
—=— =] == (x"+2xy) = 2x
oy? " dy \dy/ dy ( Y
G o [of d
=—(—=]==—1 2) =2x+2
oyox  dy <6x> oy ( Y ) Xty
0% f o [of 0, 5
=—|=—]|== 2xy) = 2x + 2y.
oxdy  0x <8y> ox (" + 2xy) Xy

Vidimo da je u Primjeru 7.7 bilo

o%f  0*f
dyox  0xdy’

To vrijedi opéenito, a ne samo u ovom primjeru (istina, neki prirodni
uvjeti moraju bili zadovoljeni). Ta ¢injenica poznata je kao Clairautov
teorem, katkad se naziva i Schwartzov teorem.

Sli¢no bi se definirale parcijalne derivacije treceg ili viSeg reda.

7.3.4 Dogovor o oznakama

Osim navedenih oznaka za parcijalne derivacije, u literaturi se pojav-
ljuju i druge, koje su lakSe za zapisivanje:

: of - of

(l) fX Zaalfy Zaﬁ

‘s 2% f 9% f % f 9% f
(11) fXX Za Ax2’ fyy Za W’ fxy Za dyox 1 fyx Za xdy "

Uoc¢imo da fy, oznacava parcijalnu derivaciju kod koje se najprije
derivira po x, potom po y. Dakle, fyy, = (fx)y itd. To se moze
primijeniti i na derivacije viSeg reda. Na primjer:

3 f
dy2ox fxyy-
U slucaju veze veli¢ine z o veli¢inama x, y, tj. z = f(x,y), koriste se

oznake: z, za fy, zy za fy, zxx za fxx, Zyy za fyy, Zxy Za fxy, zyx za
fyx itd.
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7-4 PRIMIENA MATLAB-A

7.4.1  Prikaz plohe u koordinatnom prostoru. Naredbe meshgrid,
surf i mesh

Za crtanje grafa funkcije dviju varijabla, tj. za prikaz plohe z = f(x,y),
koriste se naredbe mesh i surf. Najprije pomoc¢u mesh odredujemo
podrugje domene za koje ée se prikazati ploha, a potom pomocu surf
prikazujemo plohu. PokaZimo to na primjeru plohe z = x* +y?:

[X Y] = meshgrid(-1:0.1:1)

Z=X."2+Y."2

w=[111]

surf(X, Y, Z, 'EdgeColor', 0.3*w, 'FaceColor', w)

Naredbi surf dodali smo argumente 'EdgeColor' i 'FaceColor' za
odredivanje boje linija na plohi i boje same plohe, redom. Varijabla w
znaci bijelu boju u RGB notaciji.

Ukoliko prikazu Zelimo dodati podrudje xy—ravnine za koje crtamo
plohu, koristimo surf za crtanje ravnine z = 0 (definirane naredbom
zeros). Kako bismo dodatno poboljsali prikaz, koristimo ve¢ poznatu
naredbu view za odabir tocke zamisljenog pogleda na plohu, kao i
x1im1iylim za odredivanje granica prikaza po x-osi, odnosno y—osi:

hold on

20 = zeros(size(X))

surf(X, Y, Z0, 'EdgeColor', 0.6xw, 'FaceColor', w)
view(120, 60)

xlim([-2 21)

ylim([-2 2])
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Ponekad je, kao i u slu¢aju plohe z = x? + y?, podrugje na kojem ée
se crtati ploha dobro definirati pomoc¢u polarnih koordinata:

[R, T] = meshgrid(-1:0.1:1, -pi/2:pi/20:pi/2)

X = R.xcos(T);

Y = R.*sin(T);

Z=X."2+Y.72

surf(X, Y, Z, 'EdgeColor', 0.3*w, 'FaceColor', w)
hold on

20 = zeros(size(X))

surf(X, Y, Z0, 'EdgeColor', 0.5*xw, 'FaceColor', w)
view(120, 60)

xlim([-2 2])

ylim([-2 2])

Alternativno, za crtanje plohe moze se koristiti naredba mesh, o ¢emu
se viSe mozZe procitati u MATLAB dokumentaciji.
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7.4.2 Graf simbolicki zadane funkcije dviju varijabla. Na-
redbe fsurf, fcontour i fmesh

Graf simbolicki zadane funkcije prikazuje se naredbom fsurf. Do-
datno, konture (linije u domeni s istim vrijednostima funkcije) mo-
Zemo prikazati tako da dodamo argument 'ShowContours' s vrijed-
noScu ‘on':

syms X y

f(x,y) = x*2 + y™2

fsurf(f, [-1 1], 'ShowContours', 'on')

Alternativno, za crtanje grafa simboli¢ki zadane funkcije moze se ko-
ristiti naredba fmesh, o ¢emu se viSe moze procitati u MATLAB do-
kumentaciji.

Do dvodimenzionalnog prikaza kontura u podru¢ju domene na ko-
jem crtamo graf dolazimo naredbom fcontour:

fcontour(f)
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7.4.3 Parcijalne derivacije funkcija viSe varijabla. Naredbe
diff i hessian

Parcijalne derivacije prvog reda racunaju se pomoc¢u naredbe diff,
uz navodenje varijable po kojoj deriviramo, kao u primjeru funkcije
f(x,y) = x*y +xy? iz Primjera 7.4 1 7.7:

syms X y
f = X"2*xy + xxy”™2

Dxf(x, y) = diff(f, x) % 2xXxy + y~2
Dyf(x, y) = diff(f, y) % X2 + 2%X*y

Za ra¢unanje vrijednosti parcijalnih derivacija u tocki, postupa se ana-
logno ra¢unanju vrijednosti funkcije za opéenite funkcije:

Dxf(2, 3)
Dyf(2, 3)

Kod ra¢unanja parcijalnih derivacija funkcije f(x,y) drugog (i visih)
redova, moZemo postupiti na viSe nacina:

I . T c I .
- za odredivanje parcijalne derivacije %, jo$ jednom deriviramo

parcijalnu derivaciju prvog reda po x ili nalazimo parcijalnu
derivaciju tako da krenemo od pocetne funkcije (uz navodenje
varijable i reda derivacije ili pak varijabla po kojima Zelimo de-

rivirati):

Dxxf = diff(Dxf, x) % 2xy

Dxxf = diff(f, x, 2) % 2%y

Dxxf = diff(f, x, x) % 2xy
- analogno postupamo kod parcijalne derivacije gTz‘;:

Dyyf = diff(Dyf, y) % 2%X

Dyyf = diff(f, y, 2) % 2*X

Dyyf = diff(f, y, y) % 2%X
- za odredivanje parcijalne derivacije % ili a?_;zafx:

Dxyf = diff(Dxf, vy) % 2%xX + 2xy

Dxyf = diff(f, x, y) % 2%X + 2%y

Dyxf = diff(Dyf, x) % 2%xX + 2xy

Dyxf = diff(f, y, x) % 2%X + 2%y

Sve Cetiri parcijalne derivacije drugog reda funkcije dviju varijabla
moguce je dobiti i odjednom, pomoc¢u naredbe hessian koja racuna
Hesseovu matricu drugih derivacija

o%f o%f
0x? oyox
%f o%f :

9x0y oy?
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Odredimo Hesseovu matricu za funkciju iz Primjera 7.7:

syms X y
f = X"2xy + xxy”™2
H = hessian(f, [x, yl)

H =
[ 2%y, 2%X + 2xy]
[2xx + 2xy, 2%X]

Matrica drugih derivacija u zadanoj to¢ki racunaju se tako da se po-
moc¢u naredbe subs u dobivenu Hesseovu matricu uvrste konkretne
vrijednosti:

H23 = subs(H, [x, yl, [2, 3])
H23 =

[ 6, 10]

(10, 4]

Pomocu naredbe hessian moZe se odrediti i matrica parcijalnih deri-
vacija drugog reda za funkcije triju ili viSe varijabla.

7.4.4 Parcijalne derivacije implicitno zadane funkcije vise va-
rijabla

U MATLAB-u nema naredbe za parcijalno deriviranje implicitno za-
dane funkcije viSe varijabla. Stoga najprije treba odrediti pripadne
eksplicitne funkcije (jednu ili vise njih), a potom te funkcije parci-
jalno derivirati.

Na primjer, za plohu z—i + g—i + z—i = R? (radi se o elipsoidu), pomoéu
solve nalazimo eksplicitne funkcije ovisnosti varijable z o varijablama
xiy:

syms a b cRXYyz

imp = x*2/a"2 + y*2/b"2 + z72/c”2 == R"2

eksp = solve(imp, z)

eksp =
(cx(- b™2xx"2 - a™2xy™2 + R™2*xa”2*xb”2)"~(1/2))/(ax*b)
-(cx(- b™2%xx™2 - a™2xy”™2 + R™2xa”™2xb"2)"(1/2))/(axb)

Dobili smo dvije funkcije, svaku u svome retku, koje se razlikuju
samo u predznaku, a za grafove, tj. pripadne plohe, imaju gornji,
odnosno donji poluelipsoid. Te se funkcije parcijalno deriviraju na-
redbom diff, kako smo to ¢inili i ranije:

Dxeksp
Dyeksp

diff(eksp, x)
diff(eksp, y)
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Dxeksp =
- (bxcxx)/(ax(- a”2xy™2 - b™2*xx"2 + R™"2xa”2xb"2)"(1/2))
(bxcxx)/(a*x(- a™2xy™2 - b"2xx"2 + R™"2xa"2xb"2)"(1/2))
Dyeksp =
(
(

axcxy)/(bx(- a~2xy”2 - b 2%x"2 + R"2xa"2xb"2)"(1/2))
axcxy)/(bx(- a”2xy"2 - b"2xx"2 + R"2xa"2xb"2)"(1/2))

Ovo je ujedno i primjer za parcijalno deriviranje funkcije vise varijabla
s parametrima.

7-5 PITANJA | ZADATCI

1. Odredite prirodnu domenu funkcije:
(i) f(x,y) :=In(R* —x? —y?), gdje je R realan broj.
(ii) f(x,y) :=In(x? +y% —R?), gdje je R realan broj.
Uputa: vodite racuna o slucaju R = 0.
2. Nadite primjer bar dviju funkcija kojima je domena ravnina bez

koordinatnih osi. Od koliko se disjunktnih dijelova sastoji graf
takve funkcije?

3. Jesu li f(x,y) := x1i g(x,y) := ¢, za realnu konstantu c, funk-
cije dviju varijabla? Nacrtajte grafove tih funkcija i opiSite ih
rijeCima.

4. Napisite izraz za funkciju f(x,y) kojoj je graf:

(i) gornja polusfera polumjera 5, a srediste joj je u tocki (3,2).

(ii) gornja polusfera polumjera 5, a srediste joj je u tocki (3, 2,4)
prostora.

Uputa: konzultirajte Primjer 7.3.

5. Nadite parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije f(x,y) =

V1—x%—y2.

6. Nadite parcijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije f(x, y, z) =

Vx2 +1y2 +22 i funkcije g = T.
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APROKSIMACIJA FUNKCIJE

VISE VARIJABLA.

8 TANGENTNA PLOHA.
DIFERENCIJAL

U lekciji se obraduju pojmovi linearne i kvadratne aproksimacije za
funkcije jedne varijable, uvode i za funkcije dviju ili vie varijabla.
Takoder, navode se neke primjene tih pojmova.

8.1  PRIPADNI PROBLEM

Linearna i kvadratna aproksimacija, aproksimacije viseg reda, i, ko-
nacno, Taylorov red, uz mnoge druge primjene, imaju vaznu ulogu u
problemu pribliznog odredivanja vrijednosti funkcija. Pokazuje se da
se ti vazni pojmovi mogu definirati i za funkcije viSe varijabla (samo
Sto ¢emo se mi zadrZati samo na linearnoj i kvadratnoj aproksimaciji).
Pomoc¢u tih pojmova rjeSavaju se analogni problemi onima koje smo
imali kod funkcija jedne varijable. Jedan od osnovnih jest ovaj: kako
se pribliZno promijeni vrijednost funkcije f dviju varijabla, ako se
varijabla x promijeni od xo do x¢ + Ax, a varijablay od yo do yo + Ay?
S matemati¢kog stanovista ova je lekcija vaZzna jer se u njoj uvjezbava
analogija, jedna od najvaZznijih matematickih, a i znanstvenih metoda.

8.2 POTREBNO PREDZNANJE

Potrebno je poznavati pojam i geometrijsko znacenje derivacije funk-
cije jedne varijable, te pojam parcijalnih derivacija prvog i drugog
reda funkcija viSe varijabla. Takoder, potrebno je poznavati pojam li-
nearne i kvadratne aproksimacije za funkcije jedne varijable, te pojam
diferencijala funkcije jedne varijable.

83 NOVE DEFINICIJE | TVRDNJE S PRIMJERIMA

8.3.1 Linearna aproksimacija funkcije dviju varijabla
Prema uzoru na linearnu aproksimaciju funkcije f jedne varijable oko

X0-
f(xo + Ax) ~ f(xo) + f'(x0)Ax
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ili, u drugom zapisu, uz zamjenu xo + Ax = x,
f(x) & f(x0) + f'(x0) (x —x0),
definiramo linearnu aproksimaciju funkcije dviju varijabla f oko

(x0,Yo):

of of
f(xo + Ax,yo + Ay) =~ f(xo,Yo) + &(XO/UO)AX + @(Xo,yo)mj

ili, u drugom zapisu, uz zamjenu xo + Ax =xiyo + Ay =y,

of of
f(x,y) = f(xo0,Y0) + afx(xO,yo)(x—xO) + @(Xo,yo)(y —Yo)-

Vidimo da formula uzima u obzir doprinos od promjene varijable x i
varijable y. Ti se doprinosi zbrajaju.

Primjer 8.1. [Linearna aproksimacija funkcije dviju varijabla]

Odredimo linearnu aproksimaciju funkcije f(x,y) := /6 —x? —y?
oko (1,2)1i(1,1).
Tu je
o —x
ox 6—x2—y>2
of _ Y
dy 6—x2—y2
Zato je
of —1
T2y -
ax( ,2) T 2
of -2
—(1,2) = ———==—
oy 6—12-22

Zajedno s f(1,2) = 1 i koristec¢i drugu formulu zaklju¢ujemo da za
(x,y) = (1,2) vrijedi

V6—x2—y2=1—(x—1)-2y—-2)=6—x—2u.
Takoder je

of of —1
=500 =F

if(1,1) =2, paza(x,y)~(1,1) vrijedi

1 1 1 1
J— Z_ 2% —_— J— —_ J— — —_ —_ .
V6—xc—y 2 2(x 1) z(y 1)=3 ZX zy

Iz Tablice 8.1 moZemo se uvjeriti u doseg tih formula.
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x Yy Ve—xT—y? 6-—x-2y 3—Ix—1y
1

2 1 1 1.5
2.1 0.6164 0.7 14
1.9 1.0863 1.1 1.5
2.1 0.8832 0.9 1.5
1 1 2 3 2
1.1 1.1 1.8921 2.7 1.9
1.1 1.9950 3.1 2

Tablica 8.1: Primjer 8.1

U prva Cetiri retka vrijednosti (x,y) birane su oko (1,2). Vidi se da
formula 6 —x — 2y, koja i jest linearna aproksimacija od f oko (1,2),
dobro aproksimira stvarne vrijednosti. Nasuprot tome, 3 — 3x — Jy
lose ih aproksimira, Sto je logi¢no jer je to linearna aproksimacija
od f oko (1,1), a ne oko (1,2). U posljednja tri retka situacija je
obrnuta. O

8.3.2 Geometrijska interpretacija linearne aproksimacije - tan-
gentna ploha

Za funkciju f jedne varijable, formula linearne aproksimacije oko xg
f(x) = f(xo) + ' (x0) (x — o)
geometrijski se interpretira time $to je pravac s jednadzbom
y = f(xo) +'(x0) (x —x0)
tangenta na graf funkcije f u tocki (xo,yo), Slika 8.1.

I y = f(z)

y = f(xo) + f'(x0)(z — x0)

(z0, f(0))

0 / ZCIO T

Slika 8.1: Tangenta na graf funkcije f u tocki (xo, f(xo))

Uocimo prijelaz s formule na tangentu: f(x) se zamijeni s y, a pri-
blizna vrijednost znakom jednakosti. Analogno tome, formula line-
arne aproksimacije funkcije f oko (xo,Yo)

& (xoyo)x —x0) + 5 (x0,90)(y — o)

f(x,y) = f(xo0,Yo) + oy
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geometrijski se interpretira time $to je ravnina s jednadZzbom

of of
z = f(x0,Yo0) + an(Xo,yo)(x—Xo) + @(Xo,yo)(y —Yo)

tangentna ravnina na graf funkcije f u tocki (xo,yo, f(xo,yo)), Slika
8.2. Uo¢imo da je u obje formule desna strana ista.

z

Slika 8.2: Tangentna ravnina na graf funkcije f u tocki (x0,y0, f(x0,y0))

Primjer 8.2. [JednadZba tangentne plohe]
Odredimo jednadZbu tangentne ravnine na graf funkcije f(x,y) =

V6 —x%Z—y2utocki(1,2,1).

Koristeéi se rezultatom Primjera 8.1, dobijemo jednadzbu
z=6—x—2y.

To znadi da je tocka (x,y, z) prostora na tangentnoj ravnini ako i samo

ako vrijedi z =6 —x — 2y. O

8.3.3 Diferencijal funkcije dviju varijabla

Prema usporedbi prirasta, pribliznog prirasta (na osnovi linearne aprok-
simacije) i diferencijala funkcije jedne varijable:

Prirast funkcije f u x: Af(x) = f(x + Ax) — f(x)
Priblizni prirast u x: Af(x) ~ f'(x)Ax
Diferencijal u x: df(x) = f’(x)dx,

imamo analogne pojmove za funkcije dviju (ili vise) varijabla:
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Prirast funkcije f u (x,y):
Af(x,y) == f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y)
Priblizni prirast u (x,y):

of of
Af(x,y) = - y)Ax+ =—(x,y)Ay

0x oy
Diferencijal u (x,y):
of of
df(x,y) = a(x,y)dx—l— @(x,y)dy.

Uocimo kako se diferencijal dobije iz formule za pribliZni prirast, za-
mjenom Ax s dx te Ay s dy, i znaka pribliZzne jednakosti znakom
jednakosti.

Ako ove pojmove Zelimo definirati ili ra¢unati u konkretnoj tocki
(x0,Yo), onda svugdje, osim u Ax i Ay, umjesto x treba staviti xo,
a umjesto y treba staviti yo.

Analogno vrijedi za funkcije triju ili viSe varijabla.

Primjer 8.3. [PribliZni prirast funkcije triju varijabla]

Odredimo priblizno promjenu udaljenosti tocke T(3,6,6) od ishodi-
Sta, ako joj se prva koordinata poveca za 0.2, druga smanji za 0.2 i
treca poveca za 0.1.

Koristimo se formulom za linearnu aproksimaciju funkcije f triju va-
rijabla oko (xo,Yo,z0), iz koje dobijemo pribliznu formulu za prirast
funkcije oko (xo,Yo,z0):

Af(x0,Y0,20) = f(xo + Ax,yo + Ay, zo + Az) — f(x0,Yo,20) =

of of of
~ 7 7 A ~__ 7 7 A ~_ 7 7 A .
aX(Xo Yo, 20)Ax + oy (x0,Y0,20)Ay + aZ(Xo Yo,z0)Az

Tu je:
f(x,y,z) = \/m
(x0,Y0,20) = (3,6,6)
Ax =0.2, Ay = —0.2, Az=0.1.

U Primjeru 7.5 ve¢ smo izracunali parcijalne derivacije prvog reda.
Dobili smo

of X
T i
of y
R B
of z

iz 2yl
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Uvrstavanjem x = 3, y = 6 i z = 6 dobije se

of
aix (3/ 6/ 6) -

of
@ (3/ 6/ 6) -

of
—(3,6,6) =
5, >0

WIN WIN W=

Uvrstavanjem u formulu za priblizni prirast dobije se

1 2 2
Af(3,6,6) = 3 -0.2— 3 0.2+ 3 -0.1=0
pa zaklju¢ujemo da pribliZni ra¢un pokazuje kako se udaljenost prak-
ti¢no nije promijenila (Slika 8.3). Inace, izravnim rac¢unom dobili bi-
smo da je nova udaljenost

V/3.22 £5.82 £ 6.12 ~ 9.005.

Kako je f(3,6,6) = 9, vidimo da se udaljenost povecala za 0.005 (na
tri decimale).

=i T'(3.6,5.8,6.1)

/ 1

1

T(3,6,6)

1
1
(d
1
1
1
1
1
1
Vs 1
1
1
1
1
1
i
1
1
1

Slika 8.3: Primjer 8.3

Primjer 8.4. [Diferencijal funkcije triju varijabla]

Odredimo diferencijal funkcije f(x,y,z) := \/x? +y2 + z? i diferenci-
jal te funkcije u (3,6, 6).

Koristeci se rjeSenjem Primjera 8.3, dobijemo

of of of
df(X/y/ Z) = a(xzyzl)dx + @(X/U/ Z‘)dy + aiz(xly/ Z)dZ

X y z

dx + dy + dz
VX2 4y? +22 VX2 4+y? +22 Y VX2 4+y? +22
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Uvrstavanjem x = 3, y = z = 6 (ali ne u dx, dy, dz), dobijemo

1 2 2
df(3,6,6) = gdx-l- gdy + gdz = gdx+ gdy + gdz.

8.3.4 Kvadratna aproksimacija funkcija dviju varijabla

Prema uzoru na kvadratnu aproksimaciju funkcije f jedne varijable
oko X0

" (xo) 2
f(xo + Ax) ~ f(xg) +f'(x0)Ax + 30 (Ax)
ili, u drugom zapisu, uz zamjenu xp + Ax = X,
f//
£x) 2 l(xo) + F'x0)(x —x0) + 0 (x x0)2,

2!

definiramo kvadratnu aproksimaciju funkcije dviju varijabla f oko
(XO/UO):
of of
f(xo + A%, yo + Ay) = f(xo,yo) + 5 (X0, Yyo)Ax + @(XO/UO)AU+
0% (Ax)? | 9%f 0% (Ay)?

TXZ(XOIUO)T + m(XO/UO)AXAU + 5 (x0,Yo)—,—

* dy 21

ili, u drugom zapisu, uz zamjenu xp +Ax =xiyo +Ay = y:

£, )  F(x0,Yo) + o (x0,50) (X — X0) + o (x0,50) (Y — o)+

0x oy
o2f (x —x0)? o2f
t oz (Mo Yol ———+ %0y (x0,Yo) (x —x0)(y —yo)
0*f 1 —Yo)*

+ ayiz(xo,yo 20

Vidimo da formule, uz linearni dio, imaju dodatni, kvadratni dio.
Uocimo tri pribrojnika u kvadratnom dijelu: oni se odnose, redom,
na (Ax)z, AxAy te (Ay)z. Uz AxAy nema dijeljenja s 2!, $to se moze
tumaciti time da se jedanput gleda AxAy, a drugi AyAx.

Postoje analogne formule i za funkcije triju ili viSe varijabla. Takoder,
postoje formule za kubnu aproksimaciju itd.

Primjer 8.5. [Kvadratna aproksimacija funkcije dviju varijabla]

Odredimo kvadratnu aproksimaciju funkcije f(x,y) = In(x? +y?)
oko (xo,Yo), posebice oko (1,0).
Vrijedi:

of  2x

ox X2 +y2

of 2y

oy Ny
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Odavdje dobijemo:
02f y? —x?
02 f —4xy
oy (x2+y2)?
02f x? —y?
dy2 - (x2 +y2)2°

Sad moZemo zapisati kvadratnu aproksimaciju (druga formula):

2x0 2yo
1n(x2+yz)zln(x2+yz)+ (x —x0) + (Y —yo)
CR e T 33
2 2
Yo — X0 ( 2 XoYo
— 5 (x—x0)" + (—4)———55(x—%0)(y —yo)
(x§ +v3)? (x§ +v3)?
2 2
X J—
0790y _yy)2,

(x§ +vd)?
Ako sad stavimo (xg,yo) = (1,0), dobit ¢emo

In(x? +y?) ~0+2(x—1)+0-(y—0)
+(=Dx=1)=4-0x—=1)(y—0)+1-(y—0)?

In(x*4+y?) =~ 2(x—1)— (x — )% +y2.

8.4 PRIMIENA MATLAB-A

8.4.1  Taylorov polinom. Linearna i kvadratna aproksimacija
funkcija dviju varijabla. Naredba taylor

U Lekciji ?? ve¢ smo upoznali naredbu taylor za ra¢unanje Tayloro-
vog polinoma. PokaZimo na funkciji iz Primjera 8.1 kako se odreduje
funkcija linearne aproksimacije:

syms x0 y0 x y
f(x, y) = sqrt(6 - x*2 - y"2)
lin(x, y) = taylor(f, [x, yl, [x0, y0], 'Order', 2)

lin(x, y) =
(- x072 - y0™2 + 6)°(1/2)
- (xOx(x - x0))/(- X072 - y0™2 + 6)"(1/2)
- (yox(y - y0))/(- x072 - y0™2 + 6)"(1/2)

U dobivenu se formulu pomoc¢u naredbe subs moze uvrstiti kon-
kretne vrijednosti koordinata tocke (xo,yo). Tako dolazimo do linear-
nih aproksimacija iz Primjera 8.1:
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1inl2(x, vy)
linll(x, V)

subs(lin, [x0, y0], [1, 2]) % - X - 2xy + 6
subs(lin, [x0, y0O], [1, 1]1) % - x/2 - y/2 + 3

Sada se moZe racunati pribliZna vrijednost funkcije u to¢kama oko
(x0,Yo). Na primjer:

linl2(1.1, 2.1) % 7/10

Kod kvadratne aproksimacije postupamo sli¢no kao kod linearne, $to
ilustriramo na Primjeru 8.5:

syms x0 y0 x y

f(x, y) = log(x*2 + y"2)

kvad(x, y) = taylor(f, [x, yl, [x0, yO@], 'Order', 3)
kvadlO(x, y) = subs(kvad, [x0, y@], [1, 0])

kvad(x, y) =
log(x07°2 + y0°2)
+ (1/(x072 + y0°2)
- (2%xx072) /(X072 + y0™2)"2)x(x - x0)"2
+ (1/(x072 + y0°2)
- (2xy072) /(X072 + y0™2)"2)*x(y - y0)"2

+ (2xx0*(x - x0))/(x072 + y0"2)

+ (2xy0x(y - y0))/(x0"2 + y0~2)

- (4xx0xy0x(x - x0)*(y - y0))/(x0°2 + y0°2)"2
kvadlO(x, y) = 2*%x - (X - 1)"2 + y*2 - 2

8.5 PITANJA | ZADATCI

1. (i) Sto se dobije ako se u formulu za linearnu aproksimaciju
funkcije dviju varijabla stavi Ax = 0 i Ay = 0, odnosno
X =Xp 1Yy = Yo u alternativnoj formuli?

(ii) Sto se dobije ako se u formulu za linearnu aproksimaciju
funkcije dviju varijabla stavi Ay = 0, odnosno y = yo u
alternativnoj formuli? Komentirajte moZzete li to dovesti u
vezu s funkcijama jedne varijable.

2. (i) Napisite formulu za linearnu aproksimaciju funkcije dviju
varijabla oko (xo,Yo), ako je %(xo,yo) =01 g—;(xo,yo) =
0.

(ii) Napisite formulu za linearnu aproksimaciju funkcije dviju
varijabla oko (xo,yo), ako je g—;(xo,yo) = 0. Komentirajte
mozete li to dovesti u vezu s funkcijama jedne varijable.

3. Neka je f(2,3) = =11 §f(2,3) = 3, 3/(2,3) = —4. Napisite
oba izraza za linearnu aproksimaciju funkcije f oko (2,3). Sto je
varijabla u tom izrazu?
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4. Sto je u formuli za linearnu aproksimaciju funkcije dviju varija-
bla fiksirano, a $to promjenjivo (varijabla)? Odgovorite za obje
formule. Sto je za kvadratnu aproksimaciju?

5. (i) Neka je f(x,y) := a4+ bx + cy linearna funkcija. Poku-
Sajte odgovoriti bez racunanja koja je linearna aproksima-
cija funkcije f oko (0,0). Poslije provjerite ra¢unanjem.

(ii) Odredite linearnu aproksimaciju funkcije iz (i) oko (xo, yo).
6. Neka je f(x,y) := ao + ajx + axy + box? + byxy + byy? kva-
dratna funkcija.

(i) Bez racunanja pokusajte odgovoriti koja je linearna, a koja
kvadratna aproksimacija od f oko (0,0). Provjerite predvi-
danje ra¢unanjem i komentirajte.

(ii) Odredite linearnu i kvadratnu aproksimaciju funkcije f oko
(x0,Yo). Komentirajte.
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9 LOKALNI EKSTREMI
FUNKCIJE VISE VARIJABLA

U lekciji se obraduje metoda za odredivanje najmanje i najveée vrijed-
nosti funkcije dviju varijabla.

0.1 PRIPADNI PROBLEM

Problemi minimizacije i maksimizacije spadaju u najvaZnije prakti¢ne
i teoretske probleme. Smisao je da se odrede vrijednosti argumenata
u kojima neka funkcija postiZe svoju najmanju ili najvecu vrijednost
(lokalno ili globalno).

Vidjeli smo da se taj problem za funkcije jedne varijable rjeSava po-
mocu derivacija. Sad ¢emo vidjeti da se analogan problem za funkcije
viSe varijabla rjeSava pomocu parcijalnih derivacija.

0.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati pojam lokalnog ekstrema funkcije jedne varija-
ble i metode njegova odredivanja. Takoder, treba poznavati pojam i
geometrijsko znacenje parcijalnih derivacija funkcije dviju varijabla te
jednadzbu tangentne ravnine na graf funkcije f dviju varijabla u tocki
grafa (xo,Yo, f(x0,Yo)):

of of
z = f(xo0,Yo0) + P (x0,Yo) (x —x0) + @(Xo,yo)(y —Yo).

0.3 NOVE DEFINICIHE I TVRDNJE S PRIMJERIMA

9.3.1  Pojam i geometrijska predodzba lokalnog ekstrema funk-
cije dviju varijabla

Prema uzoru na lokalni ekstrem funkcije jedne varijable (Slika 9.1),
uvodimo pojam lokalnog ekstrema funkcije f dviju varijabla (Slika

9.2):

f ima lokalni minimum u (xo,yo) ako je f(xo,yo) najmanja vri-
jednost u nekoj okolini od (xo,Yo)

f ima lokalni maksimum u (xo,yo) ako je f(xo,yo) najveca vri-
jednost u nekoj okolini od (xo,Yo).

Pod okolinom od (x¢,Yo) najbolje je zamisljati mali krug sa srediStem
u (x0,Yo) koji je ¢itav u domeni od f.
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0 Z

Slika 9.1: Lokalni ekstremi funkcije jedne varijable

max
[ ]

(w(J? Yo, f(w()v yO))

max
max

z= f(z,y)

min

Slika 9.2: Lokalni ekstremi funkcije dviju varijabla

Uoc¢imo da je tangentna ravnina na graf u lokalnom ekstremu us-
poredna s xy-ravninom, i analogiju s lokalnim ekstremom funkcije
jedne varijable, kod koje je tangenta u lokalnom ekstremu usporedna
s x-osi, Slika 9.3.

z = f(xo,10)

usporedna s Ty — ravninom

(Qﬁo, Yo, f(x()v yO))

€

Slika 9.3: Tangentna ravnina u lokalnom ekstremu
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9.3.2 Nuzan uvjet ekstrema funkcije dviju varijabla - staci-
onarne tocke

Iz jednadZbe tangentne ravnine na graf funkcije f dviju varijabla u
tocki grafa (xo,yo, f(x0,Yo)) 1 geometrijske predodZbe lokalnog eks-
trema, zaklju¢ujemo da jednadZba tangentne ravnine u lokalnom ek-
stremu mora biti z = f(xo,Yo), tj. da su uvjeti:

of

o -0
dx (XO/yO)

of

al -0
ay (XO;UO)

nuzni uvjeti lokalnog ekstrema u (xo,yo). Usporedite s lokalnim
ekstremom funkcije jedne varijable (Slika 9.4).

Y

f'(x0) =0

0 o) T

Slika 9.4: NuZan uvjet lokalnog ekstrema za funkciju jedne varijable

Tocke koje zadovoljavaju nuzan uvjet ekstrema zovu se kriti¢ne tocke
ili stacionarne tocke, kao i kod funkcija jedne varijable. U kriti¢noj
tocki moze biti lokalni minimum ili lokalni maksimum ili moZe biti
sedlasta tocka - analogon tocke infleksije za funkcije jedne varijable
(Slika 9.5).

Slika 9.5: Sedlasta tocka (0,0) funkcije f(x,y) = xZ —y?
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Analogno se dobiju nuZni uvjeti lokalnog ekstrema za funkcije triju ili
viSe varijabla, samo $to se ne mogu ovako jednostavno geometrijski
predociti.

Primjer g.1. [Kriti¢ne tocke funkcije dviju varijabla]
Skicirajmo graf i odredimo kriti¢ne tocke funkcija:

@) fx,y) :=x*+y?
(i) f(x,y):=x2+y?+1
(iii) f(x,y) =x>+y?—1
(iv) f(x,y) :=x* —2x+y?> —4y +5
V) f(x,y) =4 —x2 -y
Pokusajmo odrediti njihov karakter.
(i)-(iii) NuZni uvjeti lokalnog ekstrema daju

o _

2x =
i x =0
of

~ —Juy=
3y y=0,

odakle dobivamo x =y = 0 pa je (0,0) jedina stacionarna tocka.
Iz Slike 9.6 vidimo da je to uvijek minimum, samo $to je vrijed-
nost minimuma redom 0, 1, —1.

Slika 9.6: Primjer 9.1 (i)-(iii)

Drugim rije¢ima, tjemena su redom T(0,0,0), T(0,0,1)iT(0,0,—1).
Uoc¢imo da smo do rezultata mogli do¢i samo crtanjem grafa
(bez traZenja stacionarnih toc¢aka).

(iv) Tuje
of
a =2x—2
of
@ —Zy—4,

$to vodi do stacionarne tocke (1,2). I u toj je tocki minimum,
Sto se vidi iz jednakosti

X2 —2x+y? —dx+5=(x—1)2+(y—2)°
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pa moZemo pisati f(x,y) := (x — 1) + (y — 2)%. Slika je poput
one iz (i), samo $to je tieme u (1,2,0), Slika 9.7.

4\

c=(z -1+ (y -2

Slika 9.7: Primjer 9.1 (iv)

(v) Tuje
of
I
0x x
of
)
oy Y

pa je, opet, (0,0) stacionarna to¢ka. U toj je tocki maksimum
(Slika 9.8).

<

Slika 9.8: Primjer 9.1 (iv)

Primjer 9.2. [NuZan uvjet ekstrema funkcija dviju varijabla]
Skicirajmo graf i odredimo kriti¢ne tocke funkcije f(x,y) = xy.
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Tu je
of
w0
of
oy *7°

pa je, opet, (0,0) stacionarna toc¢ka. U toj tocki nije lokalni ekstrem,
vec sedlasta tocka. Graf nije lako jasno predociti, ali se vidi sljedece:

1. Graf sadrzi koordinatne osi (jer je na njima xy =0, tj. z=10)

2. Za (x,y) iz prvog ili treCeg kvadranta, graf je iznad, a za one iz
drugog i ¢etvrtog kvadranta, on je ispod xy-ravnine.

Zato graf moZemo zamisliti kao sedlo: prednji dio sedla je iznad pr-
vog kvadranta (uzdiZe se), a straznji iznad tre¢eg kvadranta (takoder
se uzdiZe). Desna i lijeva strana sedla ide prema dolje i one su ispod
drugog, odnosno ispod cetvrtog kvadranta. Kako se ti dijelovi sastaju
u ishodistu, ono se naziva sedlastom tockom (Slika 9.9).

z

Slika 9.9: Primjer 9.2
O

Fizikalno, sedlaste tocke odgovaraju nestabilnim to¢kama procesa.

9.3.3 Kriterij lokalnog ekstrema i sedlaste tocke

Prema analogiji s funkcijama jedne varijable, gdje se karakter staci-
onarne tocke moZe opisati pomocu derivacija viSeg reda, izvodi se
analogan, ali bitno sloZeniji kriterij, za karakter stacionarnih toc¢aka
funkcije dviju varijabla.

Umjesto uvjeta f”(xo) > 0 imamo g—i’;(xo,yo) >01i g—z‘;(xo,yo) >0 te
sli¢no za f”(xo) < 0. Pokazuje se da to nije dovoljno. Potreban je jo$
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jedan uvjet u kojemu sudjeluje determinanta sastavljena od drugih
parcijalnih derivacija u stacionarnoj tocki.

Evo opisa kriterija: neka je (xo,yo) stacionarna tocka od f. Defini-
ramo:

A= &(Xo,yo)

ox2

C:= %(Xo,yo)

B = 225 (X0, Yo)
A:=AC—B2
Tada vrijedi:
(i) Akoje A <0 onda je (xo,yo) sedlasta tocka.

(ii) Akoje A > 0 onda je (xo,Yo) tocka lokalnog ekstrema i to:
za A < 0 to je lokalni maksimum
za A > 0 to je lokalni minimum.

Uocimo sli¢nost s kriterijem za funkcije jedne varijable. Uo¢imo
takoder, da je, uz uvjet A > 0, uvjet A < 0 ekvivalentan uvjetu
C < 0 (i slicno za A > 0). Zato je dovoljno provijeriti bilo koji od
tih uvjeta. Mi smo stavili uvjet za A, a mogli smo i za C.

(iii) Ako je A =0, kriterij ne daje odluku.

Primjer 9.3. [Primjena kriterija lokalnog ekstrema]
Odredimo lokalne ekstreme funkcije f(x,y) := x> — 3xy +y?3, Slika
9.10.

z =a2® — 3zy +

——10,0,0) y

)

x// (171)_1)

Slika 9.10: Primjer 9.3
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Tu je
of 2
Pl 3x° —3y
of 2
Zato je:

A=6x, C=6y, B=-3, A=6x-6y—(—3)2=9(4xy—1).
Stacionarne se tocke dobiju iz sustava:

3y = 3x?
3x = 3y°.

Dobiju se tocke (0,0) i (1,1). Izrazi A, B, C i A mogu se gledati kao
funkcije dviju varijabla. Vidimo da je:

A(0,0) = =2 < 0 paje (0,0) sedlasta tocka

A(1,1) =27 > 0 paje (1,1) tocka lokalnog ekstrema. Kako je
A(1,1) =6 > 0, zaklju¢ujemo da je u (1,1) lokalni minimum.

To sve potvrduje i Slika 9.10. O

Primjer 9.4. [Primjena pojma lokalnog ekstrema]

Od svih kvadara zadana obujma odredimo onaj minimalna oplosja.
Prije rjeSavanja napomenimo da su zadaci ovoga tipa vrlo vazni u
primjeni, jer organske i anorganske tvorevine ¢esto imaju ovakvo (ili
nekakvo drugcije) svojstvo minimalnosti. Naravno, ovaj je zadatak
zanimljiv za minimizaciju potro$nje materijala.

Ozna¢imo s x, y i z duljine bridova kvadra, s O oploSje i s V obujam.
Tada je

V=xyz, tj. z=—
xyz, tj. z ”y
vV Vv
O—Z(xy+xz+yz)—2<xy+y+x)

pa se zadatak svodi na odredivanje minimuma funkcije

vV VvV
f(x,y) = xy + — + —
(x,y) =xy+ ~ +y

za pozitivne x i y. Dobijemo:

of _ vV
ax_y x2
of __V
oy T y?
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Stacionarne tocke dobijemo iz sustava y — % =0, x— % =0, tj. iz

Y
Y
v=ia
=Y
Y2’

Dobijemo xy? = yx?, tj. y = x (jer je x,y > 0). Uvrstavanjem u neku
od gornjih jednadZzba, dobijemo

x=y=z=VV.
Zaklju¢ujemo da je rjeSenje kocka. Dakle:
Od svih kvadara stalnog obujma, najmanje oplosje ima kocka.

Da je dobiveno rjeSenje minimum, a ne maksimum, moZemo zaklju-
¢iti na dva nacina:

1. ¢isto matematicki, pomocu kriterija (postupak provedite sami)

2. intuitivno: oplosje nema najveée vrijednosti, uz stalni obujam
moZe biti po volji veliko (objasnite). Zato stacionarna tocka
treba biti minimum. O

0.4 PRIMJENA MATLAB-A

9.4.1 Pronalazenje lokalnih ekstrema funkcije dviju varijabla.
Naredba fminsearch

Na funkciji iz Primjera 9.3 pokazat ¢emo kako se pomoc¢u naredbe
fminsearch numericki pronalazi tocka lokalnog minimuma, uz za-
danu pocetnu tocku u okolini koje se minimum Zeli naci. Pritom x i
y redom oznacavamo s x(1) i x(2) jer je to zahtjev naredbe fminsearch.
Pri ispisu nadene tocke lokalnog minimuma xmin, tj. uredenog para
(x(1),%(2)) u kojemu se postize minimum, dobivamo i pripadnu vri-
jednost funkcije:

f = @(x) x(1).73-3xx(1)*x(2) + x(2).73
x0 = [0, 0]
[xmin, f_xmin] = fminsearch(f, x0)

xmin =

1.0000 1.0000
f_xmin =

-1.0000

Za toc¢ku lokalnog minimuma dobili smo uredeni par decimalnih
brojeva (1.0000,1.0000) koji je razli¢it od stvarne tocke lokalnog mi-
nimuma (1,1), makar se moZe ¢initi da su te dvije tocke jednake.
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Ako bi nam za daljnji rac¢un bila potrebna veca preciznost, naredbi
fminsearch trebali bismo dodati argument definiran pomo¢u naredbe
optimset, koja se koristi za zadavanje optimizacijskih parametara:

f =@(x) x(1).73-3xx(1)*x(2) + x(2).73

x0 = [0, 0]

preciznost = optimset('TolX', 0.00001)

[xmin, f_xmin] = fminsearch(f, x0, preciznost)

Sliéno kao u ??, naredba fminsearch mozZe koristiti za pronalaZenje
lokalnih maksimuma, s time da je u tom slucaju potrebno raditi s
funkcijom —f.

Osim naredbe fminsearch koja lokalni minimum traZi bez dodatnih
uvjeta na nezavisne varijable, unutar Optimization Toolbox-a (koji nije
dio standardne MATLAB instalacije) postoji i naredba fmincon koja
pronalazi minimum postujudi jedan ili vise uvijeta.

9-4.2 Nuzni i dovoljni uvjeti lokalnih ekstrema funkcija dviju
varijabla. Naredbe solve i hessian

Proceduru pronalaZenja kriti¢nih, tj. stacionarnih toc¢aka funkcija
dviju varijabla analogna je onoj za funkcije jedne varijable iz ??, uz
razliku $to ovdje treba odrediti rjeSenja sustava jednadZba. Odredimo
pomocu solve stacionarne tocke funkcije iz Primjera 9.3:

syms X y

f = X3 - 3xx*xy + y"3

uvjeti = [diff(f, x) == 0, diff(f, y) == 0]
[stacx, stacy] = solve(uvjeti, [x y])

stac = [stacx stacy]

stac =

[ 0, 0]
[ 1, 1]
[ (3™(1/2)%1i)/2 - 1/2, - (3~(1/2)%1i)/2 - 1/2]
[- (3™(1/2)*1i)/2 - 1/2,  (37(1/2)%1i)/2 - 1/2]

Vidimo da smo, osim realnih, dobili i kompleksna rjeSenja. Kako
bismo skup rjeSenja ogranicili na ona koja su realna, naredbi solve
dodat ¢emo argument 'Real’ s vrijedno$¢u true. Dobit ¢emo staci-
onarne tocke (0,0) i (1,1), kao i u rjeSenju spomenutog primjera:
syms X y

f = x"3 - 3xxxy + y"3

uvjeti = [diff(f, x) == 0, diff(f, y) == 0]

[stacx, stacy] = solve(uvjeti, [x y], 'Real', true)

stac = [stacx stacy]

stac =
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[0, 0]
(1, 1]

Napomenimo da bi analogno bilo moguce provesti postupak odredi-
vanja stacionarnih tocaka za funkcije triju ili vie varijabla.

Za dobivene stacionarne tocke moZzemo provijeriti dovoljne uvjete za
lokalne ekstreme, tj. kriterij lokalnih ekstrema iz 9.3.3. Pokazimo ovu
proceduru za stacionarnu to¢ku (1, 1). Pomoé¢u naredbe hessian koju
smo upoznali u 7.4.3 odredujemo matricu drugih parcijalnih deriva-
cija, a potom u nju uvrstavamo tocku (1,1):

H = hessian(f, [x, yl) % [6xx -3; -3 6xy]
H11l = subs(H, [x, yl, [1, 1])
det(H11) % 27
H11 =

6 -3

-3 6

Vidimo da je determinanta veca od nule, kao i to da je prvi element
matrice pozitivan pa zaklju¢ujemo da je (1,1) to¢ka lokalnog mini-
muma.

9.5 PITANJA | ZADATCI

1. Provjerite kriterij ekstrema na funkcijama iz Primjera 9.1 i 9.2.
2. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) := x> — 3xy? + 3y2.

(i) Pokazite da je Primjeru 9.4 rije¢ o minimumu.

»

(ii) Potvrdite tvrdnju Primjera 9.4 koriste¢i nejednakost izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine.
Uputa: ta nejednakost tvrdi da za pozitivne brojeva a, b i

c vrijedi
w 2 S abcl
3
s tim da jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.
Tvrdnju primijenite na funkciju f(x,y) = xy + ¥ + % iz

Primjera 9.4.

4. (i) Odredite stacionarne tocke funkcije f(x,y) = sin(x? +y?).
Koliko ih ima?

(ii) Odredite karakter stacionarnih tocaka iz (i) za koje obra-
deni kriterij daje odluku.
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5. RijeSite problem analogan, ali obratan onome iz Primjera 9.4:
od svih kvadara stalnog oplosja, odredite onaj koji ima najveéi
obujam.

6. Za funkciju f(x,y) := x> — 3xy +y?3 iz Primjera 9.3 pokazano je
da je u (0,0) sedlasta to¢ka. Potvrdite to rac¢unajudi vrijednost
funkcija za tocke (x,y) koje su blizu ishodista (0,0), najprije s
jedne i druge strane x-osi, potom y-osi te u pojedinim kvadran-
tima. Analizirajte i pokusajte objasniti dobivene rezultate.
Uputa: pogledajte analizu sedlaste tocke iz Primjera 9.2.
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VISESTRUKI INTEGRALI -
UZASTOPNO

‘l O INTEGRIRANJE. PRIMJENA
U GEOMETRIJI

U lekciji se uvodi pojam dvostrukog i, opéenito, viSestrukog integrala
i objasnjava njegovo geometrijsko znacenje. Takoder se objasnjava
jedna metoda efikasnog ra¢unanja dvostrukog integrala - uzastopno
integriranje, u pravokutnim i u polarnim koordinatama.

10.1 PRIPADNI PROBLEM

Problem odredivanja obujma tijela koji su omedeni zakrivljenim plo-
hama odavno je vaZzan matematicki i prakti¢ni problem. Taj se pro-
blem nacelno rjeSava pomocu dvostrukog integrala, analogno tome
kako se problem povrsine rjeSava pomocu obi¢nog - jednostrukog in-
tegrala.

10.2 POTREBNO PREDZNANJE

Potrebno je poznavanje pojma funkcije dviju varijabla i njena grafa,
te pojam i geometrijsku interpretaciju odredenog integrala funkcije
jedne varijable - jednostrukog integrala. Takoder je potrebno pozna-
vati pojam obujma i ra¢unanja obujma prizme.

10.3 NOVE DEFINICHE I TVRDNJE S PRIMJERIMA
10.3.1  Obujam ispod grafa pozitivne funkcije dviju varijabla

Analogno tome kako graf pozitivne funkcije f jedne varijable zatvara
s x-osi povrsinu (Slika 10.1), tako graf pozitivne funkcije dviju varija-
bla s xy-ravninom zatvara prostor (Slika 10.2). U prvom slucaju rije¢
je o povrsini ispod krivulje, a u drugom o prostoru ispod plohe.

Yy

0 a b T

Slika 10.1: Povrsina ispod grafa pozitivne funkcije jedne varijable
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T

Slika 10.2: Prostor ispod grafa pozitivne funkcije dviju varijabla

Primjer 10.1. [Prostor ispod plohe]
Polukugla polumjera R moZe se shvatiti kao dio prostora izmedu

grafa funkcije f(x,y) = \/R? —x? —y? i xy-ravnine (Slika 10.3 - pri-
kaz dijela polukugle u prvom oktantu).

z

Rlz=/R2— 22— 2

Slika 10.3: Dio polukugle u prvom oktantu
O

Podsjetimo da djeli¢ povrsine AP(x) ispod grafa pozitivne funkcije
f jedne varijable, a iznad segmenta od x do x + Ax duljine Ax, ima
pribliZnu vrijednost (Slika 10.4)

AP(x) =~ f(x)Ax
i da je diferencijal povrsine u x
dP(x) = f(x)Ax.

Analogno definiramo djeli¢ obujma AV(x,y) ispod grafa pozitivne
funkcije f dviju varijabla, a iznad pravokutnika sa stranicama duljina
Ax i Ay, s jednim vrhom u to¢ki (x,y) kao na Slici 10.5 (i). Vidimo
(Slika 10.5 (ii)) da taj pravokutnik ima povrsinu Ax - Ay i da je

AV(x,y) = f(x,y)AxAy,
odakle definiramo diferencijal obujma u (x,y):

dV(x,y) = f(x,y)dxdy.

109



VISESTRUKI INTEGRALI - UZASTOPNO INTEGRIRANJE. PRIMJENA U GEOMETRIJI

Yy
() EAP(x) ~ f(z)Az
0 a T "z+Azx b z
Az
Slika 10.4: Djeli¢ povrsine AP(x)
z
(
< y+Ay
Azx-Ay }Ay
Yy !
AV (z,y) wy
~ f(z,y)AzAy Y 0f z =z+Az =z

{\ Az
S i
Slika 10.5: Djeli¢ obujma AV(x,y)

Analogno kao za funkcije jedne varijable, ovdje treba biti Ax > 0 i
Ay > 0.

10.3.2 Racunanje obujma ispod grafa pozitivne funkcije - dvos-
truki integral pozitivne funkcije

Kod funkcije jedne varijable imali smo pozitivnu funkciju f, segment
[a, b] na x-osi i povr$inu P izmedu segmenta i grafa. Veza izmedu tih
veli¢ina dana je odredenim integralom P = fz f(x)dx, koji se moze
pisati kao

P = J f(x)dx.
[a,b]

Citamo: integral funkcije f po segmentu [a, bl.

Analogno, kod funkcija dviju varijabla imamo pozitivhu funkciju f
dviju varijabla, podru¢je D u xy-ravnini i obujam V izmedu podru-
¢ja D i grafa funkcije f. Imamo, za dovoljno razumne funkcije f, i
analognu vezu

V= JJD f(x,y)dxdy.

Citamo: dvostruki integral funkcije f po podrucju D.
Dvostruki integral ima znacenje volumena V. Taj je volumen pri-
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blizno suma djeli¢a volumena iznad malih pravokutnika kad podru-
¢je D podijelimo kao na Slici 10.6.

Y

y+Ay
y-

0 z T+Azx x

Slika 10.6: Podjela podru¢ja D na male pravokutnike

Intuitivno, zamisljamo da smo integriranjem zbrojili beskona¢no mnogo
diferencijala povrsina f(x,y)dxdy, kad (x,y) prolazi svim tockama
podrucja D, i tako dobili ukupni obujam V. Podrugje D naziva se
podruéjem integracije, a f podintegralna funkcija.

Primjer 10.2. [Dvostruki integral pozitivne funkcije]

U Primjeru 10.1 imamo f(x,y) := \/R? —x? —y?, a D je krug u xy-
ravnini polumjera R sa sredistem u ishodistu. Pripadni dvostruki

integral
JJ vV RZ —x2 —yZdxdy
D
ima znacenje obujma polukugle polumjera R. O

Primjer 10.3. [Dvostruki integral pozitivne funkcije]

(i) Dvostruki integral

J J xydxdy,
D

gdje je D kvadrat u prvom kvadrantu (Slika 10.7) zadan s 0 <
x < Ri0 <y <R, ima znaenje obujma izmedu tog kvadrata i
sedlaste plohe z = xy, Slika 9.9.

z Yi
R
D
y ‘Ry 0 Rz
D

Slika 10.7: Primjer 10.3 (i)
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(ii) Dvostruki integral

JJ xydxdy,
D

gdje je D dio kruga polumjera R u prvom kvadrantu (Slika 10.8)
zadana s 0 < x < Ri0 <y < VR?—x?, ima znadenje obujma
izmedu tog dijela kruga i sedlaste plohe.

2 Y

R

Slika 10.8: Primjer 10.3 (ii)

10.3.3 Racunanje dvostrukog integrala - uzastopno integrira-
nje
Ne postoji opca metoda za ratunanje dvostrukog integrala [ [ f(x,y)dxdy

za svako podrugje integracije D. Takva metoda postoji ako je podrucje
integracije D kao na Slici 10.9 (i), tj. ako je zadano nejednadzbama

as<x<b
p(x) <y < bx).

Y
e A2z eW) =)
" D >
/_\_/ y = () N
0| @ b x 0 >
(4) (i)

Slika 10.9: Podrugja integracije D zadana nejednadzbama

Tada se dvostruki integral svodi na dva uzastopna jednostruka inte-

grala, prema formuli

JJD f(x,y)dxdy = Jb “MX) f(x,y)dy] dx.

a |Jo(x)

112



VISESTRUKI INTEGRALI - UZASTOPNO INTEGRIRANJE. PRIMJENA U GEOMETRIJI

Sli¢no je pri zamjeni x iy koordinate, tj. ako je podrugje integracije D
zadano nejednadzbama

c<y<xd
ey) <x<YPly),

kao na Slici 10.9 (ii). Tada se dvostruki integral svodi na dva uzas-
topna jednostruka integrala, prema formuli

JJD f(x,y)dxdy = Ld U:((j)) f(x,y)dx] dy.

Opis postupka uzastopnog integriranja za fz [ji’é:% f (x,y)dy} dx:
1. Rat¢unanje integrala

P (x)
J f(x,y)dy
@ (x)

kao integrala po varijabli y, uz uvjet da je u podintegralnoj funk-
ciji varijabla x konstanta. Rezultat ¢e biti neka funkcija ovisna o
x i moZe se, za svaki konkretni x, interpretirati kao povrsina pre-
sjeka zadanog obujma s ravninom kroz x okomito na os apscisa,
a usporedno s yz-ravninom.

2. Integriranje dobivene funkcije iz 1. po x - rezultat ¢e biti broj.
Drugi korak zamisljamo kao "zbrajanje" svih tih povrsina za sve
x od a do b i tako dobijemo trazeni obujam.
Primjer 10.4. [Primjena uzastopnog integriranja]
Izra¢unajmo obujme iz Primjera 10.3.

(i) Tuje f(x,y) :=xy, a D je kvadrat stranice R u prvom kvadrantu
(Slika 10.7) pajea=0,b =R, ¢(x) =0ip(x) =R:

V= JJD f(x,y)dxdy = JJD xydxdy = J: U: xydy] dx

R 2\ jy= R p2
_ Y an = [ R
_Jo [(X 2 > ‘9—0] dX_Jo 2 &
R*x* R RY
4 ‘o 4
(ii) Tu je opet f(x,y) := xy, ali sad je D dio kruga polumjera R u
prvom kvadrantu (Slika 10.8) pajea =0, b =R, @(x) =01
Bix) = VRI—xZ:

R [ pvVRZ—x2
V, = JJ f(x,y)dxdy = JJ xydxdy :J J xydy | dx
D D 0
R 2 VR 2 R R2_,2
:J xy— ‘y " dx:J X X dx
0 2 y=0 0 2
R>x?2  x*\ R R*
S\ 4 _8> ‘o T8
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Opcenito se podrugje integracije D ne moZe zadati nejednadZbama
gornjeg tipa. Tada ga podijelimo na dijelove Dy,D;,..., Dy koji u
presjeku nemaju zajednickih povrsina, koji se svaki moZe zadati ne-
jednadzbama i za koje vrijedi D = D; UD, U---UDy. Tada je

JJD f(x,y)dxdy
_”D] f(x,y) dxdy +”D2 fl(x, y)dxdy + - +”Dn f(x,y)dxdy.

Primjer 10.5. [Podjela podrugja integracije]
Neka je D dio ravnine omeden pravcimay = x, y = —x, x = —1,
x = 1, Slika 10.10.

Slika 10.10: Primjer 10.5

Tadaje D = Dy UD;, gdje je Dy zadano s:

10.3.4 Dvostruki integral u polarnim koordinatama

U primjenama je katkad prirodnije razmatrati polarne koordinate
umjesto pravokutnih, kartezijevih. Polarne koordinate analogne su
trigonometrijskom prikazu kompleksnog broja: kako je svaki kom-
pleksni broj z razli¢it od nule jednozna¢no odreden svojom apsolut-
nom vrijedno$¢u |z| i argumentom (kutom) ¢, Slika 10.11 (i), tako je
i svaka tocka T ravnine razli¢ita od ishodista jednozna¢no odredena
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udaljenos¢u od ishodista r, i kutom ¢ $to ga spojnica OT zatvara s
pozitivhom zrakom x-osi (Slika 10.11 (ii)).

Im z Y

0 @ fer O (i) z

Slika 10.11: Polarne koordinate
Uobicajena je ova terminologija:
- realni brojevi x,y su kartezijeve koordinate to¢ke T, a uredeni

par (x,y) prikaz tocke T u kartezijevim koordinatama

- pozitivan realan broj r i realan broj ¢ uz 0 < ¢ < 27, su po-
larne koordinate tocke T, a uredeni par (r, ) prikaz tocke T u
polarnim koordinatama

Veza izmedu kartezijevih i polarnih koordinata (Slika 10.12) dana je

sljede¢im formulama:
X = TCOS @

y =rsin .

T x=rcosyp z

Yy =rsing

Slika 10.12: Veza izmedu kartezijevih i polarnih koordinata

Primjer 10.6. [Podskupovi ravnine u polarnim koordinatama]
Na Slici 10.13 predoceni su neki podskupovi ravnine i njihove jed-
nadZbe u polarnim koordinatama.

Yy Y
P =$2
P =¥l
0 T 0 R T
Kruznica polumjera r Pruvi kvadrant: Kruzni isjecak:
sa sredistem u ishodistu: r = R 0<p<? 01 < <y
Pripadni krug: r < R 0<r<R

Slika 10.13: Podskupovi ravnine u polarnim koordinatama
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Po uzoru na kartezijeve koordinate, racunamo djeli¢ povrsine i obujma
te diferencijal povr$ine i obujma u polarnim koordinatama (Slika
10.14). Za djeli¢ povrsine i diferencijal povrSine imamo
AP(r, @) = TATA@
dP(r, @) = rdrde.
Dakle, dxdy u kartezijevim koordinatama prelazi u rdrde u polar-
nim koordinatama.
Zato su djeli¢ obujma Sto ga nad djeliéem povrSine ¢ini pozitivna
funkcija f i pripadni diferencijal obujma dani s
AV(r, @) = f(rcos @, rsin @)rATA@
dV(r, @) = f(rcos @, rsin @)rdrde.

Yy
Ar, (r+Ar)-Ap ~
r-Ap
. - A
L7 it Ar
//A\\ - A (IraW)
Bl )
,;,«’/cp “\ AP ~ Ar-rAp = rArAyp

0 T

Slika 10.14: Djeli¢ povrsine AP(r, @)

Analogno kao kod kartezijevih koordinata, ovdje treba biti Ar > 0 i
Ap > 0.

Prelazimo na izvod formule za dvostruki integral u polarnim koordi-
natama (Slika 10.15): ako je podruéje D zadano u polarnim koordina-
tama nejednadzbama

2

P11 <<
r<r2(9),

T1(@) <

—

onda je

1 < <
r1(p) <r <o)

Slika 10.15: Podrudje integracije u polarnim koordinatama
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Primjer 10.7. [Dvostruki integral u polarnim koordinatama]
Izra¢unajmo obujam polukugle polumjera R.

Prema Primjerima 10.1 i 10.3 vidimo da tu podrucje D zadovoljava
uvjete za uzastopno integriranje. Naime, krug polumjera R zadan je
u pravokutnim koordinatama uvjetima (Slika 10.16):

—R<x <R

—VRZ—x2 <y < VRE—xZ

—R

AN
J

JR%

7= —VRZ— 22

Slika 10.16: Primjer 10.7

Zato je

R vVRZ—x2
V:JJ \/Rz—xz—yzdxdy:J J VRZ2 —x2 —y2dy| dx.
D

—R —/R2—%x2

Vidimo da se problem svodi na racunanje kompliciranih integrala u
pravokutnim koordinatama.

Uz pomo¢ polarnih koordinata ra¢un postaje puno jednostavniji. Na-
ime, u polarnim se koordinatama krug polumjera R zadaje nejednadz-
bom r < R, dakle podrugje D zadano je nejednadzbama:

0< < 2m
0<r<R

Napomenimo da na obujam ne utjece to $to je iz podrucja D isklju-
¢eno ishodiste.
Takoder, vrijedi x* +y? = r? pa dobijemo

27 | R
V—JJ \/Rz—xz—yzdxdy—J U VRZ —r2rdr
D

0 0

27 0 27T p3
R
= [R? — 1% =2, rdr = —tdt] :J U (—tz)dt] de :J —de =
0

0
R3 2 Q7R3
B <3cp) ’o 3

Sto je obujam polukugle polumjera R. O
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10.3.5 Dvostruki i trostruki integral bilo koje funkcije dviju
varijabla

Analogno interpretaciji jednostrukog integrala prema kojem je inte-
gral negativne funkcije suprotan povrsini izmedu grafa i x-osi, dvos-
truki integral negativne funkcije suprotan je obujmu izmedu grafa i
Xy-ravnine.

Takoder, uzastopno integriranje i zamjena s polarnim koordinatama
mogu se primijeniti opcenito, a ne samo za pozitivne funkcije.
Analogno dvostrukom definira se trostruki integral, ali tu ga ne¢emo
obradivati.

10.4 PRIMJENA MATLAB-A

10.4.1  Uzastopno simbolicko integriranje. Naredba int

Primjenu naredbe int na ra¢unanje dvostrukih integrala uzastopnim
integriranjem ilustriramo na primjeru integrala iz Primjera 10.4. S
obzirom na to da int racuna jednostruki integral, a ovdje je rije¢ o
dvostrukom integralu, potrebno je int upotrijebiti dvaput - prvi put
integrira se po y, a potom po x (a moguce je i obratno, ovisno o tome
Sto je pogodnije):

syms R x y

f(x, y) = xxy

int(int(f, y, 0, R), x, 0, R) % R™4/4
int(int(f, y, 0, sqrt(R*2 - x*2)), x, 0, R) % R™4/8

Vidimo da naredba int za prvi integral daje rezultat R aza drugi
%4, kako smo dobili i ranije.

Sli¢éno postupamo kod racunanja dvostrukog integrala u polarnim ko-
ordinatama gdje, u pravilu, najprije integriramo po r, a potom po @.

Prednost integriranja naredbom int je u tome S$to se u granicama
integracije i u podintegralnoj funkciji mogu pojaviti parametri, a ne-
dostatak taj Sto podintegralna funkcija mora biti takva da se rezultat
mozZe zapisati pomocu elementarnih ili specijalnih funkcija.

10.4.2 Numeric¢ko integriranje. Naredba integral2

Naredba integral2 racuna dvostruki integral gdje je podintegralna
funkcija konkretna, tj. nema parametara, a podrucje integracije mora
biti zadano nejednakostima Xmin < X < Xmax, Ymin(X) < Y < Ymax(x) i
takoder ne smije sadrzavati parametre. Na primjer:

f=@a(x, y) X."2.xy

xmin = 0
xmax = 1
ymin = @(x) 2*x
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ymax = @(x) 3*x
integral2(f, xmin, xmax, ymin, ymax) % 0.5000

10.5 PITANJA | ZADATCI

1. (i) Izratunajte integral iz Primjera 10.6 za f(x,y) := x% + y2.
(ii) Isto kao u (i), samo neka je f(x,y) := 4. MoZete li rezultat
predvidjeti bez ratunanja?
Uputa: proucite Primjer 10.6.

2. Neka je D podrugje odredeno grafovima funkcija g(x) := x3 —x

ih(x):=—x3+x.
(i) Izratunajte integral po podrudju D ako je f(x,y) = x? +y2.
(ii) Isto kao u (i), samo neka je f(x,y) := 4. MoZete li rezultat
dobiti bez koristenja dvostrukog integrala?

3. Neka je D krug polumjera R sa sredisStem u ishodistu.
(i) Izralunajte integral po podru&ju D funkcije f(x,y) := x? +
y?.
(ii) Podijelite podruéje D na cetiri dijela (svaki u pojedinom
kvadrantu). Izra¢unajte integral funkcije f po svakom od
ovih podrucja. Provjerite je li zbroj tih integrala integral iz

).

4. (i) IzraCunajte integral funkcije f(x,y) := xy po svakom po-
drudju iz Zadataka 1 i 3 i komentirajte rezultate.

(ii) Izrac¢unajte integral funkcije f(x,y) := xy po podrugjima iz
Zadatka 3 (ii). Komentirajte rezultate.

Uputa: vodite ra¢una o tome da u nekim sluajevima f nije
pozitivna funkcija na podrugju integriranja.

5. (i) Izracunajte dvostruki integral funkcije

N
flx,y) = T2 b2
po podru¢ju D omedenom elipsom z—i + {)Li = 1, gdje su
a i b pozitivni realni brojevi. O kojem je tijelu, odnosno
obujmu rijec?
(ii) Komentirajte slu¢aj a = b.

Uputa: koristite zamjenu x = au, y = bv, gdje su u i v nove va-
rijable pa poveZite s Primjerom 10.7. Kontrolirajte sto se dogada
s dx, dy i nejednadZbama podru¢ja D u novim koordinatama.
Mogu li se ove zamjene izbjeci u slucaju (ii)?
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6. Integral | [ f(x,y)dxdy prevedite na polarni oblik ako je D:
(i) krug polumjera R sa srediStem u ishodistu

(ii) krug polumjera R sa sredistem u tocki (a, b). Geometrijski
predocite znacenje izraza x —a iy —b.

Uputa: nakon zamjene x —a = u, y —b = v integral iz (ii)
prelazi u integral iz (i), samo sad u varijablama w i v.
7. Integral [ [ f(x,y)dxdy prevedite na polarni oblik ako je D:

(i) kruzni isje¢ak polumjera R izmedu zraka ¢ = @11 ¢ = @3
sa srediStem u ishodistu

(ii) kruzni isje¢ak polumjera R izmedu zraka ¢ = @11 @ = ¢,
sa sredistem u toc¢ki (a, b).

Postupak posebno provedite i geometrijski predocite ako je @1 =
30°, @2 =120°.
Uputa: za (ii) postupite analogno kao u Zadatku 6.

8. Integral | [ f(x,y)dxdy prevedite na polarni oblik ako je D:

(i) kruZni isjecak manjeg polumjera Ry, a vecega R, izmedu
zraka @ = @1 1 @ = @3 sa srediStem u ishodistu

(ii) kruzni odsje¢ak manjeg polumjera R1, a vecega R;, izmedu
zraka @ = @11 @ = > sa sredistem u toc¢ki (a,b).

Postupak posebno provedite i geometrijski predocite ako je Ry =
2, Rz = 5, P11 = 300, P2 = 120°.
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PRIMJENA VISESTRUKOG
‘l INTEGRALA U
INZENJERSTVU

U lekciji se ilustriraju dvije primjene dvostrukog integrala u inZenjer-
stvu. Prva je u rjeSavanju problema mase nehomogenog podrugja u
ravnini, a druga u odredivanju njegova tezista, Sto je ujedno i pri-
mjena u vjerojatnosti i statistici, za dvodimenzionalne razdiobe. Na-
pominju se i analogne primjene trostrukog integrala.

11.1  PRIPADNI PROBLEM

Problem mase i teZiSta ravne nehomogene tanke ploce ili tijela, vrlo
je Cest u primjenama. Taj se problem moze rijesiti pomocu dvostru-
kog integrala, odnosno pomocu trostrukog integrala, pod uvjetom da
poznajemo gustoc¢u ploce, odnosno gustocu tijela.

11.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati pojam dvostrukog integrala i metode ra¢unanja
uzastopnim integriranjem i u polarnim koordinatama. Takoder je
potrebno poznavati sljedece fizikalne pojmove:

1. Pojam mase i funkcije gustoée mase.

2. Pojam teZiSta nehomogenog segmenta.

11.3 NOVE DEFINICHE I TVRDNJE S PRIMJERIMA

11.3.1  Funkcija gustoce mase podrudja u ravnini

Zamislimo da je masa m tanko razmazana po podruc¢ju D u ravnini.
Postoje dvije bitno razli¢ite mogucnosti. Prva je da je masa razma-
zana jednoliko - tada kazemo da je podruéje homogeno, tj. govorimo
o homogenoj ploc¢i. Druga je moguénost da je masa razmazana ne-
jednoliko - govorimo o nehomogenom podrucju ili plo¢i.

Tada se karakter razmazivanja opisuje funkcijom gustoée mase f. Pro-
sjecna gustoca mase na malom pravokutniku sa stranicama Ax > 0 i
Ay > 0 prema definiciji je omjer mase i povrSine (Slika 11.1):

Am
f(x,y) = Ax Ay’
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Prelaskom na limes dolazimo do pojma gustoce u tocki (x,y):

Am
f(x,y):= L .
(y) Airgo Ax - Ay
Ay—0

Uoc¢imo da je formula analogna onoj za gusto¢u mase (nehomogenog)
segmenta iz Lekcije 6.

Yy
y+Ay +--—---
‘ Az-Ay } Ay
Yyt : .
(@, y) |
0 x :r—l—:A:L‘ T
\—Y—)
Az

Slika 11.1: Pravokutnik sa stranicama duljina Ax i Ay

11.3.2  Masa podrucja u ravnini

Iz diferencijalne relacije za masu dobijemo izraz za diferencijal mase,
a potom i za masu:

Am = f(x,y)AxAy
dm = f(x,y)dxdy

m= JJD f(x,y)dxdy.

Uoc¢imo da je i ova formula analogna onoj za masu (nehomogenog)
segmenta iz Lekcije 6, samo Sto je ovdje dvostruki, umjesto jednostru-
kog integrala. Vidimo da se koristenje dvostrukog integrala opcenito
ne moZe izbjeéi ¢ak niti u slu¢aju homogenog podrugdja, tj. u slucaju
kad je funkcija gustoce f(x,y) konstanta.

Primjer 11.1. [Primjena formule za masu podrugja]
Neka je D pravokutnik zadan relacijama

0 a
0 b

NN
VAR

X
Y
i neka je, redom, funkcija gusto¢e mase:

(i) flx,y):=3
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(i) f(x,y):=x
(iii) f(x,y) := xy.

Predoc¢imo graficki raspored mase i interpretirajmo rezultat. Odre-
dimo ukupnu masu m. Podijelimo podrucje D vertikalnim pravcem
(ili drukéije) na dva dijela jednakih masa te procijenimo poloZaj teZi-
Sta podrudja D u odnosu na sjeciste dijagonala.

(1) Predo¢imo graficki raspored mase i interpretirajmo.

(i) Grafje pravokutnik - dio ravnine usporedne s xy-ravninom
iznad zadanog pravokutnika D, Slika 11.2.
Masa je jednoliko razmazana pa na jedinicu povrsine do-
laze 3 jedinice mase.

yi Z
‘ ‘ z=3
b /|
D L : E
_ E 0 : b
0 a T E Dg Y
m = 3ab a
Xr

Slika 11.2: Primjer 11.1 (i) - prikaz rasporeda mase

(ii) Graf je dio kose ravnine iznad pravokutnika D, a zadan je
jednadzbom z = x, Slika 11.3.
Mozemo zamisliti da je masa razmazana po pravokutniku
D nekim valjkom kojeg smo postavili na vertikalnu stra-
nicu b, i gurajudi valjak horizontalno (uzduz x-osi), koli-
¢inu namaza pojacavamo jedinicnom brzinom. Vertikalne
linije, tj. dijelovi pravaca s jednadZbom x =c,za0 <c < qa,
imaju stalnu gusto¢u namaza.

) z
b
1 NS =X
D I i
- - L0 -
ot /b
abQ a
m= %5
2 T

Slika 11.3: Primjer 11.1 (ii) - prikaz rasporeda mase
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(iii) Graf je dio sedlaste plohe iznad pravokutnika D.
Da dofaramo promjenu gustoée namaza, nacrtamo dije-
love hiperbola s jednadZbom xy = ¢, za ¢ > 0. Te hiperbole
imaju stalnu gustoéu namaza c za svaki fiksirani c, a gus-
toca se povecava povecavanjem parametra c, Slika 11.4.

)
b \
_ a’b?
Y= m="
0 a x

Slika 11.4: Primjer 11.1 (iii) - prikaz rasporeda mase

(2) Odredimo ukupnu masu m.

(i) m = 3-ab jer je, pri jednolikom namazu, masa jednaka
umnosku povrsine i gustoce, Sto se moZe potvrditi i inte-

griranjem.
(ii)
a b a y:b
m:JJ f(x,y)dxdyzj J xdy dx:J [xy‘ ] dx
D o |Jo 0 y=0
@ a’b
= Jo bxdx = 5

Vidimo da je masa proporcionalna b, i kvadratno proporci-
onalna a. Objasnite!

(iii)

m= JJD f(x,y)dxdy = J: U: xydy] dx = J: [xyzz’z_:j dx

a bZ aZbZ
= L 7xdx = 1

Vidimo da je masa kvadratno proporcionalna i aib. Objas-
nite!

(3) Podijelimo podrugje D vertikalnim pravcem (ili drukcije) na dva
dijela jednakih masa.

(i) RjeSenje je pravac s jednadZbom x = 5. Na Slici 11.5 pre-
doceno je to i neka druga rjeSenja.
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Yy Yy Yy
y=x
b : m b m
m ' m N 2 ] _ _ b 2 -7
202 m ¥y=73 Tm
1 7 L’ 2
0 L a a iy 0 a z 0 a T
=35

Slika 11.5: Primjer 11.1 (i) - podjela podrugja D na dva dijela jednakih masa

(ii) Treba biti

0 4

b a?b

2 T4
_a

C_\ﬁ'

To je rjeSenje predoceno na Slici 11.6 lijevo, a desno jos
jedno. Pokusajte naci jos neko.

Y Yy
b : b
. m
1 2 _g
7 i3 gy =3
| 2
0 oa r 0 a T
L a
RN

Slika 11.6: Primjer 11.1 (ii) - podjela podrugja D na dva dijela jednakih masa

(iii) Treba biti

c’b?  a?b?
4 8
c=2
\/Zl

kao i u (ii). Komentirajte!
(4) Procijenimo polozaj tezista podrucja D u odnosu na sjeciste di-
jagonala.
(i) Teziste je u sjecistu dijagonala (Slika 11.7 (i)).
(ii) Teziste je u tocki (c, %), gdje je c > 7, Slika 11.7 (ii).
(il) Teziste je u tocki (c,d), gdjeje ¢ > §id > 9, Slika 11.7

(iii).
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Yy ) Yy

b S P 0 b T PEd
NI T
/,"\\ ————— :—o———— ___:;r____

0 a T 0 a x 0 a x
(i) flz,y)=3 () f(z,y) =2 (43i) f(x,y) = zy

Slika 11.7: Primjer 11.1 - procjena poloZaja teZista T

O

Primjer 11.2. [Primjer gustoce pri kojoj je masa ravnine konacna]
Neka je masa razmazana po cijeloj ravnini prema pravilu za gustoc¢u

2,2
_x2iy? .
f(x,y):=e 2 . Odredimo masu.
Koristit ¢emo se polarnim koordinatama:

x2+ 2 27
m= JJ e 2z dxdy = J [
R2 0

S$to, nakon zamjene ‘"2—2 =1, odakle je i rdr = dt, postaje:

m= Jjﬁ UOO etdt] de = JM [(—e*t) 00} de = J:ﬁ1 -de =2m.

0 0 0

o0 TZ
J e_zrdr] do,
0

O]

11.3.3 TeZiste podrucja u ravnini

Na osnovi formule za teZiSte segmenta [a,b] s funkcijom gustoce
mase f(x):
i Z xf(x)dx
XT = b . ..
o flx)dx
i definicije teZiSta, dobijemo prvu i drugu koordinatu teZista podrugja
D s funkcijom gusto¢e mase f(x,y):

~ Joxflxyldxdy [ [ xf(x,y)dxdy

XT

[ [p fx,y)dxdy m
~Jpyfxyldxdy [ [ yf(x,y)dxdy
= [ [pfix,y)ldxdy m '

Podsjetimo da je teZiSte homogenog segmenta u njegovu polovistu,
Sto je jasno i bez koristenja integrala. Iz gornjih formula vidimo da se
dvostruki integral ne moze izbje¢i ako Zelimo odrediti teZiste homo-
genog podrugja u ravnini, a kamoli nehomogenog.

Primjer 11.3. [Primjena formula za teZiste]
Odredimo koordinate teZista podrucja iz Primjera 11.1.
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(i)
b
- I Jpxflx,y)dxdy Jo [on'&dy} dx _ 3% _a
T m B 3ab ~ 3ab 27
Sli¢no se dobije yr = 3, kako smo i predvidjeli u Primjeru 11.1
(iv).
(ii)
y | [ xf(x,y)dxdy fo [f§x-x-dyldx fg[xzy |Szg]dx
= m a’b a’b
2 2
Yhxldx 4P 2q
0 3
- a% a3
2 2
 JIpuf(xy)dxdy  [§lfox-y-dyldx Lo I —o)dx
ur = m - b ab
2 Tz
_ et = b
- 2y T a2 9
e el
Vidimo da je rezultat u skladu s predvidanjima iz Primjera 11.1
(4) jer je 23—‘1 > 5.
(iii)
2 =
[ [ xf(x,y)dxdy fo [fgx-xy - dyldx IS[XZEZL Ej:g]d
T = m a?b? a?b?
v =7
3b2
fo 2z X2 "6 2a
aZbZ T a?b? T 3
4 Z]
3 y=b
[Ipvfxyldxdy _ [glfgy-xy-dyldx _ ol [j=gldx
Yyt = m = 2202 = 22b2
. =z
2b3
f xdx - 2b
azb2 T aZp?z T 3
a4 2

Rezultati su predoceni na Slici 11.8. Prokomentirajte te rezultate.

) Yy )

b b
T(55) T(%)) (%)

0 a T 0 a T 0 a T
() flz,y)=3 (ii) f(z,y) == (i) f(z,y) =y

Slika 11.8: Primjer 11.3 - polozaj teZista T
O
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Analogne formule vrijede kako za masu tako i za teZiste podrudja
u prostoru omedenog zatvorenom plohom (poput kugle, elipsoida i
sl.). Razlika je u tome Sto umjesto dvostrukog treba koristiti trostruki
integral, a teZiSte ima tri koordinate. To ovdje ne¢emo provoditi.

11.4 PRIMJENA MATLAB-A

11.4.1  Racunanje mase i teziSta nehomogenog podrucja u rav-
nint

Pomocu naredbe int rijeSit ¢emo Primjer 11.2 s time da ¢emo, osim
mase, izracunati i teziSte (Zadatak 7 iz 11.5):

syms X y

f(x, y) = exp
m = int(int(f
x_T
y_T

(-(x*2 + y*2)/2)

(x, y), x, -Inf, Inf), y, -Inf, Inf) % 2xpi
int(int(xxf(x, y), x, -Inf, Inf), y, -Inf, Inf) % 0
int(int(yxf(x, y), x, -Inf, Inf), y, -Inf, Inf) % 0

Vidimo da se rezultat za masu podudara s onima iz Primjera 11.2,
dok je rezultat da se teziste nalazi u (0, 0) ocekivan.

11.5 PITANJA | ZADATCI

1. Na krugu polumjera R sa srediStem u ishodistu rasporedena je
masa s funkcijom gustoce f(x,y) := /x? +y2.
(i) Detektirajte krivulje po kojima funkcija gustoce stalna.

(ii) Odredite ukupnu masu.

2. Odredite teziSte mase iz Zadatka 1:
(i) koristeci se fizikalnom intuicijom (bez ra¢unanja)

(ii) analizirajudi funkcije xf(x,y) i yf(x,y) na podruc¢ju D, ali
bez ra¢unanja integrala

(iii) rac¢unanjem pripadnih integrala.

Uputa: za (ii) se sjetite znacenja dvostrukog integrala, kako za
pozitivne, tako i za negativne funkcije. Za (iii) je dovoljno racu-
nati integrale u brojniku.

3. Neka je D kruZni odsjecak zadan nejednadzbama: Ry <1 < R;
i0 < @ < «, s funkcijom gusto¢e mase kao u Zadatku 1.

(i) Odredite masu i teziste podrucja D. TeZiSte najprije proci-
jenite.

(ii) Koristedi (i), napiSite izraze za masu i teZiSte ako je D za-
dano nejednadzbama 0 < r < Ri0O < @ < o
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Uputa: kod procjene procjenjujte polarne koordinate.

. Bez daljnjeg racunanja, koriste¢i se samo Zadatkom 3 (i), napi-
Site izraze za masu i za teZiSte podruc¢ja D zadanog nejednadz-
bama R <r<Rryia<< @ <pB.

. Koja je prosjectna gustoéa pojedinih podrudja iz prethodnih za-
dataka? Drugim rije¢ima, koju gustocu ima pojedino podrucje
uz pretpostavku da je homogeno, a da mu ukupna masa bude
jednaka kao i prije?

. Podrugje D jednom ima funkciju gustoée f(x,y), a drugi put
g(x,y) = cf(x,y) za neku pozitivhu konstantu c. Odredite
vezu, kako izmedu masa, tako i izmedu teZzista tih podrudja.
Najprije odgovorite na osnovi fizikalne intuicije, a poslije pro-
vjerite racunanjem. Komentirajte.

. Odredite teZiSte podrucja D iz Primjera 11.2 na nacine kako je
postupljeno u Zadatku 2.

. Iz fizikalnih pokusa nasluéuje se da je teziste tankog homoge-
nog trokuta u matematickom teZistu (sjecistu tezisnica). Potvr-
dite to racunanjem.

Uputa: stavite A(0,0), B(b,0) i C(c,d) za vrhove trokuta, uz
b,d # 0. Nacrtajte sliku za b,c,d > 01ic < b. Pri integriranju
trokut treba rastaviti na dva trokuta.
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‘l Z OBICNE DIFERENCIJALNE
JEDNADZBE PRVOG REDA

U lekciji se sustavno rjeSavaju obi¢ne linearne diferencijalne jednadzbe
prvog reda i komentira njihova uloga u primjenama. Podsjeca se na
diferencijalne jednadZbe koje smo obradivali u Lekciji 2, koje su pose-
ban slucaj ovakvih jednadZba:

1. jednadZbu radioaktivnog raspada
2. jednadzbu hladenja (odnosno zagrijavanja) tijela.

Pojam diferencijalna naznacuje da je rije¢ o jednadzbi u kojoj se pojav-
ljuje derivacija, pojam obicna da je derivacija funkcije jedne varijable
(za razliku od parcijalne), a provog reda da se ne pojavljuju druge deri-
vacije niti derivacije viSeg reda.

12.1  PRIPADNI PROBLEM

Ako imamo dvije zavisne varijable, recimo x i y, onda je temeljni
problem odredivanje analiticke veze medu njima. U prirodnim zna-
nostima i u inZenjerstvu, tom se problemu pristupa eksperimentalno.
Cesto se iz eksperimentalnih podataka ne moZe naslutiti izravna veza
medu tim veli¢inama, ali se moze naslutiti veza izmedu x, y iy’, gdje
je y’ brzina promjene veli¢ine y s obzirom na promjenu veli¢ine x,

— dy
Yy = go.
Na primjer, kako smo ve¢ vidjeli u Lekciji 2, eksperimentalno se da
naslutiti veza y’ = —ky, gdje je t vrijeme, y koli¢ina radioaktivne ma-

terijeiy’ = %. Tu je kao nezavisna varijabla, umjesto x, varijabla t.
Vidjeli smo kako se iz diferencijalne jednadZbe moZe odrediti koli¢ina
radioaktivne materije y(t) za svaki t, uz uvjet da znamo pocetnu ko-
licinu y(0) i koeficijent k koji je karakteristika materije. Opéenito, sve
se odvija prema shemi iz Slike 12.1.

12.2 POTREBNO PREDZNANJE

Potrebno je poznavati pojam derivacije prvog reda i pojam neodrede-
nog integrala.

Takoder je potrebno poznavati fizikalnu interpretaciju prve derivacije
kao brzine. Dakle, ako su dvije veli¢ine x i y povezane relacijom
y = f(x), onda se brzina promjene veli¢ine y s obzirom na promjenu

veli¢ine x opisuje derivacijom f'(x) funkcije f po x, odnosno s 4f. To
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se kratko zapisuje i kao y’, odnosno %. Ako s v(x) oznacimo brzinu
promjene od y s obzirom na promjenu x, onda je

_dy

v(x) =y (x) = e

Za razumijevanje te fizikalne interpretacije treba poznavati ¢injenicu

daje
dy Ay
dx T Ax
Matematicki
Inzenjerski T problem
problem Diferencijalna
jednadzba
!
Rjesenje T-1 Rjesenje
inZenjerskog diferencijalne
problema jednadzbe

Slika 12.1: Veze izmedu inZenjerskog i matematickog problema

12.3 NOVE DEFINICHE I TVRDNJE S PRIMJERIMA

12.3.1  Pojam obi¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Pojam obi¢ne diferencijalne jednadZbe prvog reda djelomi¢no smo
upoznali u Lekciji 2. Polazi se od dviju zavisnih veli¢ina x i y te
brzine od y s obzirom na x, tj. y’ := %. Ako gledamo promjenu
veli¢ine y u vremenu t, onda se koriste oznake t, y iy’ := %, ili, za
promjenu veli¢ine x u vremenu t, oznake t, x i X’ := %, itd.

Obic¢na diferencijalna jednadZba prvog reda je analiticka veza iz-

medu x, y i y’, §to zapisujemo kao
F(x,y,y') =0.
Primjer 12.1. [Primjeri obi¢nih diferencijalnih jednadZba prvog reda]
(i) y=—ky, keR
(i) y =—k(y—g(x)), keR, g funkcija
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(iii) g(y)y’ =—kyy, k€ R, g funkcija

(iv) ¥ =kyM—y), kMeR

V) Y =3(x* + 1)y = e
(vi) y*y —xsiny+e¥ =0

(vii) 2yy’ =1.
Napomenimo:

(i) ako je parametar k pozitivan, to je diferencijalna jednadZzba ras-
pada (ali i genetske mutacije)

(ii) ako je k pozitivan, to je tipa diferencijalne jednadzbe hladenja
(iii) ako je k pozitivan, to je tipa diferencijalne jednadzbe istjecanja
tekucine
(iv) ako su k i M pozitivni, to je tipa diferencijalne jednadzbe logis-
tickog rasta
(v)-(vii) nemaju neko jasno fizikalno znacenje.
Uotimo da se y’ pojavljuje u svim jednadzbama, dok se y i x (od-
nosno t) ne moraju pojaviti. O
Rijesiti obi¢nu diferencijalnu jednadZbu prvog reda znaci iz jednadzbe
eliminirati derivaciju y’ tako da ostanu samo x iy, $to nam i treba jer

trazimo vezu izmedu njih.

Primjer 12.2. [RjeSenje diferencijalne jednadzbe]
RijeSimo diferencijalnu jednadzbu

(x> + 1)y —2xy =0.

RjeSenje provodimo tzv. metodom separacije varijabla, tj. odjeljiva-
njem y i x:

. . dy.
(1) Umjesto y’ stavljamo g32:

(XZ—F])%—ZXU =0

(2) Varijablu y stavljamo na lijevu stranu, a x na desnu:
dy  2x
Yy X2 X
(3) Integriramo posebno lijevu, a posebno desnu stranu:
dy 2x
Jy B J x2+1 dx
Inly| =In(x* +1) +InC,

uz C > 0. Tu smo konstantu zapisali kao In C jer ¢e nam tako
konacni zapis biti skladniji. Time je derivacija eliminirana i ovo
moZemo smatrati rjeSenjem, ali poZeljno je rjeSenje pojednosta-
viti.
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(4)

Inly| = In[C(x? + 1)]
lyl=C(x*+1)
y= +C(x2+1)
y=CHx*+1).

U posljednjoj smo jednadzbi +C zamijenili s C, s tim da je sad
C bilo koji realan broj. Naime, dodali smoi C =0jerjey =0
rjeSenje pocetne jednadzbe, $to se moZe provjeriti uvrstavanjem.

O

Rjesenje y = C(x? +1), C € R iz Primjera 12.2 zovemo opéim rjese-
njem jer se u njemu pojavljuje neodredena konstanta C. Partikularno
rjeSenje jest svako konkretno rjeSenje, tj. rjeSenje u kojemu je specifici-
rana vrijednost konstante C. Na primjer, uvrstavanjem redom C =0,
C =1, C = —1, dobiju se partikularna rjeSenjay = 0, y = x2 +1,

y = —x? — 1, prikazana na Slici 12.2.
y y=x22+1
©=1
1
-1 y=0 7T
(C=0)
y=—2*-1
(€=-1)

Slika 12.2: Primjer 12.2 - prikaz nekih partikularnih rjesenja

Cauchyjev problem prvog reda je sustav diferencijalne jednadZzbe
prvog reda i pocetnog uvjeta, tj. vrijednosti veli¢ine y za x = 0 ili za
neku drugu konkretnu vrijednost x¢ veli¢ine x:
F(x,y,y') =0
y(xo) =yo-

Cauchyjev problem, uz odredene prirodne uvjete, ima jedinstveno rje-
Senje. Naime, iz pocetnog uvjeta moZemo odrediti konstantu C.

Primjer 12.3. [Cauchyjev problem prvog reda]
Rijesimo Cauchyjev problem

(x?+ 1)y —2xy =0
y(0) = 2.
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Vidjeli smo da je opce rjeSenje gornje diferencijalne jednadzbe
y=C(x?+1), CeR.

Uvrstavajuéi pocetni uvjet, dobijemo 2 = C(0? + 1), dakle C = 2, pa
je konacno rjeSenje
y=2x>+2.

12.3.2 Obicna linearna diferencijalna jednadzba prvog reda

To je takva jednadZba u kojoj se y’ i y pojavljuju kao linearne funkcije
odvojeno jedna od druge. Dakle, pojam linearan odnosi senay iy’ a
ne na x.
Opc¢enito, linearna diferencijalna jednadzba prvog reda moZe se za-
pisati kao

y' —h(x)y = g(x),
gdje su hi g realne funkcije. Ako je g = 0, jednadZba je homogena,
inace je nehomogena.

Primjer 12.4. [Primjeri obi¢nih linearnih diferencijalnih jednadzba pr-
vog reda]

U Primjeru 12.1 linearne su diferencijalne jednadzbe (i), (ii), (iv) i (v).
Pritom su (i) i (iv) homogene, dok su (v) i (ii) nehomogene (osim ako
je k =0).

Jednadzba (iii) nije linearna jer se pojavljuje /y dok (vi) nije linearna
iz vige razloga: pojavljuje se siny, alii eV’ te y’ 2 Jednadzba (vii) nije
linearna iako se, naizgled y i y’ javljaju kao linearne. Naime, kad se
razdvoje, dobije se y’ = i O

Primjer 12.5. [Primjer obi¢ne linearne diferencijalne jednadzbe prvog
reda]
JednadZzba iz Primjera 12.2 moZe se napisati u ekvivalentnom obliku

2x
/
————y =0.
LI
Zato je ona linearna, uz h(x) := XZZL . O

Op’e rjeSenje homogene jednadzbe y' —h(x)y =0

Homogenu jednadZbu iz Primjera 12.2 rijeSili smo metodom separa-
cije, a tako mozemo rijesiti i bilo koju homogenu jednadzbu:

y' —hix)y=0
dy =h(x)dx
Y
y = CeMl¥),

gdje je C € R, a H je neka primitivna funkcija funkcije h, tj. H = h.
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Op’e rjesenje nehomogene jednadzbe y' —h(x)y = g(x)
Nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadZbu prvog reda
y' —h(x)y =g(x)
rjeSavamo u koracima:
(1) Rijesi se pripadna homogena jednadzba
y ' —h(x)y = 0.

Dobije se
y=Cel™, CeR,

gdje je H primitivna funkcija funkcije h.

(2) RjeSenje nehomogene jednadzbe traZi se u obliku

dakle tako da se u rjeSenju homogene jednadZbe umjesto kons-
tante C uvrsti funkcija C(x). Daljnji postupak objasnjavamo pri-
mjerom.

Primjer 12.6. [RjeSenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe]
RijeSimo diferencijalnu jednadzbu

(x% + 1)y —2xy = 2x(x% + 1)2.

JednadZzba se moze zapisati kao

, 2x

_ — 2
y xz—i—]y 2x(x“+1),

koja je nehomogena linearna diferencijalna jednadzba.

(1) Pripadna je homogena jednadZba

, 2x

" y=0,
L I

Sto je samo drukdije zapisana jednadzba iz Primjera 12.2. Zato
joj je rjesenjey = C(x*> +1), C € R.

(2) RjeSenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku
y=CHx)(x*+1).
Deriviranjem dobijemo
y = C'(x)(x* + 1) 4+ 2xC(x).

Uvrstavanjem tih dviju relacija u nehomogenu jednadzbu dobi-
jemo
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2x

— 27 SO0+ 1) =20+ )

C'(x)(x* +1) + 2xC(x)

C'(x)(x* +1) =2x(x* +1)
C'(x) =2x
C(x) =x*+K, KeR.

Uvrstavajuc¢i dobiveni izraz za C(x) uy = C (x)(x% + 1), dobi-
jemo konacno rjesenje

y=x2+K)(x*+1), KeR.
Izravna provjera pokazuje da je to zaista rjeSenje. O

Diferencijalne jednadZbe prvog reda imaju vaznu ulogu u modeli-
ranju prirodnih fenomena. To ¢emo ilustrirati primjerom matema-
tickog modeliranja zagadivanja (primjer modeliranja linearnom dife-
rencijalnom jednadZbom) te modeliranja dinamike neke populacije u
izoliranom stani$tu (primjer modeliranja nelinearnom diferencijalnom
jednadZbom).

12.3.3 Modeliranje prirodnih fenomena pomocu obic¢nih line-
arnih diferencijalnih jednadzba prvog reda

Primjer 12.7. [Modeliranje zagadivanja]

Zagadena voda iz rijeke utjece u jezero (Slika 12.3). Treba modelirati
promjenu koncentracije zagadivaca u jezerskoj vodi. To éemo provesti
uz neke idealizacije i pojednostavljenja. Neka je t vrijeme i:

y koncentracija zagadivaca u jezeru, tj. koli¢ina zagadivaca na
jedinicu obujma. Ona ovisi o vremenu, ali nam je ta ovisnost
nepoznata.

q(t) koncentracija zagadivaca u rijeci u trenutku t
r(t) brzina protoka vode u jezero u trenutku t, a ujedno i brzina
istjecanja iz jezera

V stalni volumen vode u jezeru. Volumen je stalan jer smo pret-
postavili da jednakim brzinama voda utjece u jezero kao i sto
istjece iz njega.

JEZERO

Slika 12.3: Primjer 12.7
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Razmotrimo brzinu promjene % koncentracije zagadivaca u jezer-
skoj vodi. Ako je % > 0 u nekom trenutku t, zagadenje se povecava,
a ako je % < 0, ono se smanjuje. Intuitivno je jasno da dva puta veéa
koncentracija q(t) uzrokuje dva puta brze zagadivanje. Takoder, dva
puta vece brzina r(t) uzrokuje dva puta brze zagadivanje. Analognim

razmi$ljanjem dolazimo do toga da bi diferencijalna jednadZba

Q1 gy - 1,

a Vv \%
bila prikladna za modeliranje ovog fenomena. Prvi je pribrojnik utje-
caj ulaska, a drugi izlaska vode iz jezera. Dijelili smo s V da bi izraz
imao znacenje koncentracije. Ta se diferencijalna jednadZba moZe na-

pisati u obliku
dy T(t) T(t)

at T v YTy Al
Vidimo da je rije¢ o obi¢noj linearnoj diferencijalnoj jednadzbi prvog
reda, gdje je h(t) := —TS) ig(t) = r—\(/tq(t).

Da bi se ovom diferencijalnom jednadZbom mogao modelirati kon-
kretan problem, sama jednadZba mora biti konkretna, Sto zna¢i da
bi trebalo znati, odnosno procijeniti funkcije r(t), q(t) i konstantu V.
Takoder, potrebno je poznavanje koncentracije zagadivaca u nekom
trenutku - pocetnog uvjeta y(0). To i jesu najvazniji i najizazovniji,
kako matematicki tako i inZenjerski, problemi.

Napomenimo jo$ da smo pri modeliranju pretpostavili da koncentra-
cija y zagadivaca u jezeru ovisi samo o t, a ne i o poloZaju u jezeru
(dobra izmijeSanost). To je nerealna pretpostavka u nekontroliranim
uvjetima. Ipak, ovo je idealiziranje osnova drugih, realnijih modelira-
nja fenomena zagadivanja. O

12.3.4 Modeliranje prirodnih fenomena pomocu obicnih neli-
nearnith diferencijalnih jednadzba prvog reda

Neka y oznacava koli¢inu ili, kako je uobicajenije, koncentraciju je-
dinki u stanistu. Tu veli¢inu takoder smatramo kontinuiranom kao
i vrijeme t. Polazi se od idealne situacije pri kojoj se pretpostavlja
da su resursi stanista neograniceni. Tada e se populacija razvijati uz
stalnu prirodnu stopu rasta k > 0. To znaci da ¢e biti

dy

i ky.
Ta se jednadZba opravdava analogno kao i diferencijalna jednadzba
radioaktivnog raspada iz Lekcije 2, samo $to je tamo k bio koeficijent
raspadljivosti i predznak negativan. Ona bi mogla, bar priblizno, do-
bro opisivati brzinu procesa na pocetku, ako bi se u prazno staniste
nasadilo mali broj jedinki. Doslo bi do ubrzanog rasta, a nakon ne-
kog vremena ponestalo bi resursa (prostora i hrane) pa bi rast postao
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usporen i konacno se zaustavio. Zato treba korigirati gornju diferen-
cijalnu jednadZzbu ukljucujuéi limitiraju¢i parametar K > 0. Tako se
dolazi do tzv. logisticke diferencijalne jednadZzbe

Parametar K zove se nosivi kapacitet (granica preko koje veli¢ina y
ne moze rasti). Korigiraju¢i faktor 1 —  usporava brzinu %% jer se
priblizava nuli kako se y priblizava K.

Primjer 12.8. [RjeSenje logisticke diferencijalne jednadzbe]
Separacijom varijabla dolazi se do
Kdy
y(K—y)

1 1
—— — ) dy = kdt.
(y y—K>

Veli¢ina y po definiciji je pozitivna pa se integriranjem dobije

= kdt

Iny—Injy—K|=kt+1InC,
gdje je C pozitivna konstanta. Uz dodatnu pretpostavku y < K vrijedi
ly — K| = K—y pa se dobije
Y

In =kt+ C.

Djelovanjem eksponencijalne funkcije, sad se dobije

Y kt
_ I _ Cekt
K—y ¢
a rjeSavanjem te jednadzbe po y
_ KCekt
ylt) = 7 cert

Tu smo stavili y(t) da naglasimo da y ovisi o t. UvrStavanjem t = 0
u f‘% = Cekt, dobije se
y(0)

€= K—y(0)

Graf (Slika 12.4) pokazuje da y raste od y(0) prema nosivom kapaci-
tetu K.

Logisticku jednadZbu ima smisla razmatrati i za y > K, kada intu-
itivno oc¢ekujemo da ¢e y padati prema nosivom kapacitetu K. Sad
se iz Iny —In|y — K| = kt +In C dobije In y‘-’fk = kt + C, odnosno

y%K = Ce*t, a odavde y(t) = Tl(g(f:: Ako C zamijenimo s —C, opet
dolazimo do formule
_ KCekt
vlt) = e
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Zaklju¢ujemo da je to rjeSenje diferencijalne jednadzbe kako za 0 <

y(0) < K, tako i za y(0) > K, samo $to je za prvi slucaj C > 0, za drugi
y(0)

C <0, a za oba slucaja vrijedi jedinstvena formula C = =757, Slika
12.4.
Y
y(0)
y(0) > K
Kl T
0<y(0) <K
y(0)
0 t

Slika 12.4: Primjer 12.8 - prikaz rjeSenja logisticke diferencijalne jednadzbe

O]

12.4 PRIMJENA MATLAB-A

12.4.1  Rjesavanje obic¢nih linearnih diferencijalnih jednadzba
prvog reda. Naredba dsolve

U Lekciji 2 ve¢ smo upoznali naredbu dsolve za rjeSavanje diferenci-
jalnih jednadZba. PokaZimo kako se pomocu dsolve rjesava diferen-
cijalna jednadZba iz Primjera 12.2:

syms y(x)
jednadzba = (x™2 + 1)*diff(y) - 2*xxxy == 0
dsolve(jednadzba) % Clx(x"2 + 1)

U rjeSenju se pojavljuje neodredena konstanta, oznaka C1, kako i
treba biti. Pomoc¢u dsolve moze se rijesiti i pripadni Cauchyjev pro-
blem, kao u Primjeru 12.3:

syms y(x)

jednadzba = (x*2 + 1)*diff(y) - 2*xxy ==

uvjet = y(0) ==

dsolve(jednadzba, uvjet) % 2%X"2 + 2

Naredba dsolve rjeSava i mnoge nehomogene diferencijalne jednadzbe,
kao u slucaju diferencijalne jednadZbe iz Primjera 12.6:

syms y(x)
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jednadzba = (x"2 + 1)*diff(y) - 2kxxy == 2%x*(x"2 + 1)"2
dsolve(jednadzba) % X"2x(x”2 + 1) + Clx(x"2 + 1)
simplify(dsolve(jednadzba)) % (X™2 + 1)x(x"2 + C1)

12.4.2 Rjesavanje obic¢nih diferencijalnih jednadzba prvog reda
koje sadrze parametre

PokaZimo kako se pomocu dsolve rjeSava logisticka diferencijalna
jednadzba iz Primjera 12.8. To je nelinearna diferencijalna jednadzba
s parametrima. Kod rjeSenja se pretpostavlja dajey > 0:

syms k K y0 y(t)
jednadzba = diff(y) == kxy*(1 - y/K)
rjesenje = simplify(dsolve(jednadzba))

rjesenje = (Kxexp(kxt + C1xK))/(exp(kxt + ClxK) + 1)

Naredbom dsolve moZe se rijesiti i pripadni Cauchyjev problem:

jednadzba = diff(y) == kxyx(1 - y/K)
uvjet = y(0) == y0
rjesenje_Cauchy = simplify(dsolve(jednadzba, uvjet))

rjesenje_Cauchy = (KxyO@xexp(k*t))/(K - y0 + yOxexp(kxt))

Nije tesko provjeriti da je rjeSenje dobiveno pomocu dsolve ekviva-
lentno onome kojeg smo naveli u Primjeru 12.8.

12.5 PITANJA | ZADATCI

1. (i) Rijesite diferencijalnu jednadzbu % =ky za k > 01 predo-
¢ite rjeSenje za razne k. Usporedite s rjeSenjem jednadZbe
radioaktivnog raspada % = —ky za k > 0.

(ii) ObrazloZite zasto je ova prva jednadzba eksponencijalnog
rasta i zasto se k zove stopa rasta.

Uputa: intuitivno, stopa rasta k = 0.1 znadi da se koli¢ina y
u jedinici vremena priblizno povecala za 0.1 -y, odnosno za 10
posto.

2. (i) Analogno vremenu poluraspada definira se vrijeme udvos-
trucenja T kod eksponencijalnog rasta iz Zadatka 1. Odre-
dite T u ovisnosti o stopi rasta k.
Uputa: podite od rjeSenja diferencijalne jednadZzbe ekspo-

nencijalnog rasta: y = y(0)ekt.

(ii) Izra¢unajte vrijeme udvostrufenja za bakteriju ako joj je
stopa rasta k = 60, kao i za virus, ako mu je stopa rasta k =
300. Ove stope odnose se na vrijeme u danima. Rezultate
izrazite u minutama.
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Obrazlozite kako se u diferencijalnu jednadzbu % —ay =
0, gdje je a realan parametar, uklapaju diferencijalne jed-
nadZbe iz Zadatka 1. Za kakve a nastaje pojedina od njih?
Je li ova diferencijalna jednadZba linearna? Je li homogena?
Uputa: parametar a moZe se shvatiti kao stopa rasta, od-
nosno stopa raspada, ovisno o predznaku. Posebno razmo-
trite a = 0.

Sto dobijete ako u (i) umjesto parametra a stavite funkciju
h(t)? Komentirajte to u smislu da ovdje, umjesto stalne
stope rasta/raspada, imate promjenjivu.

Komentirajte diferencijalnu jednadZbu iz Primjera 12.7 ako
je funkcija q(t) := 0. Sto to zna&i u terminima zagadenja?

Sli¢no pitanje kao u (i), samo sad uz uvjet r(t) := 0.

Prema analogiji s Primjerom 12.7 formirajte diferencijalnu
jednadzbu zagadivanja u slucaju kad jednom brzinom voda
utjece, a drugom istjece iz jezera.

Uputa: umjesto r(t), sad su funkcije r1(t) i r2(t) utjecanja,
odnosno istjecanja iz jezera. Treba paziti gdje ¢e se koja sta-
viti, a takoder, da umjesto konstante V, treba biti funkcija
V(t). Komentirajte jednadzbu.

Uz koje ¢e uvjete jednadzba iz (i) biti homogena?

6. Generalizirajte jednadzbu iz Zadatka 3 (i) tako da umjesto pa-

7.

(i)

(ii)

rametra a stavite neku funkciju ovisnu o y, a ne o t (kao u Za-
datku 3 (ii)). Pokusajte obrazloziti kakve bi prirodne fenomene
mogli modelirati takvim diferencijalnim jednadzbama.

Razmotrite diferencijalnu jednadzbu 4 = ay (1 — ), gdje
su a i L realni parametri. Uklapa li se ta jednadzba u pret-
hodni zadatak?

Rijesite jednadzbu iz (i) i nacrtajte sliku za a = 0.05i L =
10, uz pocetni uvjet y(0) = 1.

Uputa: jednadZbu rijeSite separacijom varijabla. Ovdje je
rije¢ o logistickoj jednadZbi pa se o njoj mozZete informirati
iz drugih izvora.
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U lekciji se sustavno rjeSavaju obi¢ne linearne diferencijalne jednadzbe
drugog reda s konstantnim koeficijentima i komentira njihova uloga
u primjenama. Posebno se podsjeca na diferencijalne jednadZbe gi-
banja po pravcu pri djelovanju stalne sile (vertikalni hitac) i titranja
(gibanje po pravcu uz djelovanje sile usmjerene prema ishodistu i po
intenzitetu proporcionalne udaljenosti od ishodista).

Pojam drugog reda odnosi se na to da se pojavljuju druge derivacije,
ali ne derivacije treceg ili viSeg reda.

13.1  PRIPADNI PROBLEM

Ako imamo dvije zavisne varijable, recimo x i y, onda je temeljni
problem odredivanje analiticke veze medu njima. U prirodnim zna-
nostima i u inZenjerstvu, tom se problemu pristupa eksperimentalno.
Cesto se iz eksperimentalnih podataka ne moZe naslutiti izravna veza
medu tim veli¢inama, ali se moZe naslutiti veza izmedu x, y, y’ i y”,
gdje je y’ brzina promjene veli¢ine y s obzirom na promjenu veli¢ine
x, dakle y’ := %, a Yy’ akceleracija te promjene, dakle y” := %i‘zi.

Ako razmatramo vremenski proces onda obi¢no imamo varijable t

(za vrijeme) i y ili x (za polozaj, koli¢inu i sl.). Tada je y’ := % itd.

13.2 POTREBNO PREDZNANIJE

Potrebno je poznavati pojam derivacije prvog i drugog reda i pojam
neodredenog integrala. Takoder je potrebno poznavati fizikalnu inter-
pretaciju prve derivacije kao brzine i druge derivacije kao akceleracije
te vezu sile i akceleracije.

Podsjetimo, ako su dvije veli¢ine x i y povezane relacijom y = f(x),
onda se brzina promjene veli¢ine y s obzirom na promjenu veli¢ine

x opisuje derivacijom f'(x) funkcije f po x, tj. s 4f, §to se zapisuje
dy

kratko i kao y’ odnosno 3.

Akceleracija (ubrzanje) te promjene opisuje se drugom derivacijom
a’f
dx2’

2 o . . .
nosno %}. Dalje, sila je proporcionalna akceleraciji, pri ¢emu je masa

koeficijent proporcionalnosti (nakon uskladivanja jedinica).

" (x) funkcije f po x, tj. s sto se zapisuje kratko i kao y” od-
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13.3 NOVE DEFINICHE I TVRDNJE S PRIMJERIMA

13.3.1  Pojam obi¢ne diferencijalne jednadzbe drugog reda

Pojam smo djelomi¢no upoznali u Lekciji 2. Polazi se od dviju za-
visnih veli¢ina x i y, brzine od y s obzirom na x, tj. y’ = % te

.o : < 72
akceleracije od y s obzirom na x, tj. y” := ﬁ,}z’-

Umjesto x i y Cesto se, pri vremenskim procesima, koriste oznake t,
R s . dy .oy, d?
Yy iy, gdiejey == G iy" = G-

Obic¢na diferencijalna jednadzba drugog reda je analiticka veza iz-
medu x, y, y' i y”, $to zapisujemo kao

Fxy,y',y") =0.
Primjer 13.1. [Primjeri obi¢nih diferencijalnih jednadZba drugog reda]
(i) y"=a, a€eR
(i) y"+w?y=0, w>0
(i) y"+py' +qy=0, p,qeR
(iv) y"+py’ +qy =g(x), p,q€R, g funkcija
V) Yy’ =32+ 1y +xy =e*
(vi) y"*y —xsiny+e¥ =0
(vii) 2yy” =1.
Napomenimo:

(i) je diferencijalna jednadZba gibanja po pravcu pri djelovanju stalne
sile
(ii) je diferencijalna jednadzba titranja uz uvjet w # 0. Akoje w =0,

onda je to diferencijalna jednadzba iz skupine (i)

(iii)-(iv) su opéa homogena i nehomogena linearna diferencijalna jed-
nadZba drugog reda s konstantnim koeficijentima, a mnoge od
njih imaju jasna fizikalna znacenja

(v)-(vii) nemaju jasna fizikalna znacenja.

Uotite da se u jednadZbama ne mora pojaviti ni x ni y ni y’, ali y”
mora. ]

Rijesiti diferencijalnu jednadzbu drugog reda znaci iz jednadzbe eli-
minirati derivacije y’ i y” tako da ostanu samo x i y, $to nam i treba
jer traZimo vezu izmedu njih.
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Primjer 13.2. [RjeSenje diferencijalne jednadzbe]
RijeSimo diferencijalnu jednadzbu

y'=a, aeR

RjeSenje provodimo uzastopnim integriranjem, tj. tako da najprije
odredimo y’ a potom y. Neka je varijabla po kojoj se derivira t:

(1) Integriranjem jednadzbe y” = a, tj. (y’)’ = a, dobijemo y’ =
at + Cq za neodredenu realnu konstantu Cj.

(2) Integriranjem jednadzbe y’ = at + C; dobijemo

y =124+ Crt+ Gy

2
za neodredenu realnu konstantu C;. To je opée rjeSenje po-
¢etne diferencijalne jednadzbe. O

Uoc¢imo dvije neodredene konstante C; i C; u opéem rjeSenju, koje
moZemo birati po volji. Tako je i opcenito za opce rjeSenje svake
obi¢ne diferencijalne jednadZbe drugog reda (za one prvog reda je
jedna neodredena konstanta, za one treceg reda su tri konstante itd.).

Partikularno rjesenje jest svako konkretno rjeSenje, tj. rjeSenje u
kojemu su specificirane konstante C;, C,. Na primjer, za redom
Ci =C2=0,C =1iC; =0,C; =11iCy = —1, dobiju se par-
tikularna rjeSenja y = $t%, y = $t? +tiy = $t> +t—1, prikazana
na Slici 13.1.

y = 5t’
Ci=C=0

Slika 13.1: Primjer 13.2 - prikaz nekih partikularnih rjeSenja za a > 0

Cauchyjev problem drugog reda jest sustav diferencijalne jednadZzbe
drugog reda i dvaju pocetnih uvijeta, tj. vrijednosti veli¢ina y iy’ za
x = 0 ili za neku drugu konkretnu vrijednost veli¢ine x:
Fix,y,4",y") =0
y(xo) =yo
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Cauchyjev problem, uz neke prirodne uvjete, ima jedinstveno rjeSenje.
Naime, iz pocetnih uvjeta mozemo odrediti konstante C; i C,. To
¢emo ilustrirati primjerom povezanim s prethodnim.

Primjer 13.3. [Cauchyjev problem drugog reda]
Rijesimo Cauchyjev problem

y = a
y(0) =yo
y'(0) =vo

Vidjeli smo u Primjeru 13.2 da je opce rjeSenje y = $t% + C1t+ Cy,
gdje su C7 i C; realne konstante. Uvrstavajuci pocetni uvjet y(0) = yo
u izraz za y, dobijemo

yo:%-02+C]-O+C2,

dakle C; = yo. Sli¢no, uvrstavajuéi pocetni uvijet y’(0) = vp u izraz
y’ = at+ C;, dobijemo
vo=a-0+Cy,

dakle Cy = vy pa je kona¢no rjeSenje Cauchyjeva problema dano s

a

y = th—i—vot—l—yo.

Deriviranjem te relacije dobije se
y' = at+vo.

Tim formulama opisani su poloZaj i brzina Cestice u svakom trenutku
t.

Rjesenje problema predoceno je t-y dijagramima na Slici 13.2, u sluca-
jevima kad su pocetna brzina vy i akceleracija a razli¢itih predznaka.

Y Y
y = 5t +vot+yo y = 42 +vgt+yo
a <0 a>0
20 4 vg >0 vy <0
Nt y t
\ Yo

Slika 13.2: Primjer 13.3 - t-y dijagrami

Napomenimo da je gibanje po y-osi na lijevoj slici usporeno, jer je
a < 0, a na desnoj ubrzano, jer je a > 0. U terminima rasta i pada, na
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lijevoj slici prvo je usporeni rast, potom ubrzani pad, dok je na desnoj
prvo usporeni pad, potom ubrzani rast.

Na Slici 13.3 dani su t-v dijagrami za brzine Cestica koji odgovaraju
situacijama sa Slike 2.

v v
v = at+vy
\l
Y a<0 a>0
vo >0 vy <0
\ t t
v = at+uv Yo 4

Slika 13.3: Primjer 13.3 - t-v dijagrami
O

Fizikalna interpretacija Cauchyjeva problema iz Primjera 13.3 - gibanje
po pravcu pri djelovanje stalne sile

Na Slici 13.4 predocena je y-os, tj. pravac s uvedenim koordinatnim
sustavom, s koordinatom y.

Y
F>0(a>0
F<0la<O0

0¢vg>0
vg < 0

Slika 13.4: Djelovanje stalne sile uzduz y-osi

Uzduz pravca djeluje stalna sila koja uzrokuje stalnu akceleraciju a.
Napomenimo da za a > 0 sila djeluje u pozitivnom smjeru (prema
gore), a za a < 0 u negativhom smjeru (prema dolje), dok za a = 0
nema sile, pa je eventualno gibanje jednoliko (sa stalnom brzinom).
Jednadzba y” = a je upravo diferencijalna jednadzba gibanja po
pravcu uz djelovanje stalne sile. 1z nje ne moZemo u potpunosti re-
konstruirati gibanje, tj. poloZaj u svakom trenutku i brzinu u svakom
trenutku.
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Medutim, to mozemo iz pocetnih uvjeta. Naime (Slika 13.2 i Slika
13.5):

- y(0) = yo znadi da se Cestica koja se giba u trenutku t = 0 nalazi
u tocki s koordinatom yo

- y/'(0) = vo znadi da Cestica koja se giba u trenutku t = 0 ima
brzinu vg.

Opcenito, navedeni Cauchyjev problem opisuje gibanje Cestice po
pravcu pod djelovanjem stalne sile s akceleracijom a, pri ¢emu Cestica
ima pocetni polozaj yo i pocetnu brzinu vy. Kako smo veé vidjeli u
Primjeru 13.3, poloZaj ¢estice u svakom trenutku t rekonstruiran je re-
lacijom y(t) = $t? +vot +yo, dok je brzina rekonstruirana relacijom

v(t) = at + vy, Slika 13.5.

v = at+vy

Y
YO)=w <0l y= 212 +vot+yo

t / t
Y (0)=vy <0
a>0

Slika 13.5: t-y i t-v dijagrami za gibanje po pravcu pod djelovanjem stalne
sile

Napomenimo da smo u Lekciji 2 obradili ovaj primjer za a := —g,
Sto je matematicki model za vertikalni hitac, tj. za gibanje u polju
sile teZe, uz zanemarivanje otpora zraka i pretpostavku o stalnosti
gravitacije u blizini povrSine Zemlje. Tu je yo visina na kojoj se Cestica
nalazi u pocetku, a v brzina kojom smo tu cesticu izbacili u vis ili
prema dolje.

13.3.2 Obicna linearna diferencijalna jednadzba drugog reda
s konstantnim koeficijentima

To je jednadZba oblika

Yy +py +qy =g(x)

gdje su p i q realni brojevi, a g funkcija. Ako je g = 0, jednadZba se
zove homogenom, inace je nehomogena.

Primjer 13.4. [Primjeri obi¢nih linearnih diferencijalnih jednadzba
drugog reda s konstantnim koeficijentima]

JednadZbe (i)-(iv) iz Primjera 13.1 jesu, a ostale nisu linearne diferen-
cijalne jednadZbe drugog reda s konstantnim koeficijentima. Homo-
gene su (ii) i (iii), dok su (i) i (iv) opcenito nehomogene (homogene
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su samo za a = 0, odnosno za g = 0). Linearna je i jednadzba (v), ali
nema konstantne koeficijente, dok su (vi) i (vii) nelinearne. O

Opcenito, ovakve diferencijalne jednadzbe fizikalno opisuju tzv. pri-
guseni harmonijski oscilator, $to tu neéemo detaljno obrazlagati ve¢ dati
tipi¢an primjer.

Primjer 13.5. [Cauchyjev problem titranja po pravcu]
Cauchyjev problem

Y +wty=0, w>0
y(0) =A
y'(0)=0

opisuje titranje po y-osi izmedu to¢aka A i —A, tj. s amplitudom A i
periodom 22, 4. s frekvencijom $2.

Zamisljamo (Slika 13.6) da smo vrlo elasti¢nu oprugu stisnuli u tocku
A, a onda je u t = 0 pustili da titra, te gledamo polozaj y(t) vrha
opruge u vremenu t. Da situaciju u¢inimo realnijom, na vrhu opruge
moZemo zamisljati kuglicu mase m.

U Primjeru 13.9 vidjet ¢emo da je rjeSenje problema y = A cos(wt).

t=0 Y Y Yy Yy
A—g A A A
- X
0 0 00 F=0 0
tr
~A ~A —A —A

Slika 13.6: Primjer 13.5 - Cauchyjev problem titranja po pravcu
O

Opde rjesenje homogene jednadzbe y"” +py’ + qy =0

Rjesavanje obi¢ne homogene linearne diferencijalne jednadZbe dru-
gog reda y” + py’ + qy = 0 s konstantnim koeficijentima provodi se
u dva koraka:

(1) Postavljanje i rjeSavanje pripadne karakteristi¢ne jednadzbe

2+ pr+q=0

(2) Ispisivanje opceg rjeSenja - rjeSenje se moze zapisati eksplicitno,
ali taj zapis ovisi o tome kakva su rjeSenja 77 i r, karakteristicne
jednadzbe:
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(i) ako su vy i1y razlicita realna rjeSenja, onda je opce rjeSenje

y=0C e+ Ce™*, C1,C2€eR

(ii) ako je r1 = 12 = v dvostruko realno rjeSenje, onda je opce
rjeSenje
y = Cq e+ Coxe™, C1,CeR

(iii) ako su 11, = « =+ Bi kompleksno-konjugirana rjeSenja, onda
je opce rjesenje

y =e** (Cq cos(Bx) + Czsin(px)), Cq,Cz € R.

Ovaj postupak ilustrirat é¢emo na primjerima, uz napomenu da u za-
pisu rjeSenja u pravilu ne¢emo posebno isticati da su C;7 i C; realne
konstante.

Primjer 13.6. [Homogena jednadZba]

Rijesimo diferencijalnu jednadzbu y” — 7y’ + 10y = 0.

Pripadna karakteristi¢na jednadzba 2 — 7r + 10 = 0 ima razliita re-
alna rjeSenja r1 = 211, = 5. Zato je opce rjeSenje

y = Cre?* 4+ e,

Primjer 13.7. [Homogena jednadzba]

Rijesimo diferencijalnu jednadzbu y” — 4y’ +4y = 0.

Pripadna karakteristi¢na jednadzba r2 —4r +4 = 0 ima dvostruko
realno rjeSenje r1 = 12 = 2. Zato je opce rjeSenje

y = Cre?* + Coxe?™.

Primjer 13.8. [Homogena jednadzba]
Rijesimo diferencijalnu jednadzbu y” — 4y’ +7y = 0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba r2 — 47 + 7 = 0 ima kompleksno-
konjugirana rjegenja 1, =2+ +/3ipaje a =21 = /3. Zato je opce
rjeSenje
y = e2¥(C; cos(V/3x) + C sin(v/3x)).
O

Primjer 13.9. [RjeSenje Cauchyjevog problema titranja po pravcu]
Rijesimo Cauchyjev problem titranja iz Primjera 13.5. Diferencijalna
jednadzba titranja

U// + wzy -0

ima karakteristi¢nu jednadZzbu
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kojoj su rjeSenja v = +wi. Stogaje « = 0i f = w i zato je opce
rjeSenje
y = Cy cos(wt) + C; sin(wt).

Deriviranjem te relacije dobije se

y = —wCy sin(wt) + wC; cos(wt).

Uvrstavanjem pocetnog uvjeta y(0) = A u izraz za y dobijemo

A =Cqcos(w-0)+Cysin(w-0) =Cqcos0+ C,sin0
:C1 -1+C2-O:C1,

dok uvrstavanje pocetnog uvijeta y’(0) = 0 u izraz za y’ daje
0=—wC; - 04+wCy-1.

Kako je w # 0, mora biti C; = 0. Dakle, konac¢no je rjesenje (Slika

13.7)
y = A cos(wt).

RjeSenje je dano periodnom funkcijom, $to je i logi¢no jer je titranje
periodno. Iz formule se vidi da je temeljni period T = 2Z. To nismo
mogli izravno zaklju¢iti iz diferencijalne jednadZbe titranja niti iz po-
¢etnih uvjeta. Amplituda titranja jednaka je A, Sto smo i ocekivali.

y = Acos(wt)

Slika 13.7: Primjer 13.9 - graf funkcije y(t) = A cos(wt)
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13.4 PRIMJENA MATLAB-A

13.4.1  Rjesavanje obi¢nih linearnih diferencijalnih jednadzba
drugog reda s konstantnim koeficijentima. Naredba
dsolve

PokaZimo na Primjerima 13.6 - 13.8 kako se pomoc¢u naredbe dsolve
rjeSavaju homogene obi¢ne diferencijalne jednadzbe drugog reda s
konstantnim koeficijentima:

syms y(x)

jednadzbal = diff(y, 2) - 7xdiff(y) + 1Oxy ==

jednadzba2 = diff(y, 2) - 4xdiff(y) + 4xy ==

jednadzba3 = diff(y, 2) - 4xdiff(y) + 7xy ==
dsolve(jednadzbal) % exp(2*x)*Cl + exp(5*xx)*C2
dsolve(jednadzba2) % Clxexp(2*x) + C2*xx*xexp(2xx)
dsolve(jednadzba3)

% exp(2xx)*xcos(37(1/2)*x)*Cl - exp(2*x)*xsin(3™(1/2)*x)*C2
simplify(dsolve(jednadzba3))
% exp(2*x)*(cos(37(1/2)*x)*CLl - sin(3"(1/2)x*x)*C2)
Uocimo da se u rjeSenjima pojavljuju dvije neodredene konstante C1
i C2, kako i treba biti. Pri rjeSavanju posljednje jednadZbe koristili
smo naredbu simplify kako bismo faktor e?* dobili ispred zagrade.
Takoder, gornje se rjeSenje, usprkos negativnom predznaku ispred
funkcije sinus, ne razlikuje od onog u Primjeru 13.8 jer se i ovako do-
biva isti skup rjeSenja kao i u 13.8.

Kod rjesavanja Cauchyjevog problema drugoga reda

Y =4y +7y =0
y(0) =1
y' =2

postupamo sli¢no kao u 2.4.1, tj. najprije definiramo derivaciju y’ kao
zasebnu funkciju:

syms y(x)

jednadzba = diff(y, 2) - 4xdiff(y) + 7xy ==

Dy = diff(y)

uvjeti = [y(0) == 1, Dy(0) == 2]

dsolve(jednadzba, uvjeti) % exp(2*x)*xcos(3™(1/2)*x)

Sliéno se postupa kod rjesavanja nehomogenih diferencijalnih jed-
nadZba pomocu naredbe dsolve:

syms y(x)
jednadzba = diff(y, 2) - 7xdiff(y) + 1Oxy == exp(x)
dsolve(jednadzba) % exp(x)/4 + Clxexp(2xx) + C2xexp(5*x)
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Naredba dsolve moZe se koristiti i za rjeSavanje obi¢nih linearnih
diferencijalnih jednadZba treceg reda ili visih redova s konstantnim
koeficijentima. Na primjer:

syms y(x)
jednadzba = diff(y,3) - 7xdiff(y,2) + 1lxdiff(y) - 5%y ==
dsolve(jednadzba) % Clxexp(x) + C3xexp(5xx) + C2*x*xexp(x)

Uocimo da se ovdje pojavljuju tri neodredene konstante C1, C2 i C3.

13.4.2 Rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzba drugog
reda koje sadrze parametre

U 2.4.1 ve¢ smo pokazali kako se rjeSava Cauchyjev problem drugog
reda iz Primjera 13.3. RijeSimo pomoc¢u dsolve i Cauchyjev problem
titranja po pravcu iz Primjera 13.5 i 13.9. Uvjet w > 0 postavljamo
pomocu naredbe assume:

syms omega A y(t)

assume(omega > 0)

jednadzba = diff(y, 2) + omega™2xy ==

Dy = diff(y, 1)

uvjeti = [y(0) == A, Dy(0) == 0]

dsolve(jednadzba, uvjeti) % Axcos (omegaxt)

13.5 PITANJA | ZADATCI

1. (i) Grafi¢ki predocite rjeSenje iz Primjera 13.3 u slucaju kad su
a i vy istog predznaka.
Uputa: analizirajte Sliku 13.2 iz Primjera 13.3.

(ii) Postupite analogno kao u (i) u slucaju kad je vo = 0.

2. U kakvoj su vezi podrugja rasta (pada) funkcija na Slici 13.2 s
podrugjima u kojima su odgovarajuée funkcije na Slici 13.3 pozi-
tivne (negativne)? ObrazloZite u terminima funkcija i njihovih
derivacija, potom u terminima brzine gibanja.

3. (i) Pazljivo promotrite Sliku 13.5 pa procijenite u kakvom su

odnosu vrijednosti vremena t u kojem parabola y = $t2 +
vot + Yo ima tjeme i ona za koju pravac v = at + vy sijece
t—os.

(ii) Fizikalnim argumentima obrazloZite zasto su dvije t-vrijednosti
iz (i) jednake.

(iii) Strogo matematicki pokaZite da su te dvije vrijednosti jed-
nake. Odredite tu jedinstvenu vrijednost.

Uputa: konzultirajte Zadatak 2.
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Odredite brzinu kojom se odvija titranje iz Primjera 13.5. Na-
crtajte graf i protumacite da je u skladu s grafom funkcije koja
opisuje titranje.

Uputa: brzina je derivacija funkcije poloZaja po vremenu. Ko-
ristite Primjer 13.9.

. Izvedite diferencijalnu jednadzbu titranja po pravcu iz Primjera

13.5.
Uputa: podite od sile F koja djeluje na y-osi prema pravilu
F(y) = —ky, za pozitivhu konstantu k (Hookeov zakon) i od

toga da je u svakom trenutku F = my” jer je y” akceleracija
(druga derivacija poloZaja y po vremenu t). PoveZite te dvije
relacije i oslobodite se mase m i koeficijenta elasti¢nosti k uvo-
denjem novog parametra w.

(i) Rijesite diferencijalnu jednadZbu titranja uz pocetne uvjete
y(0) = 01 y’(0) = 0. Objasnite fizikalno zasto ste dobili
takvo rjeSenje.

Uputa: analizirajte Primjer 13.9 i na opce rjeSenje primije-
nite ove pocetne uvjete.

(ii) Ponovite postupak iz (i) uz pocetne uvjete y(0) = 0iy’(0) =
—Aw. Protumacite fizikalno rezultat.

(i) Provijerite opca rjeSenja iz Primjera 13.6 - 13.8.
Uputa: dva puta derivirajte rjeSenje i uvrstite u pocetnu
diferencijalnu jednadzbu.

(ii) Provjerite rjeSenje iz Primjera 13.9.

8. Rijesite Primjere 13.6 - 13.8 uz potetne uvjete y(0) =11iy’(0) =

0.
Uputa: koristite opca rjeSenja tih primjera.
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