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REALNI | KOMPLEKSNI
BROJEVI

U lekciji se ponavljaju osnovna svojstva brojeva, pojmovi vezani uz
brojeve i operacije s brojevima. Obraduje se trigonometrijski prikaz
kompleksnog broja.

1.1 pripadni problem

Brojevima se rjeSavaju dva temeljna prakticna problema:
brojenje, prebrojavanje - pomoctu prirodnih brojeva
mjerenje - pomocu realnih brojeva

lako kompleksni brojevi imaju i zikalnu i geometrijsku primjenu,
oni su ponajprije uvedeni iz teoretskih razloga - da bi svaka algebar-
ska jednad ba imala rjeSenje.

1.2 potrebno predznanje

1.2.1 Poznavanje osnovnih skupova brojeva i operacija s njima

Skup prirodnih brojeva N
Primjeri: 1,2,3,:::,25,:::

Skup cijelih brojeva Z

Primjeri: 0,- 1,1,-2,2,- 3,3, :::

Svaki je prirodni broj ujedno i cio, me dutim, ima cijelih brojeva koji
nisu prirodni - to su negativni cijeli brojevi i broj 0.

Skup racionalnih brojeva Q

Primjeri: 5, 55, - 5, 13,5 0-

Opcenito, broj je racionalan ako se mo e predociti kao razlomak s
cjelobrojnim brojnikom i nazivnikom. Svaki je cijeli broj (dakle i

prirodni) ujedno i racionalan, me dutim, ima racionalnih brojeva koji
nisu cijeli. Na primjer, % je racionalan, ali nije cio broj.

Skup realnih brojeva R
Skup kojeg cine racionalni i iracionalni brojevi.
Primjeri:

2 p
gl )

1,0, -7, E,Qé,:::



realni i kompleksni brojevi

Svaki je racionalni broj (dakle i cijeli, prirodni) ujedno i realan,6n§ gu;
tim, ima realnih brojeva koji nisu racionalni. Na primjer, 2i °6
nisu racionalni vet iracionalni jer se ne mogu predociti kao razlomak
s cjelobrojnim brojnikom i nazivnikom.

Intuitivno, pozitivni realni brojevi jesu brojevi kojima se mo e izmje-
riti svaka du ina.

1.2.2 Decimalni zapis realna broja

cetvrti je beskonacan.
Svaki konacan decimalni zapis mo e se shvatiti i kao beskonacan.
Na primjer,

0.5= 0.5000:::, 0.08= 0.08000:::

Ima brojeva koji nemaju konacan decimalni zapis, primjerice, broj sa
zapisom - 2.1313::..

Racionalni brojevi imaju konacan ili beskonacan periodan decimalni
zapis. Na primjer:

1 2 2 17 211

§= 0.5, 2—5= 0.08, - §=- 0.666:::,1—2= 1.41666:: ;- 99 =- 21313:::

Iracionalni brojevi imaju beskonacan neperiodan zapis.

Na primjer, broj 1.010010001., kojem se broj nula u decimalnom za-
pisu izmedu dviju jedinica povetava za jedan, je neperiodan pa je to
zapis iracionalna broja.

Cesto se umjestodecimalni zapiggovori decimalni broj Ako se to pri-
hvati, onda je skup realnih brojeva upravo skup decimalnih brojeva.

1.2.3 Znanstveni zapis (notacija) realna broja

To je zapis pomocu potencije broja 10. Ovaj zapis je narocito pogodan
za vrlo velike i vrlo male brojeve.

Primjer 1.1. [Znanstveni zapis realna broja]

Lijevo je obican decimalni zapis, a desno znanstveni:

37526 = 3.7526 10°

37526 = 3.7526 107

37.526= 3.7526 10t

3.7526= 3.7526 1(°

0.37526= 3.7526 10 *!

0.000037%26 = 3.7526 10 °. O

U decimalnom zapisu nekog broja prva znamenka razlicita od nule
Zove se iprva znacajna znamenkdreba uociti njeno znacenje pri odre-
divanju znanstvenog zapisa.



realni i kompleksni brojevi

1.2.4 Skup kompleksnih brojev&

Primjeri: B

2+ 3i,2- 3i,p2i,i,...,

gdje jei imaginarna jedinica za koju vrijedi

Imaginarna jedinica nije realan broj, naime kvadrat realnog broja ne
mo e biti negativan.

Svaki se kompleksni broj mo e zapisati kao a + bi i taj se zapis cesto
naziva algebarskim zapisom . Tu je a realni dio , a b imaginarni dio .
Algebarski zapis kompleksna broja je jedinstven. Ta se vrlo vana
cinjenica krate mo e zapisati kao:

Akojea + bi = c+di, ondajea =cib =d.

Broj oblika bi jecisto imaginaran , primjerice, 3i, P 2i, 0

Brojevi a+ bi i a- bi medusobno su kompleksno konjugirani . Na
primjer, brojevi 2+ 3i i 2- 3i su kompleksno konjugirani, tako der i
brojevi 2i i - 2i. Kompleksno konjugirani broj broja z oznacavamo s
crticom iznad z, dakle z.

Svaki je realni broj (dakle i racionalni, cijeli, prirodni) ujedno i kom-
pleksan s imaginarnim dijelom jednakim nuli. Me dutim, ima kom-
pleksnih brojeva koji nisu realni - to su upravo oni kojima je imagi-
narni dio razlicit od nule.

1.2.5 Algebarske operacije s brojevima

Poznato je da se realni brojevi mogu zbrajati i mno iti te da opera-
cije zbrajanja i mno enja imaju odre dena svojstva. Pritom su zbroj
i umno ak racionalnih brojeva opet racionalni brojevi, a slicno je za

cijele i prirodne brojeve. Oduzimanje mo emo shvatiti kao zbrajanje

sasuprotnim brojem :

a- b=a+(- b),
a dijeljenje kao mno enje s reciprocnim brojem :

1
a:b=a —.
b
S nulom se ne mo e dijelitiDrugim rijecima, nula ne mo e biti nazivnik
nekog razlomka.
Kompleksni se brojevi zbrajaju i oduzimaju prema pravilu: realan s

realnim, imaginaran s imaginarnimDakle:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)-(c+di)=(a- c)+(b- d)i.
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Na primjer:
(2+ 3i)+(4- 51)= 6- 2i
(2+ 3i)-( 4- 5i)=- 2+ 8i.
Kompleksni se brojevi mno e prema pravilu svaki sa svakima pritom
se Kkoristi cinjenica da je i% = - 1. Dobije se:
(a+ bi)(c+di)=(ac- bd)+(ad+ bc)i.
Na primjer:
(2+ 3i)(4- 5i) = 23+ 2i.
Mno enje realnog i kompleksnog broja je jednostavnije:
(a+bi)=(Ca)+( b)i.
Na primjer:
5(2+ 3i) = 10+ 15i.
Dijeljenje se svodi na mno enje proSirivanjem s konjugiranim naziv-
nikom. Na primjer:
2+3i _ 2+3i 4+51 _ -7+22i 7 N 22

4- 5 4-5 4+5 41 a1

(2+ 3i): (4- 5i) =
Pri mno enju nazivnika primijenili smo formulu za razliku kvadrata:
(4- 5i)(4+ 5i) = 4%-( 5i)%2 = 16-(- 25 = 41
Za mno enje kompleksno-konjugiranih brojeva vrijedi i op&enito:
(a+ bi)(a- bi)= a®+ b>.

Vidimo da je rezultat uvijek pozitivan, osimakoje a= b= 0.

1.2.6 Geometrijsko predo£avanje brojeva

Realni se brojevi geometrijski predocavaju brojevnim (koordinatnim)
pravcem. To je pravac na kojemu su istaknute dvije tocke. Jedna od-
govara broju 0, to je ishodiSte koordinatnog sustava , a druga broju
1. Time je odredena jedinicna duljina - udaljenost od broja 0 do
broja 1 na pravcu. Pri ovom predocavanju svakoj tocki pravca odgo-
vara tocno jedan realan broj kojeg zovemo koordinata tocke i svakom
realnom broju tocno jedna tocka pravca (Slika 1.1).

Slika 1.1: Koordinatni pravac

Kompleksni se brojevi geometrijski predocavaju koordinatnomiili  kom-
pleksnom ravninom tako da se kompleksni broj z = a + bi poistovjeti
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s uredenim paronrealnih brojeva (a,b), a taj uredeni par s tockom ko-
ordinatne ravnine (Slika 1.2). Pritom su realni brojevi, kao i prije,

predoceni pravcem koji zovemo realna os i oznhacavamo s Re z a
cisto imaginarni pravcem (okomitim na taj pravac) koji zovemo ima-
ginarna os i oznacavamo s Im z. Broj O je u ishodiStu koordinatnog

sustava, u presjeku realni i imaginarne osi.

Slika 1.2: Kompleksna ravnina

1.2.7 Apsolutna vrijednost broja

Apsolutna vrijednost jaj realnog broja a je udaljenost tog broja od
nule na brojevnom pravcu. Na primjer: j2j = 2, - 2j = 2, j0j = 0.
Opcenito je jaj = j- aj, tj. uvijek po dva broja, broj i njemu suprotni
broj, imaju istu apsolutnu vrijednost. 1zuzetak je broj 0, ali to na neki
nacin vrijedi i za nju jer je nula sama sebi suprotna.

Slicno je za kompleksne brojeve: apsolutna vrijednost ili modul ja + bij
kompleksnog broja a + bi je njegova udaljenost od ishodista u kom-
pleksnoj ravnini. Vidimo iz Pitagorina poucka (Slika 1.3) da je

P
ja+bij=  az+ b2,

Slika 1.3: Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Na primjer: j3+ 4ij= 5,2+ 3ij= pr, j3ij = 3.
Vidimo da vrijedi ja+ bij= (a+ bi)(a- bi), krate

. P=
jzj= " zz.
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Kao poseban slucaj formule za apsolutnu vrijednost kompleksna
broja dobije se formula za apsolutnu vrijednost realna broja

jaj= a2.

. L . — P
Naime, jaj=ja+ 0 |J=pa2+02= a2,

1.2.8 Usporezivanje brojeva

Operacije zbrajanja, oduzimanja, mno enja i dijeljenja s kompleksnim
brojevima imaju ista svojstva kao i operacije s realnim (odnosno raci-
onalnim) brojevima. Jedna od va nih razlika je u tome Sto se realni
brojevi mogu uspore divati: za svaka dva realna broja a i b vrijedi

a=bilia<bilia>b

te dodatno a < b akojeb- a > 0. Gornja tvrdnja za kompleksne
brojeve ne vrijedi - oni se mogu uspore divati samo po apsolutnim
vrijednostima.

Dodatno, za realne brojeve vidimo da vrijedi (Slika 1.4):

a <b ako je a lijevo od b na brojevnhom pravcu

Slika 1.4: a<b

1.2.9 Geometrijsko predo£avanje umno?ka realnog i komplek-
snog broja

Kompleksan broj z 6 0injegov umno ak z s realnim brojem 6 0
cine posebnu geometrijsku kon guraciju (Slika 1.5): brojevi zi z su
na pravcu koji prolazi ishodiStem. Pritom su oni s iste strane ishodiSta
ako je >0, a s razlicitih strana ako je <0 .

Slika 1.5: Geometrijska predod ba umnoska realnog i kompleksnog broja

Primjer 1.2. [Geometrijska kon guracija brojeva zi z]
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(i) Brojevi z = 3+ 2i i 2z = 6+ 4i na istoj su zraci koja pocinje u
ishodistu, Slika 1.6 (i).

(i) Brojevi z= 3+ 2ii- 2z=- 6- 4i naistom su pravcu koji prolazi
ishodiStem, ali s razlicitih strana ishodista, Slika 1.6 (ii).

Slika 1.6: Primjer 1.2
]

Geometrijsku predod bu umnoSka i kvocijenta dvaju kompleksnih
brojeva opisat cemo poslije.

1.2.10 Geometrijsko predofavanje zbroja i razlike kompleks-
nih brojeva

Kompleksni brojevi zi, zp, z; + z, i 0 su vrhovi paralelograma gdje
Su z; i z jedan par nasuprotnih vrhova, a 0i z; + z, drugi (Slika 1.7).

Slika 1.7: Geometrijska predod ba zbrajanja kompleksnih brojeva

Izuzetak je samo ako su z; i z; na istom pravcu koji prolazi ishodi-

Stem, na primjer, ako su oba realni. Tada su sva cetiri broja na istom
pravcu - dobivamo degenerirani paralelogram (Slika 1.8). To je zato
Sto je tadaz, = z; za nekirealni broj (gledamo slucaj kad su z; i
Z, razliciti od nule). Zato je z; + z, = (1+ )z; pa su svi brojevi na
istom pravcu kroz ishodiSte.
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Slika 1.8: Geometrijska predod ba zbrajanja kompleksnih brojeva - specija-
lan slucaj
Primjer 1.3. [Geometrijska predod ba zbrajanja kompleksnih brojeva]

(i) Brojevi 1,i, 1+ i i Ovrhovi su kvadrata, pricemu su 1ii nasu-
protni vrhovi, Slika 1.9 (i).

(ii) Brojevi 1, 3+ 2i, 4+ 2ii 0vrhovi su paralelograma, Slika 1.9 (ii).

(iii) Brojevi 2+ 3i, - 4- 6i, - 2- 3i i 0 na istom su pravcu - tu je
2> =- 27;.

Slika 1.9: Primjer 1.3
O

Kompleksni brojevi z;, zp, z1 - z, i 0 jesu vrhovi paralelograma. Pri-
tom su z; i 0jedan par nasuprotnih vrhova, a z» i z; - z, drugi (Slika
1.10).

Slika 1.10: Geometrijska predod ba oduzimanja kompleksnih brojeva

Kao i kod zbrajanja, postoje izuzeci.
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Primjer 1.4. [Geometrijska predod ba oduzimanja kompleksnih bro-
jeva]
(i) Brojevi 1,i, 1- ii Ovrhovi su paralelograma pricemusu 0i 1l
nasuprotni vrhovi, Slika 1.11 (i).
(ii) Brojevi 1,3+ 2i,- 2- 2ii 0vrhovi su paralelograma, Slika 1.11
(ii).

(iii) Brojevi 2+ 3i,- 4- 6i,6+ 9i i 0 naistom su pravcu.

Slika 1.11: Primjer 1.4

1.3 nove definicije i tvrdnje

1.3.1 Trigonometrijski prikaz kompleksna broja

Neka je z = a + bi kompleksan broj razlicit od nule. Tada spojnica

broja z s ishodiStem kompleksne ravnine cini kut s pozitivnom re-

alnom zrakom. Pritom se od pozitivne realne zrake do te spojnice
gibanje unutar kuta odvija suprotno gibanju kazaljke sata. Taj se kut
zove argument ili kut kompleksnog broja z i oznacava kao Arg (2),
Slika 1.12.

Slika 1.12: Argument kompleksnog broja

Vidimo da je
06 Arg(z) <360 .
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Kad god to ne bude stvaralo zabunu, argument kompleksnog broja
oznacavat cemo, kako i inace oznacavamo mjere kuta, grckim slo-

vima.
Primjer 1.5. [Argument kompleksnog broja]

() Argument kompleksnog broja z= 1+ i je45 . PiSemoArg (z) =
45 ili Arg(1+i)= 45 Iili, jednostavno, = 45, Slika 1.13 (i).

(i) Argument kompleksnog broja z = 1- i je 360 - 45 = 315.
PiSemo Arg(z) = 315 ili Arg(1- i) = 315 ili, jednostavno,

= 315, Slika 1.13 ().

Slika 1.13: Primjer 1.5

Treba uociti sljedete tri va ne cinjenice:

1. Kompleksni brojevi koji imaju isti argument kao i  zcine u kom-

pleksnoj ravnini zraku s pocetkom u ishodiStu koja prolazi kroz
Z, bez samog ishodista (Slika1.14).

Slika 1.14: Zraka kompleksnih brojeva istog argumenta

2. Kompleksni brojevi koji imaju istu apsolutnu vrijednost kao i  z

cine u kompleksnoj ravnini kru nicu sa srediStem u ishodistu
koja prolazi kroz z, dakle ima polumjer jzj, Slika 1.15.

10
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Slika 1.15: Kru nica kompleksnih brojeva iste apsolutne vrijednosti

3. Svaki je kompleksni broj z razlicit od nule jednoznacno odre den
svojim argumentom (kutom) i svojom apsolutnom vrijednos¢u

(Slika 1.16).

Slika 1.16: Argument i apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Primjer 1.6. [Prikaz kompleksnog broja u trigonometrijskom zapisu]
Prika imo u kompleksnoj ravnini kompleksni broj z ako je (Slika

1.17):
@) jzzi=2i =60
(i) jzj=2i =180
(i) jzj=2i = 270.
Slika 1.17: Primjer 1.6
lzcos = Zisin = j%. dobijemo (Slika 1.18):
z=a+ bi = jzjcos +jzjsin i=jzj(cos + sin

11
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To je trigonometrijski prikaz  kompleksnog broja. Obicno se piSe
tako da i isin zamijene mjesta:

z=jzj(cos +isin ).

Slika 1.18: Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Primjer 1.7. [Odredivanje trigonometrijskog prikaza iz algebarskog]
Odredimo trigonometrijski prikaz kompleksnih brojeva iz Primjera
15

0] z=1+i,jzj=p2, 45 paje

. o P .
z=jzj(cos +isin )= 2(cos45 +isin45)

(i) z=1- i.jzi= "2 =135 paje

. o P_ _
Zz=jzj(cos +isin )= 2(cosl35 +isinl1l35).

O]

Primjer 1.8. [Odredivanje algebarskog prikaza iz trigonometrijskog]
Odredimo kompleksni broj z, tj. odredimo njegov algebarski prikaz,
akojejzi=2i =60:

z=jzj(cos +isin )= 2(cos60 +isin60)= 2

1.3.2 Geometrijska interpretacija brojevaos +isin : je-
dinifna kru®nica

Brojevi cos + isin imaju apsolutnu vrijednost 1 jer je cog +
sin? = 1. Stoga se ti brojevi nalaze na jedinicnoj kru nici (Slika
1.19). Mo emo zamiSljati kako ti brojevi obilaze jedinicnu kru nicu
suprotno kazaljci sata pocevsi od broja 1, dok se kut mijenja od 0
do 360 (opet broj 1).

12
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Slika 1.19: Kompleksni brojevi na jedinicnoj kru nici

Takoder, mo emo zamiSljati da se kut sve viSe povetava pa, dok
se promijeni od 360 do 720, brojevi ¢e jo$ jednom obici kru nicu
itd. Pritom za kutove , + 360, + 720, ::: imamo iste komplek-
sne brojeve. Svi ti kutovi + k 360, gdje k prolazi skupom cijelih
brojeva, jesu argumentiistog kompleksnog broja z pa piSemo

arg(z)= +k 360.
Pritom se Arg (z) = naziva glavnim argumentom .
Primjer 1.9. [Odnos glavnog argumenta i ostalih argumenata]
(i) Za z =i glavni argument je Arg(z) = 90 dok su svi argumenti
arg(z) = 90 + k 360 . Na primjer (Slika 1.20):
- za k = 0 dobijemo glavni argument

- zak = 1 dobijemo argument 90 + 360 = 450 . To treba
tumaciti tako da, kad iz broja 1 kru imo jedinicnom kru -
nicom za kut 450 suprotno kazaljci satadolazimo u broj i.
Pritom ¢emo jednom proci kroz i, ali temo nastaviti kru e-
nje.

- zak =- 1dobijemo argument 90 +(- 1)360 =- 270 . To
treba tumaciti tako da, kad iz broja 1 kru imo jedinicnom
kru nicom za kut 270 u skladu s kazaljkom na satzbog
negativnog predznaka), dolazimo u broj i.

Slika 1.20: Primjer 1.9(i)

13
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1.8), dok su svi argumenti arg(1+ 3i) = 60 + k 360. Na
primjer (Slika 1.21):

- zak = 0 dobijemo glavni argument

- zak = 1 dobijemo argument 60 + 360 = 420 . To treba
tumaciti tako da, kad iz broja 2 kru imo kru nicom polu-
mjera 2 (jer kompleksni broj ima apsolutnu vrijednost,, 2)
za kut 420 suprotno kazaljci sata, dBIazimo ubroj 1+ 3i.
Pritom €emo jednom proci kroz 1+ = 3i, ali Eemo nastaviti
kru enje.

(i) Zaz= 1+ p§i glavni argument je AL (1+ p§i) = 60 (Primjer

- za k = - 1 dobijemo argument 60 +(- 1)360 = - 300.
To treba tumaciti tako da, kad iz broja 2 kruimo kru ni-
com polumjera 2 za but 300 u skladu s kazaljkom na satu,
dolazimo u broj 1+ 3i.

Slika 1.21: Primjer 1.9(ii)

1.3.3 Geometrijska interpretacija potenciranja na jedini£noj
kru®nici - Moivreova formula

Ako je z= cos +isin |, tj. ako je z na jedinicnoj kru nici, onda je
72 = cog(2 )+ isin(2 ).

Vidimo da se z kvadrira tako da mu se argument udvostrucuje. Slicno:
z° = cog(3 )+ isin(3 ),

tj. z se kubira tako da mu se argument utrostrucuje (Slika 1.22).

Opcenito:
Z" = cogn )+ isin(n ),

tj. z se potencira tako da mu se argument pomno i s eksponentom.
To je Moivreova formula .

14
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Slika 1.22: Kvadriranje i kubiranje kompleksnog broja na jedinicnoj kru -
nici

Primjer 1.10. [Potenciranje na jedinicnoj kru nici]

Akoje z=i,ondajez? =- 1,22 =- i,z = 1, 2% = i itd. Vidimo
(Slika 1.23) da potencije ostaju na jedinicnoj kru nici, samo se argu-
ment udvostrucuje, utrostrucuje itd. Naime, argumenti su, redom,

90,180, 270, 360 itd.

Slika 1.23: Primjer 1.10
O

Moivreova formula mo e se primijeniti na sve kompleksne brojeve
razlicite od nule, a ne samo one na jedinicnoj kru nici, tj. apsolutne
vrijednosti 1: ako je

z=jzj(cos +isin ),
onda je
2" = jzi" (cogn )+ isin(n )).
Kompleksni broj potencira se tako da mu se

apsolutna vrijednost potencira , a argument pomno i eksponentom .

Primjer 1.11 [PoBenciranje kompleksnog broja]
Izracunajmo (1+  3i)°. Mo emo racunati izravno, samo $to bi to bilo

15
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mukotrpno. Zato primjenjujemo Moivreovu formulu. Vet znamo da
jejzi= 2i =60. Zato je
5

z° = 2°(cos(5 60 )+ isin(5 60))
= 32(co0s300 +|i sin300)
pi H
1 3.
= 32 5t i
= 16+ 16ID 3i.

1.3.4 MnoCenje kompleksnih brojeva na jediniEnoj kru®nici

Uocimo dva kompleksna broja na jedinicnoj kru nici:

Zp = cos +isin
Zp = COS +isin

Tada je
21z, = coy + )+isin( + ),

tj. kompleksni brojevi na jedinicnoj kru nici mno e se tako da se
argumenti zbroje (Slika 1.24).

Slika 1.24: Mno enje kompleksnih brojeva na jedinicnoj kru nici

Uocimo: ako u tu formulu stavimo = , dobit cemo formulu za
kvadriranje broja na jedinicnoj kru nici.

Formulu za mno enje kompleksnih brojeva na jedinicnoj kru nici mo-
emo primijeniti i op&enito: ako je

Z1 = jzzj(cos +isin )

Zy = jzoj(cos +isin ),

16
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onda je
212; = jzajjzzj(coy( + )+ isin( + ).

Kompleksni brojevimno e se tako da im se
apsolutne vrijednosti pomno e, a argumenti zbroje

Primjer 1.12. [Primjena formule za mno enje kompleksnih brojeva]
Koji éemo broj dobiti ako zarotiramo kompleksni broj z= 1+ 3i za
90 suprotno kazaljci sata?

Treba z pomnoitis i jeri ima kut od 90 , a apsolutnu vrijednost 1.
Tako ¢e se u rezultatu kut povetati za 90 , a apsolutna vrijednosti
ostati ista. Dakle (Slika 1.25):

z i:(1+p§i)i =- IO§+i.

Slika 1.25: Primjer 1.12
O

Vidimo (Slika 1.26) da vrijedi opcenito: ako broj pomno imo sos +
i sin , zarotirat Eemo ga za.

Slika 1.26: Mno enje kompleksnog broja brojem cos + i sin

17
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1.4 primjena matlab-a

1.4.1 Rafunanje s kompleksnim brojevima. Naredbeplex ,
real | imag, abs i angle

Osnovne aritmeticke operacije provode se pomocu uobicajenih oz-
naka +, - , i = Na primjer, kvocijent dvaju kompleksnih brojeva
Zy = 2+ 3i iz, = 4- 5i racunamo na sljedeci nacin:

z1 = 2 + 3+
z2 = 4 - 5 «j
z1 /| z2

Kao rezultat dobivamo:
ans = -0.1707 + 0.5366is

Napominjemo da ¢éemo ubudute, radi ekonomicnosti zapisa i tamo
gdje bude moguce, rezultat pisati u komentaru (koji pocinje nakon
znaka %), u istoj liniji u kojoj se nalazi i odgovarajuca naredba:

z1 /| z2 % -0.1707 + 0.5366i

Kompleksan broj mo emo zadati i pomotu complex . Za realni i ima-
ginarni dio kompleksnog broja koristimo real i imag, redom. Apso-
lutna vrijednost kompleksnog broja i argument izra en u radijanima,
uz mogucnost preracunavanja u stupnjeve, dobivaju se s abs i angle ,
redom. Sve ovo racunamo za kompleksan broj z = 3+ 4i:

z = complex(3, 4)

real(z) % 3
imag(z) % 4
abs(z) % 5
angle(z) % 0.9273 (u radijanima)
180 = angle(z) / pi % 53.1301 (u stupnjevima)

1.4.2 Geometrijski prikaz kompleksnog broja. Naredhst
i polarplot

Za prikaz broja u kompleksnoj ravnini koristimo uobicajenu naredbu

plot , a ukoliko nas zanima prikaz u kojemu su vidljive komponente
trigonometrijskog zapisa, tj. apsolutna vrijednost i argument, koris-
timo naredbu polarplot

z = complex(3, 4)
plot(z, r., MarkerSize, 16)
polarplot(z, r., MarkerSize, 16)

U gornjim linijlama oznaka r.  znaci da smo kompleksan broj ozna-
cili crvenom tockom dok  MarkerSize, 16 odreduje velicinu oznake.
O standardnim speci kacijama naredbe plot mo e se nati u online

18
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ili tiskanim MATLAB prirucnicima.

Naredbu za crtanje MATLAB uvijek izvrSava na posljednjoj generira-
noj slici i to tako da prebriSe ono Sto je na njoj prethodno bilo prika-
zano. To znaci da €e u gornjem primjeru polarplot  prebrisati ono
Sto je generirano s plot , a to ovdje ne elimo. Kako bismo dobili
oba prikaza, potrebno je prije polarplot  navesti naredbu figure koja
oznacava da izradujemo novi prikaz

z = complex(3, 4)

plot(z, r., MarkerSize, 16)
figure

polarplot(z, r., MarkerSize, 16)

Ako elimo jednu sliku na kojoj su gorniji prikazi jedan pored dru-
goga, koristimo tiledlayout zajedno s nexttle . Na primjer, na-
redba tiledlayout(1,2) znaci da elimo prikaz s jednim retkom i
dvije slike. Za tekstualnu oznaku prikazanog kompleksnog broja upo-
trebljavamo text , a za naslove slikatite . Napomenimo da ovdje
nije potreban figure jer je sve na istom prikazu:

z = complex(3, 4)

tiledlayout(1, 2)

nexttile

plot(z, r., MarkerSize, 16)

text(real(z), imag(z) - 0.1, z)

title( Algebarski prikaz, FontWeight, normal)
nexttile

polarplot(z, r., MarkerSize, 16)

title( Trigonometrijski prikaz, FontWeight, normal)

Vidimo da na lijevoj slici MATLAB automatski odre duje raspon Koji
te se prikazivati na koordinatnim osima te da nisu prikazane realna i
imaginarna os. Kako bismo sami odredili raspon, koristimo naredbe
xlim iylim , aza prikazivanje osi koje prolaze kroz ishodiSte ax i njena
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dva svojstva ax.XAxisLocation | ax.YAxisLocation . Osi mo emo 0z-
naciti pomoc€u xlabel i ylabel

Napravimo sve ovo za kompleksni broj z = 3+ 4i (slicne naredbe
piSemo u istom redu, odvojene znakom ;):

z = complex(3, 4)

plot(z, r., MarkerSize, 16)
text(real(z), imag(z) - 0.3, z)
xlim([-3 5]); ylim([-3 5])

ax = gca

ax.XAxisLocation = origin
ax.YAxisLocation = origin
xlabel( Re); ylabel(Im)

Za kraj, ilustrirajmo pravilo paralelograma za zbrajanje kompleksnih
brojevaz, = 2+ 3iiz, = 4- 5i:

z1
z2 = complex(4, -5)

plot([0, z1, z1 + z2, z2, 0], k--)

hold on

plot([0, z1, z1 + z2, z2, 0], r., MarkerSize, 16)
text(-0.5, -0.5, 0)

text(real(z1l), imag(zl) + 0.5, z1)

text(real(z2), imag(z2) - 0.3, z2)

text(real(z1 + z2) + 0.3, imag(zl + z2), z1 + z2)
xlim([-4 10]); ylim([-6 6])

ax = gca

complex(2, 3)

ax.XAxisLocation = origin
ax.YAxisLocation = origin
xlabel( Re); ylabel(Im)

Prije druge primjene naredbe plot , koristili smo hold on kako bismo
dobili rezultat oba crtanja na istom prikazu U suprotnom bismo imali
prikazan samo rezultat posljednje plot naredbe. Uocimo i to da se
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koristi i za prikaz linije i za prikaz tocke, uz razliku Sto kod

prikaza linije stoji k--  za crnu isprekidanu liniju, a kod prikaza
tocke imamo vet poznatu speci kaciju r., MarkerSize, 16

1.5

pitanja i zadatci

. Objasnite formulu z ! = JZ% za svaki kompleksan broj z razlicit

od 0.

. Odredite vezu izme du:

(i) Arg( 2)i Arg(z), gdje je realan broj
(i) Arg(2) i Arg(2)
(i) Arg(z 1) i Arg(2)
(iv) Arg(z 1) i Arg(2).
Nekajez = jzj(cos +isin ). Odredite trigonometrijski prikaz
od ziz ! uterminima jzji . Prvo napravite ako je jzj = 2 i
= 70 , a onda opctenito.
Predocite sve kompleksne brojeve z za koje je:
(i) jzj6 3
(i) 16 z<3.

Predocite sve kompleksne brojeve z za koje je30 < Arg (2) 6
135.

Predaocite sve kompleksne brojeve z za koje je16 z<3 130 <
Arg(z) 6 135.

. Neka je z; = jzzj(cos +isin )i z; = jzzj(cos +isin ) .

Z1

Odredite trigonometrijski prikaz od -
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REALNI VEKTORSKI
PROSTOR

U lekciji se obraduje pojam vektora, operacije s vektorima, duljine
(norme) vektora, vektorskog prostora, dimenzije vektorskog prostora
i njihova geometrijska i zikalna interpretacija.

2.1 pripadni problem

Intuitivno je jasno da je pravac jednodimenzionalan pa bi se njegove
tocke trebale opisivati brojevima - jedna tocka, jedan broj. Ravnina
je dvodimenzionalna pa bi se njene tocke trebale opisivati pomocu
dvaju brojeva itd. Taj se problem matematicki rjieSava uvo denjem
koordinatnog sustava na pravac, ravninu, prostor itd. te uvo denjem
pojma uredenog para, uredene trojke itd.

Slicno, postoje zikalne velicine koje se mogu opisati jednim brojem
(masa, temperatura itd.), ali postoje i velicine za cije opisivanje u pra-
vilu treba viSe brojeva. Takva je, na primjer, sila za koju je va no ne
samo kojeg je intenziteta vect i koiji joj je smjer djelovanja. Vidjet Eéemo
da je sila koja djeluje u ravnini odre dena pomotcu dvaju brojeva, toc-
nije, pomocu uredenog para brojeva dok je sila koja djeluje u prostoru
odredena pomocu triju brojeva - ure dene trojke itd.

Vrlo cesto na istom prostoru, odnosno njegovu dijelu djeluje vise sila
pa se postavlja problem razmatranja njihova ukupnog djelovanja. To
se matematicki rjeSava algebrom vektora, tj. uvo denjem algebarskih
operacija na vektore.

2.2 potrebno predznanje

Vektori u ravnini i u prostoru mogu se uvesti cisto geometrijski - po-
mocu usmjerenih du ina ili analiticki - pomocu ure denih parova, od-
nosno uredenih trojki. Geometrijsko uvo denje vektora zapocelo je u
osnovnoj Skoli i nastavljeno u srednjoj, a analiticko je uvedeno tek
djelomice i to samo za ravninu.

2.2.1 Geometrijsko uvozenje vektora u ravninu i prostor

Neka su A i B dvije tocke ravnine ili prostora. Vektor s pocetkom A i
zavrSetkom B oznacavamo oznakom

[
AB.

22



realni vektorski prostor

Taj pojam mo emo zamiSljati geometrijski i zikalno (Slika  2.1):

|
Geometrijski , vektor AB zamisljamo kao pomak (translacijuko-
jim smo tocku A pomakli u tocku B.

|
Fizikalno , vektor AB zamisljamo kao silu kojoj je hvatiste u
tocki A, smjer djelovanja je prema tocki B, a intenzitet joj je
predocen udaljenostu od A do B.

Slika 2.1: Geometrijski prikaz vektora

Iz ovih dviju predod aba prirodno se namecu pojmovi duljine (mo-
dula), smjera i usmjerenja (orijentacije) vektora:

|
Duljina (modul) vektora AB je ud;aljenost tocaka A i B, tj. du-

liina duine AB. Oznacava se kao AB .

I
Smjer vektora AB je smijer koji odreduje pravac na kojima su
tocke A i B.

!
Usmijerenje vektora AB je od tocke A do tocke B.

Iz geometrijske predod be vektora proizlazi da ne treba razlikovati
vektore koji djeluju po usporednim pravcima, a imaju jednake duljine

i jednako su orijentirani. |

Odatle plroizlazi de nicija  jednakosti vektora : vektor AB jednak je
vektoru CD ako tocke A, B, D i C (upravo u tom redoslijedu) cine
paralelogram ABDC, Slika 2.2.

| |
Slika 2.2: Jednakost vektoraAB = CD

Sad imamo glavnu tvrdnju o jednakosti vektora:

Dva su vektora jednaka ako i samo ako imaju
jednake duljine , isti smjer i isto usmjerenje

Primjer' 2.1. [Interpretacija vektora brzine]
Ako je AB vektor brzine , mo emo ga interpretirati ovako (Slika 2.3):
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1. Pocetna tocka A je polo aj u kojemu se, u trenutku t = 0, nalazi
cestica koja se giba.

2. Zavrsna tocka B je tocka u kojoj bi se ta cestica naSla nakon
jedne sekunde, odnosno jeldinice vremena, ako bi se nastavila

gibati po praveu brzinom AB. To je zato $to modul vektora
brzine AB znaci duljinu puta Sto ga cestica prije de u jedinici
|

vremena, ako se giba po pravcu brzinom AB.

Slika 2.3: Primjer 2.1

2.2.2 Mnoenje vektora brojem (skalarom)

Neka u tocki A prostora djeluje sila! F. Intuitivno je jasno da dvos-
truki ucinak od te sile cini sila koja ima isto hvatiSte | A, dva puta je
veta po intenzitetu, a ima isti smjer i orij'entaciju kaoi  F. Razumljlivo
je da cemo tu novu silu oznaciti kao 2F. Kaemo da smo silu” F
pomnoilis 2, Slika 2.4.

Slicno je pri mno enju sile s bilo kojim brojem, s time da se pri mno-
enju s negativnim brojem mijenja orijentacija-usmjerenje, a pri mno-
enju s brojem nula dobije sila jednaka nuli. Na osnovi te zikalne
predod be uvodimo operaciju mno enja vektora i skalara , pricemu
obicno prije piSemo skalar, a potom vektor. Do iste de nicije dola-
zimo razmatrajuci vektore geometrijski, tj. kao translacije.

Slika 2.4: Mno enje vektora skalarom

2.2.3 Zbrajanje vektora

Neka u tocki A prostora djeluju dvije sile! F i! G, svaka sa svojim
intenzitetom, smjerom i usmjerenjem. Treba odrediti rezultantu nji-
hova djelovanja. Ako te dvije sile imaju isti smjer, sve je jasno, bez
obzira jesu li usmjerenja ista ili suprotna. Opcenito, pokuspotvr duje
da je ukupno djelovanje - rezultanta opet sila s istim hvatiStem A,
koja djeluje du dijagonale paralelograma Sto ga te dvije sile razapi-
nju i koja ima intenzitet jednak duljini te dijagonale. Odatle potjece
pravilo paralelograma za zbrajanje vektora (Slika 2.5).
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Slika 2.5: Zbrajanje vektora - pravilo paralelograma

Jos jasnije pravilo za zbrajanje vektora dobijemo iz geometrijskelinter-
pretacije vektora kao translacija:' tocka A translatira se pomocu F u
tocku B, potom tock'a B pomocu 'G u tocku D. Potpuno isto bi se do-

bilo da prvo djeluje” G pa potom F. Odatle potjece pravilo trokuta
za zbrajanje vektora (Slika 2.6).

Slika 2.6: Zbrajanje vektora - pravilo trokuta

To se pravilo lako poopcuje na pravilo mnogokuta (poligona) za zbra-
janje viSe vektora (Slika 2.7).

Slika 2.7: Zbrajanje vektora - pravilo mnogokuta

Oduzimanje vektora svodi se na zbrajanje sa suprotnim vektorom :
! [ ! !
"F-"G:= F+(- G).

Osim sa strelicama, vektori se cesto oznacavaju masnim slovima, pri-
mjerice, a, b, X, y , :::. Posebice, vektor duljine nula, tj. nulvektor
oznacava se kaoO.

Vrijede sljedeca ocita svojstva zbrajanja vektora i mno enja vektora
sa skalarom:
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1. Komutativnost: a+ b=b+ a

2. Asocijativnost: (a+ b)+ c= a+(b+ ¢)
3. Neutralni element za zbrajanje: a+ 0= a
4. Suprotni element: a+(- a)= 0

5. (a+b)= a+ b

6. (a=( )a

2.2.4 Kut mezu vektorima

Intuitivno je jasno, a pokusom se lako potvrdi, da rezultanta djelo-
vanja dviju sila sa zajednickim hvatiStem ne ovisi samo o njihovim
intenzitetima vec i o kutu pod kojim te sile djeluju. Od dvaju kutova,
vanjskog i unutarnjeg, 5to ga te dvije sile zatvaraju, va an ham je
manji - unutarnji jer rezultanta djeluje unutar njega.
Odatle potjece de nicija kuta me du dvama vektorima razlicitima od
nulvektora: to je manji od kutova $to ga ta dva vektora odre duju kad
ih postavimo da pocinju u istoj tocki. Posebni su slucajevi kad je kut
nula-kut ili ispru eni kut (Slika 2.8).
Vidimo da za kut medu vektorima - tocnije, za njihovu mjeru -
vrijedi

0 6 6 180.

Slika 2.8: Kut medu vektorima

2.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

2.3.1 Koordinatni sustav u prostoru

Biranjem dviju tocaka na pravcu (jedne za smjeStanje nule, a drugu
za smjestanje jedinice) uvodi se koordinatni sustav na pravcu. Pravac
s uvedenim koordinatnim sustavom zove se brojevni ili koordinatni
pravac. Na brojevnom pravcu, umjesto s tockama, mo emo raditi
s brojevima - koordinatama tocaka. Tocka s koordinatom O zove se
ishodiste.

Biranjem dvaju medusobno okomitih brojevnih pravaca u ravnini
(koji se sijeku u ishodistima) uvodi se koordinatni sustav u ravninu.
Ravnina s uvedenim koordinatnim sustavom zove se koordinatna
ravnina . U koordinatnoj ravnini, umjesto s tockama, mo emo raditi
s uredenim parovima brojeva - koordinatama tocke.
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Biranjem triju me dusobno okomitih brojevnih pravaca u prostoru
(koji se sijeku u ishodistima u jednoj tocki) uvodi se koordinatni sus-
tav u prostor. Prostor s uvedenim koordinatnim sustavom zove se
koordinatni prostor (Slika 2.9).

Slika 2.9: Koordinatni prostor

Istaknuti dio koordinatnog prostora mo emo zamisljati kao ugao pros-
torije u kojem se sastaju tri brida: vertikalni odgovara pozitivhom

dijelu z-osi, lijevi pozitivnom dijelu  x-osi, a desni pozitivnom dijelu
y-0si.

Vidimo da x-os i y-os odreduju koordinatnu ravninu - pod prostorije,

da x-os i z-os takoder odreduju koordinatnu ravninu - lijevi zid, a

y-0s i z-0s desni zid (Slika 2.10).

Slika 2.10: Koordinatne ravnine

Uocimo sljedetu analogiju (Slika 2.11):

Jedna tocka (ishodiSte) dijeli koordinatni pravac na dva polupravca .
Dva pravca (koordinatne osi) dijele koordinatnu ravninu nacetiri  kva-
dranta.

Tri koordinatne ravnine dijele koordinatni prostor na osam oktanata.

Slika 2.11: Koordinatni polupravci, kvadranti i oktanti
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U koordinatnom prostoru svaka je tocka jednoznacno odre dena ure-
denom trojkom brojeva ( x, y i z koordinatama tocke), Slika 2.12.

Slika 2.12: Prikaz tocke u koordinatnoj ravnini

Primjer 2.2. [Prikaz tocke u koordinatnom prostoru]
Predocimo sljedece tocke u koordinatnom prostoru (Slika 2.13):

() A(2,2,4)
(i) B(2- 2,4)

(i) C(2,2,- 4.

Slika 2.13: Primjer 2.2

2.3.2 Koordinatni sustav u n-dimenzionalnom prostoru
Vidimo da se:

1. koordinatni pravac mo e poistovjetiti sa skupom realnih bro-
jevaR - to je jednodimenzionalni koordinatni prostor

2. koordinatna ravnina mo e poistovjetiti sa skupom svih ure de-
nih parova realnih brojeva (oznaka R R ili R?) - to je dvodi-
menzionalni koordinatni prostor

3. koordinatni prostor mo e poistovjetiti sa skupom svih ure  denih
trojka realnih brojeva (oznaka R R R ili R3) - to je trodimen-
zionalni koordinatni prostor.
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Analogno se de nira n-dimenzionalni koordinatni prostor - koordi-
natni sustav, za bilo koji prirodni broj n. To je skup svih uredenih
n-torka realnih brojeva (oznaka R"):

(X1,X2,:::,Xn ), X1,X2,:::,%Xn 2 R.

2.3.3 Jedini€ni vektori

Uocimo u koordinatnom prostoru tri tocke na pozitivnim dijelovima
X-0si i y-0si, odnosno z-osi redom, na jedinicnoj udaljenosti od isho-
dista:

El = (1,0, 0), E2 = (0, 1,0), E3 = (0,0, 1).
Te tocke odreduju tri jedinicna vektora (Slika 2.14):

I | I | I I
"i :=0E;, j :=0E,, k :=OEs.

Slika 2.14: Jedinicni vektori u koordinatnom prostoru

Jedinicni vektori zapisuju se i pomotu jednostupcanih matrica :

2 3 2 3 2 3
| 1 1 0 1 0
'i:405"j:415,'k:405_
0 0 1

Uocimo da je to samo drukciji zapis koordinata zavrdnih tocaka tih
vektora.
2.3.4 JediniEni vektori un-dimenzionalnom prostoru

Analogno jedinicnim vektorima u ravnini i prostoru, de niraju se je-
dinicni vektori u n-dimenzionalnom prostoru: to je n vektora (kod g
nai-tom je mjestu 1, a na ostalima mjestima su nule)

e, €, 11 en
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2 2 2 3
1 0
JEACH IR N
er=6 . [,e=6  [,i,en=8f . [.
1

2.3.5 Radijus vektori - analitiEki prikaz vektora u koordinat-
nom prostoru

|
Tocka T(a, b, c) koordinatnog prostora odre duje jedinstven vektor OT
s pocetkom u ishodistu i zavrSetkom u T - radijus vektor , Slika 2.15.
Vidimo da svaki vektor prostora mo emo shvatiti kao radijus vektor.

Vidimo tako der da vrijedi:

| | | |
OT=ai +bj +ck.

Slika 2.15: Radijus vektor u koordinatnom prostoru

!
Ka emo, da $mo vektor OT zapisali kao linearnu kombinaciju  vek-

tora i, j i k. Tu linearnu kombinaciju zapisujemo i kao (Sto je
samo drukciji zapis koordinata tocke T)
2 3
| a
OoT=4b 5.
c

Primjer 2.3. [Radijus vektor]
Za T(2,3,4) izravno iz Slike 2.16vidi se da je

!OT=!OT°+!T°T
=(!2i +!3j)+!4k
='2i +13>j +!4k,

odnosno da je 5 , 3
oT=435,
4

30



realni vektorski prostor

Slika 2.16: Primjer 2.3
]

Uocimo: vektor u prostoru mo e se poistovjetiti s tockom u pros-
toru (tako da ta tocka bude zavrSetak, a ishodiSte pocetak), a tocka u
prostoru s jednostupcanom matricom sastavljenom od koordinata te

tocke. Dakle:

3
a

Skup vektora prostora = Skup matrica oblika 4 b 5,

gdje su a, b i c realni brojevi. Kad vektlor rlJredcl)cimo ovako ili kao
linearnu kombinaciju jedinicnih vektora ~ i, j i k, kaemo da smo
ga predocili analiticki . |

U n-dimenzionalnom prostoru R" za radijus vektor v = OT, gdje je
T(a,:::,an), vrijedi

VvV = alel+ +anen.

2.3.6 Formula za duljinu vektora

Izravno iz Slike 2.17izvodimo formulu za duljinu vektora E
! ! ! 9—p p
| L . H
v = ai+bj+ck = ( a?2+b?)2+c2= a?+b?+c2

Slika 2.17: Formula za duljinu vektora
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Primjer 2.4. [Duljina vektora] | |

Odredimo duljinu vektora bv =4+ 7) - 4k,

Koristeti se formulom za duljinu vektora u koordinathom sustavu,

dobijemo q
‘v = R+T24(- 42=0,

U n-dimenzionalnom prostoru opcenito vrijedi

g
i = 2 2
vi= ai+aj+  +ag,

gdje jev=aje; + aer + + an €n.

2.3.7 Algebarske operacije s vektorima u koordinatnom sus-
tavu

Vektore s analitickim prikazom zbrajamo i mno imo sa skalarom kao
u primjeru.

Primjer 2.5. [Algebarske operacije s vektorima]
Odredimo 2u + 3v ako je

bu +5v _2(4| - 21 fK)+ 3(3. - 5k)
-(8| - 4] +2k)+(9| - 15k)
=l'7| - 41 - 13k.
Ako bismo se koristili zapisom pomoctu jednostupcanih matrica, imali

bismo
2 3 2 3

4 3
2u+3v=24-25+34 0 3
1 -5
2 3 2 3
8 9
=4 _45+4 o 5
2 - 15
2 3
17
:4-4 5
- 13

O]

Slicno je s operacijama na vektorima u n-dimenzionalnom prostoru.
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2.3.8 Analiti£ki prikaz i duljina vektora

Ako je A(X1,Y1,21) i B(X2,Y2,22), onda je (Slika 2.18)

! | - !
AB:(qxz- X1) i +(y2- y1)j t(z2- z2)k

|
AB = (X2- X1)2+(y2- y1)?+(z2- 71)2.

Slika 2.18: Analiticki prikaz vektora

Primjer 2.6. [Analiticki zapis i duljina vektora] |
Odredimo analiticki zapis i duljinu vektora AB ako je A(2,1,3) i
B(1,- 2,5).

!AB=(1- 2')i +(- 2- 1|)j +(5- 3')k - i - !3j +!2k

I _
AB = P 14.

U n-dimenzionalnom prostoru vrijede analogne formule: ako je
A(ay,:::,an), B(by,:::,by), ondaje

|
ABZ(bl- al)el+ +(bn' an)en
q

|
AB = (b1- a;)?+ +(bn- an)?.

2.3.9 Kiriterij kolinearnosti vektora

Vektori

| I I !
‘'vi=ap i +bh1j +cik
| I I !
Vo= azi +hyj +cok

su kolinearni (proporcionalni ) ako su im odgovaraju¢e komponente
proporcionalne, tj. ako je

ap _ by _cy _

al_E C1

Pritom, ako je > 0 vektori su jednako usmjereni, a ako je <0 oni
Su suprotno usmijereni.

Primjer 2.7. [Kolinearnost vektora]
Provjerimo kolinearnost vektora u i v ako je:
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2 3 2 3

4 8

i)u=4-25v=4-45
1 1

2,3 2 o8

(i) u=4-25v=4-45
1 2

2 3 2 3
4 8

(i) u=4 -25v=4 4 5

1 -2
@) Tuje o .1
2= 2°%1
pa vektori nisu kolinearni.
(i) Tuje o . s
4= 2717 °

pa su vektori kolinearni i, jer je omjer koe cijenata pozitivan,
oni su isto usmjereni (orijentirani).

(iii) Tu je
-8 _ 4 -2
= = =- 2
4 -2 1
pa su vektori kolinearni i, jer je omjer koe cijenata negativan,
oni su suprotno usmjereni. O

Analogan kriterij vrijedi za kolinearnost vektorau n-dimenzionalnom
prostoru.

2.4 primjena matlab-a

2.4.1 Rafunanje s vektorima. Naredberm i vecnorm

Vektore zadajemo pomocu jednostupcanih matrica, gdje oznake ; odre-
duju da je rijec o stupcu (da ih nema, radilo bi se o retku):

v = 1[4, 7, -4

Pojedina komponenta vektora dobije se navodenjem njena indeksa:
v(2) % 7

Modul vektora dobivamo koriStenjem norm ili vecnorm . Tako se za
vektor iz Primjera 2.4 dobije:

v = 1[4, 7, -4
vecnorm(v) % 9
norm(v) % 9
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Algebarske operacije s vektorima, tj. zbrajanje vektora i mno enje
vektora skalarom, provode se upotrebom uobicajenih oznaka, Sto de-
monstriramo na vektorima iz Primjera 2.5:

u = [4; -2; 1]
v = [3; 0; -5]
2%U + 3xv % [17; -4; -13]

2.4.2 Geometrijski prikaz vektora. Naredbauiver3

Naredba quiver3 omogucuje crtanje vektora trodimenzionalnog pros-
tora. Napomenimo da za naredbe prostorne vizualizacije (pa tako ni
za quiver3 ) hema jednostavnog hacina da koordinatne osi budu pri-
kazane onako kako smo navikli, tj. da prolaze kroz ishodiSte koordi-
natnog prostora. Prikazujemo radijus vektor iz Primjera 2.3:

v = [2; 3; 4]
quiver3(0, 0, 0, v(1), v(2), v(3), off, k-)
xlabel( x); ylabel(y); zlabel(z)

Argument off U quiver3 o0znacava da nismo skalirali, tj. da smo
ga prikazali u punoj duljini. Opcija skaliranja vektora kod quiver3
postoji jer se ta naredba obicno koristi za prikaz vektorskog polja kod
kojeg bi cesto, da nema skaliranja, doSlo do neadekvatnog prikaza
vektora. Dvije su mogucnosti:

- ako su vektori predugi, dolazi do njihovog preklapanja pa ih
treba "skratiti" argumentom skaliranja manjim od 1: na primjer,
argument 0.5 znaci da se vektori skratuju na polovicu svoje
oshovne duljine

- ako su vektori prekratki, slabo su uocljivi pa ih treba "produljiti"
argumentom skaliranja ve€im od 1: na primjer, argumentom 2
posti emo da se vektorima duljina udvostrucuje.

Analiticki zapis i vizualni prikaz vektora zadanog pocetnom i zavrs-
nom tockom radimo za vektor iz Primjera 2.6. Naredba quiver3 ovdje
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. . . |
za prva tri argumenta ima koordinate pocetne tocke T; vektora v, a
za sljedeta tri argumenta komponente vektora v :

T1 = [2; 1; 3]

T2 = [1; -2; 5]

v=T2-T1 % [-1; -3; 2]
quiver3(T1(1), T1(2), T1(3), v(1), v(2), v(3), off, k-)

pts = [T1 T2]

text(pts(1, :), pts(2, :), pts(3, :) * 1.03, {T1, T2}
xlim([1 2]); ylim(-3 3]); zlim([3 5])

xlabel( x); ylabel(y); zlabel(z)

view([-25, 15])

Da dobijemo gorniji prikaz tekstualnih oznake tocaka Ty i T, postupili
smo na sljedeci nacin:

- iz radijus vektora tocaka Ty i T, formiramo matricu pts = [T1
T2] . O matricama ce viSe biti rijeci u sljedetim lekcijama.

- u naredbi text koristimo pojedine retke pts(1, 1) , pts(2, 3)
i pts(3, :) matrice pts . O tome kako se dobivaju retci zadane
matrice takoder Ce biti viSe govora u sljedetim lekcijama.

Konacno, kako bismo odredili raspon koordinatnih osi koristimo na-
redbe xlim , ylim i zlim , a za odredivanje tocke zamiSljenog pogleda
na sliku view , koja za argumente ima azimut (kut otklona od negativ-
nog dijela y-osi) i visinu (kut otklona od xy-ravnine).

2.5 pitanja i zadatci

| | |
1. Nekajé v =ai +bj +ck. Objasnite zadto iz’ v = 0 sljedi
¢ = 0. Pomotu toga objasnite zasto izv =0 slijedi
! | I N
2. Nekajel* v=ai +bj+ckiw=ei +fj + gk. Objasnite
zaStoiz v = w sljedia=eib=fic=g.
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3. |Objalsnite geometrijski zaSto za svaka dva vektord u 1 v vrijedi
"u+ v 6°u +° v . Uz koje uvjete ova nejednakost postaje
jednakost?

[ | [
4. Zadan je vektor' v = 3i - 2j + 4k. Odredite mu zavrSnu
tocku B ako mu je pocetna A(- 3,7,0).

| [
5. Zadan je vektor v = 5j - k. Odredite mu pocetnu tocku A
ako mu je zavrSna B(- 3,7,2).

6. Jesu li sliedete tocke, u navedenom redoslijedu, vrhovi paralelo-
grama? Odgovor popratite crte om.
(I) A(]-! - 1)1 B(51 2)1 C(4l 4)1 D(- 11 l)
(”) A(]-! - 1)1 B(51 2)1 C(4l 4)1 D(- 11 2)

7. Jesu li sljedete tocke na istom pravcu?
() A(1,- 1,3),B(5,2,0), C(9,5,- 2
(i) A(1,- 1,3),B(520), C(9,5,- 3).
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TRANSFORMACIJE
RAVNINE | PROSTORA

U lekciji se uvodi pojam matrice kao zapisa nekih bitnih transforma-
cija ravnine i prostora.

3.1 pripadni problem

Osnovni elementi racunalne gra ke svakako su translacija ili pomak,
rotacija ili vrtnja - oko tocke ili oko pravca, simetrija ili zrcaljenje - s
obzirom na tocku, pravac ili ravninu.

Ti su pojmovi tako der vrlo bitni u prirodnim znanostima: kemijske i
zikalne strukture u pravilu posjeduju svojstva simetricnosti ili inva-
rijantnosti s obzirom na ovakve transformacije.

Postavlja se pitanje kako se te i slicne transformacije mogu opisati
analiticki - pomocu koordinata. To se matematicki rjeSava uvo de-
njem pojma matrice Posebne vrste matrica, jednostupcane, vet¢ smo
upoznali kao analiticke zapise vektora u prostoru.

3.2 potrebno predznanje

Funkcija - preslikavanjsa skupa A u skup B je pravilo koje svakom
elementu skupa A pridru uje element skupa B. Zadati funkciju znaci
zadati to pravilo. Podsjetimo se sljedetih preslikavanja, tj. transforma-
cija ravnine i prostora

Translacija prostora ili ravnine za zadani vektor translacije je
preslikavanje koje svaku tocku pomakne za vektor translacije.
Na Slici 3".1 tocka TC dobivena je pomakom tocke T za vektor
translacije v .

Slika 3.1: Translacija

Rotacija ravnine oko tocke za zadani kut rotacije je preslikava-
nje ravnine predoceno Slikom 3.2: tocka T° dobivena je rotaci-
jom tocke T oko S za kut rotacije
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Slika 3.2: Rotacija

Centralna simetrija prostora ili ravnine s obzirom na centar
simetrije: na Slici 3.3 tocka T°dobivena je centralnom simetrijom
tocke T s obzirom na centar simetrije S.

Slika 3.3: Centralna simetrija

Osna simetrija prostora ili ravnine s obzirom na pravac - 0s
simetrije: na Slici 3.4 tocka T° dobivena je osnom simetrijom s
obzirom na os simetrije, pravac p.

Slika 3.4: Osna simetrija

Simetrija prostora s obzirom na ravninu  simetrije: na Slici 3.5
tocka T° dobivena je simetrijom tocke T s obzirom na ravninu
simetrije

Slika 3.5: Simetrija s obzirom na ravninu
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3.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima
3.3.1 AnalitiEki zapis translacije prostora ili ravnine

Translacija prostora ili ravnlne' za vektor’ v je preslikavanje koje
svaku tocku pomakne za vektor® v . Uvedimo ove oznake:

! | !
'v=ai+ bj + ck - vektor translacije

T(X,y,z) - opta tocka prostora

TYx%y© 29 - tocka dobivena translacijom tocke T za vektor v .

|
Tada iz jednakosti TT0=' v dobivamo x°= x+a, y0= y+ b, z0=
Zz+ ¢, Slika 3.6, Sto se mo e zapisati kao

(x,y,2) 7! (x+ a,y+ b,z+ c),

odnosno kao
2 ,3 2 3 2 3 2
X X a X+ a

4y05:4y5+4b5:4y+b 5

z0 z c z+c¢C

Slika 3.6: Translacija prostora

Vidimo da se translacija ostvaruje zbrajanjem jednostupcanih matrica.

3.3.2 AnalitiEki zapis rotacije ravnine

Promatramo rotaciju ravnine oko ishodista. Uvedimo ove oznake:
- kut rotacije
T(X,y) - opta tocka ravnine
TYxCy9 - tocka dobivena rotacijom T za kut oko ishodita.

Koristeti formulu za mno enje kompleksnih brojeva u trigonometrij-
skom prikazu, dobijemo

x%+ iy %= (cos +isin )(x+iy)
=(cos Xx- sin y)+i(sih x+cos vy),

a odavdje (Slika 3.7):

x%=cos x- sin vy
y%=sin x+cos .
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Slika 3.7: Rotacija ravnine oko ishodista za kut

Uocimo da se gornji postupak mogao pomo¢€u matrica zapisati i ovako:

x®  cos - sin X _  coS Xx-sin y
y© sin cos y sin  x+cos vy
. cos - sin . ..
Matricu sin cos zovemo matrica rotacije za kut . Ma-

tricama i njihovim mno enjem detaljnije €emo se baviti u sljedecem
odlomku.

Primjer 3.1. [Rotacija ravnine oko ishodista]

() Rotacija za 180 . Unaprijed znamo da je x°= - xiy%= -y,
Slika 3.8.

Slika 3.8: Primjer 3.1 - rotacija ravnine za 180

Provjerimo da se formulom dobije isto:

x® _ cosl80 - sin180 X
y® = sin180  cos180 y
-1 x-0y
0 x+(- 1) vy
=X
-y
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(i) Rotacija za 90 : iz Slike 3.9 vidimo da bi moglo biti x°=- y i
y %= x. Provjerimo to formulom:

x%  cos90 - sin90 X
y® = sin90  cos90 y
. 0x-1y
T 1x+0y
_ -y
X

Slika 3.9: Primjer 3.1 - rotacija ravnine za 90

(i) Rotacija za 60 , Slika 3.10:

m p _ #
x®  cos60 - sin60 X %x— 2y
0o - i = 3
y sin 60 co0s60 y T3X + %y
Tocnost mo emo provijeriti pribli no, mjerenjem.
Slika 3.10: Primjer 3.1 - rotacija ravnine za 60
O
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3.3.3 Kvadratna matrica

Vidimo da se rotacija ostvaruje "mno enjem" jedne kvadratne 2 2
matrice (koja ovisi 0 kutu rotacije) i jedne jednostupcane matrice (uvi-

jek je to matrica y ). Zato uvodimo opcenito pojam kvadratne

n n matrice, tj. kvadratne matrice n-tog reda. To jen? brojeva smje-
Stenih u kvadratnu shemu s n redaka i n stupaca. Takoder, uvodimo

pojam mno enja matrice n-tog reda s jednostupcanom matricom od

n elemenata, tako da elemente svakog retka mno imo s odgovaraju-
¢im elementima stupca i da rezultat zbrojimo.

Primjer 3.2. [Kvadratna matrica]

Matrica 2 3
2 -1 3

A=41 0 45
3 2 -1

je kvadratna 3 3 matrica, tj. kvadratna matrica treceg reda. Ima tri
retka i tri stupca, sve skupa devet elemenata. Njenim mno enjem s
jednostupcanom matricom

2 3
2
B:415

dobije se jednostupcana matrica C prema pravilu:

C= B=
32 _ 3
-1 3 2

0 45415
2 -1 3
3
2-11+3 3
2+0 1+4 39
2+2 1-1 3
2 3
12
=4 145,
5

INIINES

WEFEDN WOFEDN

3.3.4 AnalitiEki zapis centralne simetrije prostora ili ravnine

Promatramo centralnu simetriju prostora s obzirom na ishodiSte koor-

dinatnog sustava (za ravninu je analogno, ali jednostavnije). Vidimo

dajex’=-x,y%=-ytez?=- z Slka 3.11. Uocimo da se i ta
transformacija, kao i rotacija, mo e zadati pomo¢u matrica:
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2 3 2 32 3 2 3
x0 -1 0 O X - X
4y05:4 0 -1 054y5:4_y5
20 O 0 -1 z -z

Slika 3.11: Centralna simetrija prostora

3.3.5 Analitifki zapis osne simetrija prostora ili ravnine

Od osnih simetrija ravnine promatramo sljedece situacije (Slika 3.12):

(i) osna simetrija s obzirom na x-0s:

x 1 0 X X
yo> = 0 -1y = -y
(i) osna simetrija s obzirom na y-os:
x2 -1 0 X _ -X
y> — 0 1y y
(iii) osna simetrija s obzirom na pravac y = Xx:
x> 0 1 X _y
yo © 10 y X

Analogno se promatraju osne simetrije prostora.

Slika 3.12: Osne simetrije ravnine
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3.3.6 AnalitiEki zapis simetrije prostora s obzirom na ravninu

Od simetrija prostora s obzirom na ravninu, dajemo analiticki zapis
simetrije s obzirom na xy-ravninu (Slika 3.13):

2 3 2 32 3 2 3
x0 1 0 O X X
z0 0 0 -1 z -z

Slika 3.13: Osna simetrija prostora s obzirom na xy-ravninu

Za simetrije prostora s obzirom na preostale koordinatne ravnine vri-
jede analogne formule.

3.3.7 AnalitiEki zapis projekcije prostora ili ravnine

Opisujemo projekciju prostora na xy-ravninu (Slika 3.14):

Slika 3.14: Projekcija prostora na xy-ravninu
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2 3 2 32 3 2 3
x© 1 00 X X
z° 0O 0 O z 0

Ostale projekcije, kako prostora na ravnine tako i ravnine na pravce,
razmatraju se slicno.

3.3.8 Analitifki zapis rotacije prostora

Za razliku od ravnine, koju smo rotirali oko ishodista, prostor roti-
ramo oko istaknute osi rotacije. Prirodan izbor za to su koordinatne
osi, a ovdje dajemo analiticki zapis rotacije prostora oko z-osi za kut

, Slika 3.15 (rotacije oko preostalih dvaju koordinatnih pravaca pro-
matraju se analogno):

2 43 2 . 32 3 2 .
X cos -sin O X Cos X- sin vy
4 y05=14 gin cos 0 954 y5=4sn x+cos vy 9.
z° 0 0 1 z z

Slika 3.15: Rotacija prostora oko z- osi za kut

3.3.9 Pojam matrice i linearnog operatora

Vet smo rekli da je (kvadratna) matrica n-tog reda sastavljena od n?
brojeva postavljenih u n redaka i n stupaca. Vidjeli smo da se svaka
takva matrica mo e shvatiti kao transformacija n-dimenzionalnog
prostora, $to smo posebno razmatralizan = 2in = 3.
Matrica tipa m n je pravokutna shema od m redaka i n stupaca.
Na primjer,

2 3

1
A‘4-10
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je matrica tipa 2 3. Tu matricu mo emo shvatiti kao preslikavanje s
trodimenzionalnog u dvodimenzionalni prostor zadano formulom:

2 3 2 3
A4 5 .— 1 2 3 4 5 _ X+2y+3z
Z T 4 -1 0 ); T Xy

Sto mo emo zapisati i kao
(X,y,2) 7! (x+ 2y + 3z,4%x- y).

Preslikavanja s vektorskih prostora u vektorske prostore koja se mogu
zapisati pomoc¢u matrica zovu se linearni operatori . Naziv dolazi
odatle Sto se u njihovim izrazima pojavljuju samo linearni izrazi.

Ako jednostupcane matrice shvatimo kao vektore, onda linearni ope-
ratori preslikavaju vektore u vektore, a ako ih shvatimo kao tocke,
onda su linearni operatori transformacije koje preslikavaju tocke u
tocke.

Primjer 3.3. [Zapisi linearnog operatora]

Raspisimo preslikavanje prostora kojemu je matrica preslikavanja ma-
trica A iz Primjera 3.2. Ukoliko A shvatimo kao linearni operator koji
preslikava tocke u tocke, dobije se

A(X,Y,2) = (2X- y+ 3z, X+ 4z,3x+ 2y - 2)
ili, u matricnom zapisu :
2 3 2 3
X 2X- y+ 3z
A4y S=4 x+4z O,
z 33X+ 2y- z

O]

Za svaki linearni operator A vrijede sljedeca ocita svojstva linearnih
operatora:

1. A(0) = 0, gdje je 0 nulvektor, odnosno ishodiSte koordinatnog
sustava (jer je to isto kao i mno enje s nulom)

2. A(x+y) = A(X)+ A(y) za svaka dva vektora x i y. Ovo svojstvo
se vidi izravno iz de nicije, a tako der to je svojstvo distributiv-
nosti mno enja i zbrajanja.

3. A( X)= A (x) za svaki broj i svaki vektor x.

Ova tri svojstva odre duju linearne operatore, tj. ona se obicno uzi-
maju kao de nicija linearnog operatora.
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3.3.10 Vrste matrica i pripadajuc¢ih linearnih operatora

Ovdje se u pravilu bavimo kvadratnim matricama.

Nulmatrica - kvadratna matrica kojoj su svi elementi jednaki
nuli. Na primjer: 5 3

0 0O
0o=40 0 05
0 0O

je nulmatrica treteg reda. Pripadajuci operator sve tocke presli-
kava u ishodiste, odnosno sve vektore u nulvektor.

Jedinicna matrica - kvadratna matrica kojoj su na glavnoj dija-
gonali jedinice, a ostali su elementi nule. Na primjer,

2 3
10 0
=40 1 0°
0 0 1

je jedinicna matrica treceg reda. Pripadajuci operator sve tocke,
odnosno sve vektore, ostavlja na mjestu.

Dijagonalna matrica - kvadratna matrica kojoj su izvan glavne
dijagonale nule, a na dijagonali mogu, ali i ne moraju biti. Na
primjer, matrica

22 0 O3

A=40 -3 05

0O 0 -1

je dijagonalna, a > 3
2 0 O

B=40 1 05

3 2 -1

nije.
Skalarna matrica - dijagonalna matrica kojoj su elementi na di-
jagonali medusobno jednaki. Na primjer, matrica

2 3
2 00
A=40 2 05,
0 0 2

Pripadajuci operator je homotetija s obzirom na ishodiSte koja
koordinate, odnosno vektore, mno i brojem.

Simetricna matrica - kvadratna matrica koja je jednaka svojoj
transponiranoj matrici, tj. matrici koja se iz nje dobije zamje-
nom redaka i stupaca. Na primjer, matrica

2 3
2 1 3
A=41 -3 09
3 0 -1
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je simetricna - ne mijenja se zamjenom redaka i stupaca, dok

matrica 2 3
2 1 3

B=41 -3 053
2 0 -1

nije. Naime, zamjenom redaka i stupaca, dobije se njena trans-
ponirana matrica

2 3
2 1 2

Bl=41 -3 05
3 0 -1

i vidimo da je Bl & B.

Gornja trokutasta matrica - kvadratna matrica kojoj su ispod
glavne dijagonale same nule. Analogno se de nira donja tro-
kutasta matrica. Na primjer, matrica A je gornja, a matrica B
donja trokutasta matrica:

2 3 2 3
2 1 3 2 0 O
A=40 -3 45 B=41 -3 0 9.
0 0 -1 2 0 -1

3.4 primjena matlab-a

3.4.1 Zapis i geometrijski prikaz transformacija ravnine

Translacija tocke T za vektor translacijerl v svodi se na zbrajanje dvaju
vektora, Sto je ve€ obradeno u prethodnoj lekciji. Stoga prelazimo na
rotaciju u ravnini oko ishodiSta, konkretno na Primjer 3.1 (iii): najprije
zadajemo kut = 60 u stupnjevima, a potom ga preracunavamo u
radijane (ili smo ga mogli odmah tako zadati). Matricu rotacije de -
niramo kao i ostale matrice drugog reda, tako da ima dva elementa
prije i dva elementa poslije oznake ; za sljedeti redak:

kut = 60
alpha = pi * kut / 180
R = [cos(alpha) -sin(alpha); sin(alpha) cos(alpha)]

R =
0.5000 -0.8660
0.8660 0.5000

Tocku Tr dobivenu rotacijom tocke T(2,2) za kut odredujemo tako
da pomno imo matricu rotacije i radijus vektor tocke T:

T=1[2 2]
Tr=R T % [-0.7321; 2.7321]

49



transformacije ravnine i prostora

Prika imo ovu rotaciju i slikom. Najprije cemo prikazati kru ni luk
izmedu tocaka Ti Tr, pricemu nam poma e da uvedemo kompleksni
broj z pridru en tocki T jer kru nica kojoj pripada taj luk ima radijus
jzj. Sam luk de niramo pomocu velicina x i y ovisnih o parametru t.
Vrijednosti parametra t zadajemo naredbom linspace(angle(z),
angle(z) + alpha) koja generira vektor s komponentama izme du
argziargz+ , a pomotu kojih racunamo vrijednosti x i y. Vise
o naredbi linspace  mo e se pronati u 9.4.5. U posljednjoj liniji koris-
timo naredbu plot za prikaz luka, uz argument k--  za prikaz luka
crnom iscrtkanom linijom (ne treba mijeSati s k-  za prikaz crnom
punom linijom):

2 + 2%

linspace(angle(z), angle(z) + alpha)

abs(z) * cos(t)

abs(z) * sin(t)

plot(x, y, k--)

Nastavljamo dalje s crtanjem drugih elemenata prikaza:

< X ~ N
non

hold on

plot([0 T(1)l, [0 T(2), k-, [0 Tr(1)], [0 Tr(2)], k-)
pts = [T Tr]

plot(pts(1, :), pts(2, :), r., MarkerSize, 16)
text(pts(1, :) + [0.2, -0.5], pts(2, :), {T, Tr})
xlim([-4 6]); ylim([-2 5])

ax = gca

ax.XAxisLocation = origin

ax.YAxisLocation = origin

xlabel( x); ylabel(y)

3.4.2 Zapis i geometrijski prikaz transformacija prostora. Na-
redba plot3

Kod transformacija prostora, umjesto plot , koristi se naredba plot3
za vizualni prikaz u tri dimenzije. Dajemo primjer simetrije tocke
T(2,3,4) s obzirom na xy-ravninu:
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S=[100;,010 00 -1]

T = [2; 3; 4]

Ts =S * T % [2, 3, -4]
pts = [T Ts]

plot3(pts(1,:), pts(2,:), pts(3,:), r., MarkerSize, 16)
hold on

plot3(pts(1,:), pts(2,:), pts(3,:), k--)

text(pts(1, :) + 0.4, pts(2, 3), pts(3, ), {T, Ts})
xlim([-6 6]); ylim([-6 6]); zlim([-6 6])

xlabel(x); ylabel(y); zlabel(z)

grid on

3.4.3 Zadavanje nekih specijalnih matrica. Naredbegeros ,
eye, diag | transpose

Za generiranje nulmatrice i jedinicne matrice koristimo redom zeros
i eye, uz navodenje reda matrice:

O = zeros(3)

O =
0 0 0
0 0 0
0 0 0

I = eye(3)

| =
1 0 0

1 0

0 0 1

Skalarnu matricu zadajemo tako da jedinicnu matricu pomno imo
odgovarajucim skalarom:

A = 2xeye(3)

A =
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2 0 0
0 2 0
0 0 2

Za de niranje dijagonalne matrice koristimo naredbu diag , uz pret-
hodno zadavanje vektora dijagonalnih elemenata:

dijagonala = [2 -3 -1]

A = diag(dijagonala)

A =
2 0 0
0 -3 0
0 0 -1
Transponiranu matricu od A daje naredba transpose(A) ili njoj ekvi-

valentna naredba/oznaka A.

A=1[3-42 51-1)
A
At = transpose(A)

A' =
3 5
-4 1
2

At =
3 5
-4 1
2

Na kraju, pogledajmo primjer dviju matrica, od koji je jedna sime-
tricna, a druga nije. Provjeru simetricnosti provodimo pomot¢u na-
redbe issymmetric  koja vrata logicku vrijednost 1, tj. true ako je
matrica simetricna, a 0, tj. false ukoliko nije.

A=1[213;1-30; 30 -1]
B=[2121-30;,30 -1]
provijeraA = issymmetric(A)

provjeraB = issymmetric(B)

provjeraA
logical
1

provjeraB
logical

A=[2131-30 30-1]
B=[2121-30 30 -1
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o
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pitanja i zadatci

ZapiSite pomocu koordinata i matrica simetriju ravnine s obzi-
rom na pravac s jednad bom y = - x (simetrala Il i IV kva-
dranta).

. NapiSite matrice sljedecih preslikavanja prostora:

(i) simetrija s obzirom na yz-ravninu
(ii) projekcija na xz-ravninu

(iii) rotacija oko x-osi za kut

NapiSite matricu simetrije prostora s obzirom na ravninu koju
razapinju z-os i simetrala xy-ravnine, tj. pravac y = X.

Kakva matrica nastaje transponiranjem jednostupcane, a kakva
transponiranjem jednoretcane matrice?

Kakva matrica nastaje transponiranjem gornje trokutaste ma-
trice?

(i) Je li svaka dijagonalna matrica simetricna?

(i) Je li svaka simetricna matrica dijagonalna?
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ALGEBRA MATRICA.
DETERMINANTA

U lekciji se obraduju svojstva zbrajanja i mno enja matrica, uvodi se
pojam inverzne matrice i daju uvjeti za postojanje inverza te se uvodi
pojam determinante matrice i njena veza s inverznom matricom.

4.1 pripadni problem

Ako zamislimo dvije matrice kao linearne operatore, tj. kao preslika-

vanja s prostora u prostor, onda se prirodno namectu sljedeta pitanja:
Sto je sa zbrojem tih dvaju preslikavanja, a Sto s kompozicijom, tj. s
preslikavanjem koje se dobije tako da prvo djeluje jedan od operatora,
a potom da na rezultat djeluje drugi. Tako der, zanima nas postoji li
za zadano linearno preslikavanje njemu inverzno preslikavanje i, ako

postoji, kako se mo e zapisati. Ti se problemi rjeSavaju pojmovima

zbroja i umnoska matrica i svojstvima tih operacija.

4.2 potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo, koje se oslanja na gradivo iz prethodne
lekcije. Za razumijevanje treba ponoviti svojstva operacija zbrajanja i
mno enja realnih brojeva.

4.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

4.3.1 Zbrajanje matrica

Treba uociti sljedece cinjenicu: zbrajanje matrica potpuno je ana-
logno zbrajanju brojeva i provodi se zbrajanjem odgovarajucih eleme-
nata matrice. Ipak, treba imati na umu da se zbrajaju (i oduzimaju)
matrice istog reda, da je broju nula analogon nulmatrica (oznaka O),
a analogon suprotnog broja suprotna matrica - matrica koja se do-
bije iz pocetne tako da se svakom elementu promijeni predznak, na

primjer:
2 3 2 3
2 1 3 -2 -1 -3
-41 -3 05=4-1 3 05,
2 0 -1 -2 0 1

Dakle, imamo ova ocita svojstva zbrajanja matrica :
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1. Komutativhost: A+ B=B+ A

2. Asocijativnost: (A+ B)+ C=A+(B+ C)
3. Neutralni element za zbrajanje : A+ O = A
4. Suprotni element: A+(- A)= 0.

4.3.2 Mno®enje matrica

Mno enje matrica nije analogno mno enju brojeva niti se tako jed-
nostavno provodi. Vet smo vidjeli kako se matrica mnoi s jednos-
tupcanom matricom. Ponavljajuéi taj postupak sa svakim stupcem
druge matrice, dobijemo produkt matrica.

Primjer 4.1. [Mno enje matrica]

Neka je
2 -1 3 2
A= 1 0 , B= 4 -2
Tada je
2 -1 3 2 _ 26
AB = 1 0 4 -2 32
3 2 -1 _ 8 -3
BA = 4 -2 1 0 6 -4

odakle vidimo da je, optenito,
AB 6 BA,

tj. mno enje matrica, za razliku od mno enja brojeva, nije komu-
tativno. To znaci da kompozicija linearnih operatora nije komuta-
tivna. O

lako je kompliciranije, mno enje matrica je prirodno i do njega se
analogno dolazi kao do zbrajanja: kako zbrajanje odgovara zbraja-
nju pripadnih linearnih operatora, tako umno ak matrica odgovara
njihovom uzastopnom djelovanju, tj. kompoziciji .

Primjer 4.2. [Umno ak matrica rotacije ravnine]

Rotacija ravine oko ishodista za kut + odgovara kompoziciji rota-
cijazakutove i ,amatricarotacijeza + dobije se kao umno ak
matrica rotacija za i

cos - sin cos - sin _

sin cos sin cos

_cos cos - sin sin -(sin cos +cos sin )
sin cos + cos sin COS COS - sin sin

cos( + ) - sin( + )
sin( + ) cos( + )
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Uocimo da je u ovom slucaju umno ak komutativan, Sto odgovara
tome da je svejedno hotemo li najprije rotirati ravninu za kut , a
potom za ili obratno (Slika 4.1).

Slika 4.1: Rotacija ravnine oko ishodista za kutove , i +
O

Neutralni element za mno enje : ono Sto je broj jedan za mno enje
brojeva, to je jedinicna matrica | za mno enje kvadratnihmatrica. To
znaci da za svaku kvadratnu matricu A istog reda kao i | vrijedi

Al = 1A = A.

Mno enje matrice brojem : matricu mnoimo brojem tako da joj
svaki element pomno imo tim brojem. Na primjer,

2 3 2 3
2 -1 3 4 -2 6
241 0 45=42 0o 85,
3 2 -1 6 4 -2

Uocimo da brojem mo emo mno iti bilo koju matricu, ne samo kva-
dratnu. Primijetimo tako der da se skalarna matrica dobije mno e-
njem jedinicne matrice nekim brojem. Na primjetr,

2 2
1003 3003
340 1 095=40 3 05.
001 0 0 3

Skalarne se matrice ponaSaju kao i obicni brojevi (na primjer, one
komutiraju sa svakom matricom).

4.3.3 Inverzni element za mno®enje matrica - inverzna matrica

Svaki realni broj a razlicit od nule ima inverzni element s obzirom na
mno enje - to je reciprocni element a1, tj. % koji je jednoznacno odre-
den uvjetom a a ! = 1, a takoder i uvjetom a- ! a = 1. Analogno
tome, inverzna matrica matrice A je matrica A~ ! takva da vrijedi

AA-1=A1A=1.
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Iz ovih jednakosti mo e se vidjeti da problem odre divanja inverzne
matrice ima smisla samo ako je matrica A kvadratnamatrica i da tada
nunoi A1, ukoliko postoji, tako der mora biti kvadratna i to istog
redakaoi A.

Ccite su sljedece cinjenice:

1. | je sama sebi inverznajerjel | =1, slcnokakojel 1=1

2. Nulmatrica O nema inverzne matrice jerjeA O=0 A=0za
svaku matricu A istog redakaoi O, slicnokakojea 0=0 a=
0 za sve realne brojevea.

Postavlja se pitanje koje kvadratne matrice imaju inverznu matricu i
kako se inverzne matrice odreduju.

Primjer 4.3. [Inverz matrice drugog reda]
Odredimo, ako postoji, inverznu matricu matrice

2 -1

A= 1 0

Treba nati matricu B drugog reda tako da bude AB = | (mogli bismo
gledati i BA = 1). Stavimo

B= Y
u v
Treba odrediti brojeve x,y, u iv. Iz uvjeta AB = |, {j. iz
2 -1 xy _ 10
1 0 uv 01
dobijemo
2x- u=1
2y- v=20
x=0
y=1
odnosnox=0,y=21u=- 1,v=2paje
0 1
-l_p-=
A -=B= 1 2

Lako je vidjeti da je B zaista inverzna matrica od A i, takoder, da
bismo isti rezultat dobili da smo razmatrali uvjet BA = I. O
Slicno kako smo postupili u prethodnom primjeru, mogli bismo pos-
tupiti za svaku kvadratnu matricu
a b
A =
c d
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drugog reda. Dobili bismo sljedecu formulu za inverznu matricu
matrice drugog reda (kasnije cemo dati formulu za inverznu matricu
opcenitog reda):
S1_ 1 d -b
ad- bc -c a

Uocavamo pravilo za odre divanje inverza matrice drugog reda:

1. Zamijenimo elemente na glavnoj dijagonali.
2. Elementima na sporednoj dijagonali promijenimo predznake.
3. Tako dobivenu matricu podijelimo s ad - bc.

Takoder, iz gornje formule vidimo da vrijedi sljedeCi uvjet za posto-
janje inverza matrice drugog reda :

ad - bc 6 0.

Naime, u suprotnom bismo dijelili s nulom, Sto nije dozvoljeno. Dakle,
matrice za koje je ad - bc = 0 nemaju inverz Taj se uvjet mo e zapi-
sati kao ad = bc, odnosno kao a : ¢ = b : d, $to znaci da su retci
matrice, a ujedno i stupci, proporcionalni.

4.3.4 Determinanta

Matrice drugog redavidjeli smo va nost izraza ad - bc za (kvadratnu)
matricu drugog reda

ab

c d

Taj se izraz zove determinanta matrice drugog reda A i oznacava kao
det A, katkad i kao jAj, odnosno

A =

a b
c d

Vidimo da je
detA 6 0

uvjet za postojanje inverzanatrice drugog reda. Taj uvjet vrijedi za sve
kvadratne matricea ne samo za matrice drugog reda.

Matrice treCeg redadeterminanta matrice treCeg reda mo e se izracu-
nati pomocu determinante matrice drugog reda razvojem po nekom
retku ili stupcu , na primjer, razvojem po prvom retku:

dil a2 ai3
dp1 Az Aazzz =
dz1 azz2 ass

= ay az a; a az1  az3 +ags az1 a
asz2 ass asz1  ass asz1 as
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Primjer 4.4. [Determinanta matrice treCeg reda]
-1 3
0
4 =2 5
-1

-(- 1) +3

W kEkEN
N O
w
1
=
w
N O

2(0- 8)+(- 1- 12)+ 3(2- 0)
=- 23

O]

Slicno bismo dobili nekim drugim razvojem, na primjer po drugom
stupcu. Pritom se koristimo pravilom da je na presjeku i-tog retka i
j-tog stupca, tj. na mjestu elementa a;j , predznak (- 1)'*1 i da izba-
cujemo elemente tog retka i tog stupca.

Primjer 4.5. [Determinanta matrice treceg reda]
Racunamo determinantu razvojem po drugom stupcu (i dobivamo
isti rezultat kao u Primjeru 4.4):

2 -1 3
1 4 2 3 2 3
1 0 4 =« 1 +0 -2
s o .1 3 -1 3 -1 1 4
=- 13+ 0- 10

=- 23

Vidimo da je ovaj postupak lakSi od onog u Primjeru 4.4 jer, od tri
determinante drugog reda, moramo racunati samo dvije jer se jedna
od njih mno i nulom. Zato opcenito treba raditi s onim stupcem,

odnosno retkom, u kojemu ima najviSe nula. O

Matrice bilo kojeg redadeterminanta matrice bilo kojeg reda de nira
se tako da se razvija po nekom retku ili stupcu pa se tako svodi ha
determinante ni eg reda. To pokazujemo na primjeru determinante
cetvrtog reda, uz napomenu da je za matrice reda veteg od tri deter-
minantu bolje racunati jednom drugom metodom koju ¢emo obra di-
vati u Sestoj lekciji.

Primjer 4.6. [Determinanta matrice cetvrtog reda]

iggg 2 0 1 121
=2 2 -10+3020
02-10 1 1 0 110
11 1 0
~ -1 11
=21 l+3210

=0.

Tu smo prvo determinantu cetvrtog reda razvili po prvom retku i tako
sveli na dvije determinante treceg reda (jer su samo dva elementa tog
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retka razlicita od nule). Potom smo prvu od determinanta tre€eg reda
razvili po tre€em stupcu, a drugu po drugom retku (a mogli smo
i po tre€em stupcu) i dobili rezultat. Ovo opc€enito nije optimalan
postupak za racunanje determinante, kako temo vidjeti poslije. O

4.3.5 Formula za rafunanje inverzne matrice

Inverz matrice treteg redgravilo za racunanje inverzne matrice objas-
njavamo nha primjeru.

Primjer 4.7. [Inverz matrice treteg reda]
Odredujemo inverz matrice

1. korak
2. korak

3. korak

4, korak

Lako

2 3
2 -1 3
A=41 0 45,
3 2 -1
Racunanje determinante: detA =- 23, Sto znamo od prije.
Odredivanje transponirane matrice od A:
2 3
2 1 3
Al=4_.10 25,
3 4 -1

Odredivanje adjungirane matrice A matrice A: adjungiranu

matricu odre dujemo tako da u transponiranoj matrici svaki po-

jedini element zamijenimo determinantom drugog reda koju do-

bijemo brisanjem retka i stupca tog elementa, pomno enom s
1 prema vet recenom pravilu:

2 3
-8 5 -4
A =413 -11 -55.
2 -7 1
. . 0 2
Na primjer, tu smo element - 8 dobili kao + 4 -1 element
-1 2 .
- 5kao - 3 .1 itd.
Racunanije inverzne matrice koristenjem formule A~ 1 = deﬁA :
2 3
1 8 5 -4
A l=- 2—34 13 -11 -59.
2 -7 1

se provjeri izravnim mno enjem da vrijedi AA- 1 = A" 1A =
[
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Inverz matrice bilo kojeg redgokazuje se da je, kao i u prethodnim
slucajevima, detA 6 0 uvjet za postojanje inverza matrice A bilo kojeg
reda te da vrijedi sljedeta formula za inverznu matricu

1
-1
B detAA'

gdje se adjungirana matrica A od A de nira analogno kao za ma-
trice treceg reda. U Sestoj temo lekciji opisati jednu br u metodu za
odredivanje inverza matrice.

Dajemo i sljedeta svojstva mno enja matrica - prva tri svojstva su
ocita, a preostala nisu:

1. Neutralni element za mno enje: AO = OA =0
2. Jedinicni element za mno enje: Al = IA = A

3. (AB)=( A)B=A(B)

4. Asocijativnost: (AB)C = A(BC)

5. Distributivnost: A(B+ C)= AB + AC

6. (AB)" =B A1

7. (AB)! = BIA!

8. (AB) =B A

9.

det(AB) = detA detB.

Primjer 4.8. [Inverzi matrica transformacija ravnine i prostora]
Odredimo inverze matrica povezanih s va nim transformacijama pros-
tora ili ravnine:

(i) geometrijski, tj. koristeti se cinjenicom da inverzna matrica od-
govara inverznoj transformaciji.

(ii) analiticki, tj. koristeti se formulom

1
A l= A .
detA

1. Rotacija ravnine oko ishodista za kut

() Inverz rotacije za kut  suprotno kazaljci na satu jest rotacija za
kut u skladu s kazaljkom na satu, a to je upravo rotacija za kut
- suprotno kazaljci na satu. Na Slici 4.2 tocka T dobivena je
rotacijom tocke T oko ishodista za kut  suprotno kazaljci sata,
a tocka T%rotacijom za kut  u skladu s kazaljkom na satu.
Dakle, ako je
cos - sin

A= . ;
sin cos

61



algebra matrica. determinanta

onda je

A L= cos- ) - sin(- ) cos sin
~ sin(- ) cog- ) - sin  cos

Uocimo da smo mogli razmiSljati i ovako: inverz rotacije za kut
je rotacija za kut 360 -  (sve suprotno od kazaljke na satu).

(i) Tu je
detA = cos cos -(- sin ) sin =(cos )?+(sin )2=1

pa se, koriStenjem formule za inverz matrice drugog reda, do-
bije isti rezultat kao geometrijskim pristupom.

Slika 4.2: Rotacija ravnine oko ishodiSta za kut , odnosno -

2. Centralna simetrija prostora s obzirom na ishodiSte

() Ocito je da je centralna simetrija sama sebi inverzna, pa je tu
A l=A,

(i) Zakljucak do kojeg smo dosli geometrijskim pristupom lako se
provjeri i analiticki invertiranjem pripadne matrice transforma-

cije
2 3
-1 0 O
A=4 0 -1 05.
0O 0 -1

3. Simetrija ravnine s obzirom na koordinatne osi i 0s y = X

Pokazujemo na primjeru simetrije ravnine obzirom na pravac
y = x. Ova je transformacija takoder inverzna sama sebi pa je

1. 01

A 10 °

Sto se lako provjeri i geometrijski i analiticki. Analogno zaklju-
cujemo i u slucaju simetrija s obzirom na koordinatne osi.

4. Simetrija prostora s obzirom na xy-ravninu
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Svaka je simetrija sama sebi inverzna pa vrijedi

2 3
10 0

Al=A=40 1 0 5.
0 0-1

5. Projekcija prostora na xy-ravninu

(i) Ako znamo projekciju neke tocke na ravninu, tada ne mo emo
sa sigurnoSctu rekonstruirati tu tocku jer beskonacho mnogo to-
caka - citav pravac - ima istu projekciju. To znaci da projek-
cija nema inverznu transformaciju i zato matrica transformacije
nema inverznu matricu.

(i) Tuje

2
A:4

o O
o O
o O o

g W

pa je ocito detA = 0 (razvoj po tretem retku ili stupcu). Stoga
A- 1 ne postoji.

6. Rotacija prostora oko z-osi za kut

Tu je

2 .
cos -sin O
A =4 sin cos 0 9
0 0 1

pa, kao i za rotaciju ravnine oko ishodista, geometrijskim argu-
mentom dobijemo

2 3
cos sin O

A"l=4_sin cos 0 5,
0 0 1

Sto se lako provjeri i analiticki. O

4.4 primjena matlab-a

4.4.1 Zadavanje matrica i ratunanje s njima

U prethodnim lekcijama vet smo koristili matrice, a sada ¢emo ih
obraditi detaljnije. Matrica s 2 retka i 3 stupca zadaje se kao u pri-
mjeru:

A=[5-32741]

A =
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Ukoliko elimo dobiti neki od redaka ili stupaca matrice, odnosno
pojedini element matrice, koristimo se naredbama poput ovih:

A2, ) % [7 4 1]
A, 3) % [2; 1]
A2, 3) % 1

Matricu mo emo zadati i tako da najprije zadamo vektore, a potom
od njih nacinimo matricu:

ul = [5 -3 2]

u2 = [7 4 1]

A = [ul; uZ] % [5 -3 2,7 4 1]
ili

vl = [5; 7]

v2 = [-3; 4]

v3 = [2; 1]

A = [vl v2 v3] % [5 -3 2;, 7 4 1]

Matrice zbrajamo, oduzimamo i mno imo skalarom koriStenjem ope-
racija +, - i . Mno enje matrica tako der se provodi koristenjem
zhaka , Sto pokazujemo na Primjeru 4.1. Najprije racunamo AB:

A=1[2-110]
B=I[32 4-2
AB = Ax B % [2 6; 3 2]

Podsjetimo da se da mno enje matrica opcenito nije komutativno Sto
potvr duje i ovaj primjer:

BA = B+ A % [8 -3; 6 -4]

4.4.2 Determinanta, adjungiranaiinverzna matrica. Naredbe
det , adjoint i inv

Determinanta, adjungirana i inverzna matrica dobivaju se koriSte-

njem naredbi det , adjoint i inv , redom. Za matricu A iz Primjera
451 4.7 imamo

A=1]2-13;104; 32-1]

det(A) % -23
adjA = adjoint(A)

invA = inv(A)

adjA =

-8.0000 5.0000 -4.0000
13.0000 -11.0000 -5.0000
2.0000  -7.0000 1.0000
invA =
0.3478  -0.2174 0.1739
-0.5652 0.4783 0.2174
-0.0870 0.3043  -0.0435
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Primijetimo da je rezultat izra en decimalnim brojevima. To je zato
Sto MATLAB za zadani prikaz brojeva koristi tzv.  short prikaz bro-
jeva, u kojem brojeve prikazuje u decimalnom zapisu, zaokru ene na
cetiri decimalna mjesta. Ako elimo prikazati rezultat pomocu raz-
lomaka, tj. cijelih brojeva, koristimo naredbu format S argumentom
rational

format rational

invA = inv(A)
invA =
8/23 -5/23 4/23
-13/23 11/23 5/23
-2/23 7/23 -1/23

Pogledajmo $to se dogada ako pokuSamo izracunati determinantu i
invertirati matricu koja nema inverznu matricu, tj. matricu cija je
determinanta jednaka nuli:

A=[36 12]
det(A) % 3.3307e-16
invA = inv(A)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 4.625929e-18.

invA =
1.0e+16 =
0.6005 -1.8014
-0.3002 0.9007

Vidimo da za determinantu nismo dobili nulu ve€ broj blizu nule
te da je MATLAB upozorio na to da bi matrica mogla biti singu-
larna. Ukoliko bismo pomocu naredbe sym preveli numericke vri-
jednosti elemenata gornje matrice u simbolicke objekte, dobili bismo
tocan rezultat za determinantu i beskonacne vrijednosti za elemente
"inverzne" matrice:

symA = sym(A)
det(symA) % O
invsymA = inv(symA)
invsymA =
[Inf, Inf]
[Inf, Inf]

4.4.3 Zadavanje simboli£kih velifina. Naredbgms

Poka imo i to da MATLAB mo e obaviti simbolicki racun s velici-
nama koje nisu zadane konkretnim vrijednostima. Takve velicine za-
dajemo naredbom syms, koja se od naredbesym razlikuje po tome Sto
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stvara simbolicke varijable (za razliku od sym koja prevodi numericku
vrijednost u pripadni simbolicki objekt).

De nirajmo optu matricu drugog reda te izracunajmo njen inverz
koriStenjem naredbe inv :

syms abcd

A = Ja b; ¢ d]
invA = inv(A)
invA =

[ dia *d - bxc), -b/(a =*d - b=*c)]
[c/(a =*d - b=*c), al(a =+d - b=xc)

Sada de nirajmo matricu invAformula ~ pomo¢u formule za inverznu
matrice iz ove lekcije:

invAformula = adjoint(A) / det(A)

invAformula
[ da *d - b=*c), -b/(a *d - b=xc)]
[c/a =*d - b=xc), al(a =*d - b=xc)]

Vidimo da je rezultat identican onomu dobivenom preko naredbe inv .
Provjeru mo emo obaviti i naredbom isAlways koja usporeduje do
koje su mjere dva logicka izraza jednaka:

provjera = isAlways(invAformula == invA)
provjera =
2x2 logical array

1 1
1 1

Rezultat kojeg smo dobili (same jedinice) govori da je matrica invAformula
jednaka matrici inv(A) dobivenoj naredbom inv .

Ukoliko bismo pak naredbom isAlways , na primjer, usporedili dvije
matrice koje se razlikuju na jednom (ili viSe) mjesta, rezultat bi uka-
Zao na ta mjesta:

A =1[31; -2 4]
B = [3 2; -2 4]
provjera = isAlways(A == B)

provjera =
2x2 logical array
1 0
1 1

4.5 pitanja i zadatci
1. Neka je A matrica simetrije ravnine s obzirom na x-0s, aB s

obzirom na y-0s. Izracunajte AB i BA. Rezultat komentirajte i
geometrijski.
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. Neka je A matrica simetrije ravnine s obzirom na x-0s, aC s
obzirom na pravac y = X. lzracunajte AC i CA. Rezultat ko-
mentirajte i geometrijski.

. Neka je C matrica simetrije ravnine s obzirom na pravac y = X,
a D s obzirom na y = - x. lzracunajte CD i DC. Rezultat
komentirajte i geometrijski.

. Neka je C matrica simetrije ravnine s obzirom na pravac y = X,
a E matrica rotacije ravnine za kut od 60 oko ishodista. Izracu-
najte CE i EC. Rezultat komentirajte i geometrijski.

. RijeSite Zadatak 4. ako je E bilo koji kut . Komentirajte ako je
=90, = 180,o0dnosno = 270.

. Koliko mno enja treba izvrsiti kod racunanja determinante dru-
gog reda, a koliko kod racunanja determinante treceg reda (re-
cimo, razvojem po prvom retku)? PokuSajte razmisljanje nasta-
viti za determinante cetvrtog i veteg reda.

. Provjerite mno enjem istinitost formule (AB) ' =B A" 1
Uputa: treba mno iti matricu  AB s matricom B~ tA- 1 (s lijeva i
zdesna).

. Formulirajte pravilo za determinantu dijagonalne matrice (bilo
kojeg reda). Uputa: odgovor treba biti u terminima elemenata
na dijagonali. Koji je uvjet da bi determinanta bila razlicita od
nule?

. Formulirajte pravilo za inverz dijagonalne matrice (bilo kojeg
reda). Koji je uvjet za postojanja inverza?
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SKALARNI, VEKTORSKI |
MJE'OVITI UMNOSAK
VEKTORA

U lekciji se obraduju skalarni, vektorski i mjeSoviti umno ak vektora i
njihova veza s kutom me du vektorima, povrSinom paralelograma ko-
jeg razapinju dva vektora i obujmom paralelepipeda kojeg razapinju
tri vektora.

5.1 pripadni problem

Vidjeli smo da rezultanta djelovanja dviju sila ne ovisi samo o njiho-
vim velicinama vec i o kutu pod kojim one djeluju. Problem odre di-
vanja tog kuta matematicki se rjeSava pomocu skalarnog umnoska.
Pokus pokazuje da na elektricnu cesticu koja se giba u nekom mag-
netskom polju u svakoj tocki djeluje inducirana sila koja je okomita i
na smjer brzine cestice u toj tocki i na smjer sile magnetskog polja, a
po velicini je proporcionalna velicini sile magnetskog polja, velicini br-
zZine cestice i naboju cestice. Ako se zikalne jedinice usklade, onda
je koe cijent proporcionalnosti sinus kuta izme du vektora brzine i
sile magnetskog polja. Dakle, sila je najveta ako je brzina okomita
na magnetsko polje, a iScezava ako brzina i magnetsko polje imaju
isti smjer. To se matematicki rjeSava pojmom vektorskog umnoska
vektora.

Pomocu vektorskog umnoSka lako se racuna povrSina paralelograma
Sto ga razapinju dva vektora, a pomocu mjeSovitog obujam paralele-
pipeda Sto ga razapinju tri vektora.

5.2 potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo. Za razumijevanije je potrebno ponoviti
pojam vektora i kuta me du vektorima te pojam determinante.

5.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

5.3.1 Skalarni umno®ak vektora

Ova je tema blisko povezana s pojmom kuta medu vektorima i s poj-
mom projekcije vektora na vektor. Pogledajmo dva primjera vektora
i kuta me du njima (Slika 5.1).
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|
Slika 5.1: Projekcija vektora b na vektor a

Vidimo da se izraz |
"b cos

!
prirodno javlja pri projekciji vrha vektora b na vektorI a . Tocnije, taj

izraz mjeri duljinu projekcije vektora ~ b na vektor a skupa s predz-
nakom, koiji je pozitivan ako je kut Siljast, tj. ako projekcija ima isto
usmijerenje kao 1 a, a negativan ako je kut tup, tj. ako projekcija ima
suprotno usmjerenje. Ako gornjl izraz pomno |mo s ' a , dobijemo
skalarni umno ak (produkt) "a’ b vektord a | b:

! P!

"a b="a b cos .
Vrijede sljedeca svojstva skalarnog mno enja - prva tri su ocita, a
posljednje nije:

! !
1. Komutativnost:! a b=0»>b ! a

| ! I ! ;!
2. (Ca) b=a ( b)= (a b)
3.?i?i::]:j :

i j =] k= k

=~

k =1ljerjecos0 =1
Ojerjecos90 =0

| |
4. Distributivnost na zbrajanje:! a (b 4 c) Za'b+alc.pr

zapisu desne strane ove jednakosti ne trebaju zagrade jer je do-
govor da je operacija skalarnog mno enja viSeg reda u odnosu
na zbrajanje.

Koristeti se svojstvima skalarnog mno enja vektora, za analiticki za-
pisane vektore prostora

I I, I, !

"azapi tayj +taszk

| | | |

"b=Db1i +byj +bsk

dobijemo formulu za skalarni umno ak

;!
a b =a;b;+ayb,+ aszbs.

Ovo je formula za vektore trodimenzionalnog prostora. Analogne
formule postoje za vektore iz vektorskog prostora bilo koje dimenzije.
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Primjer 5.1. [Skalarni umno ak vektora]
Izracunajmo skalarni umno ak dvaju vektora i odredimo je li kut
medu njima Siljast, pravi ili tup:
| | | | | | |
() Akoje' a = 2i +3j +4k i b = 2i - 3] + 4k, ondaje

|
'a'b=22+3(-3)+4 4=11

Tu je skalarni umno ak pozitivan, a to znaci da je kut me du
vektorima Siljast.

| | | | | | |
(i) Akoje' a = 2i +3j +4k ib=3i +2j - 3k, ondaje
|
'a’b=23+32+4 (-3)=0.

Tu je skalarni umno ak jednak nuli, a to znaci da su vektori
okomiti.

| | | | | | |
i ojera=2i +3j+4kib=2i +3j) - 4k, ondaje
(iil) Akoje' a = 2i +3j +4k i b =2i +3j - 4k, ond
|
'a'b=22+33+4 (-4=- 3

Tu je skalarni umno ak negativan, a to znaci da je kut me du
vektorima tup. O

Vrijedi i op€enito (Slika 5.2):

- kut medu vektorima je Siljast ako i samo ako je skalarni umno-
ak veti od nule.

- kut medu vektorima je tup ako i samo ako je skalarni umno ak
maniji od nule.

- vektori su okomiti ako i samo ako je skalarni umno ak jednak
nuli - to je uvjet okomitosti dvaju vektora . Na primjer, razliciti
jedinicni vektori me dusobno su okomiti, i zaista vrijedi

Slika 5.2: Odnos skalarnog umno$ka i kuta me du vektorima

Uvjet okomitosti vektora rijecima mo emo izreci ovako:

Vektori su okomiti ako i samo ako je
njihov skalarni umno  ak jednak nuli
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Dalje, ako promatramo skalarni umno ak vektora sa samim sohodo-
Ia2|mo do veze |zmedFu duljine vektora i skalarnog umnoSka: za

! o2
'V—al+bJ+CkIZV v=a’+b?+c?=" dobijemo
! R
V= CVv©v.

Pomocu skalarnog produkta mo emo lako odrediti  kut me du vekto-
rima, a ne samo provjeriti je li taj kut Siljast, tup ili pravi. Naime,
vrijedi:

a' b
cos T
a b

gdje je mjera kuta medu vektorima. Primijetimo da je ovo samo
malo drukcije napisana formula za skalarni produkt.

Primjer 5.2. [Kut me du vektorima]
Za vektore iz Primjera 5.1 vrijedi:

() Tujecos = pztgl%i = L paje, priblino, = 67 43".
(i) Tujecos = 0paje = 90, kako smo i prije rekli.
(i) Tujecos = 33 paje, priblino, = 95 56" O

5.3.2 Vektorski umnofak vektora

Oslanjajuci se na zikalnu predod bu o sili koja se javlja pri gibanju
elektricne cestice kroz magnetsko polje, dolazimo do geometruskede-

nicije vektorskog umnoska (produkta) dvaju vektora ai b kao

vektora | |

“a b

zadanog smjerom, duljinom i orijentacijom ovako (Slika 5.3):

|
Slika 5.3: Vektorski umno ak vektora ! aib
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| |
1. Smjer!. a b okomitje i na aib.
2. Duljina: 'jednaka je povrsini P paralelograma razapetog vekto-
fima a i b, t.
] ! P! .
a b =P="a b sin ,

I
gdje je  kut medu vektorima' a 7 b , Slika 5.4.

|
Slika 5.4: Paralelogram razapet vektorima' a i b

3. Oruentacua poStuje pravilo desne ruke - gledajum s vrha vek-
tora a b, gibanje od vektora a prema vektoru b kroz kut
odvua se suprotno kazaljci na satu. Druglm r|l|eC|ma vektori
! a,b i a b cine kon guraciju poput "~ i, j i k.

Primijetimo da ovako de niran vektorski produkt vektora ima smisla
samo za vektore iz trodimer?zionalnog vektorskog prostora.

| ! [ . .. . .
Izformule "a b ="a b sin dobije se vaan uvjet kolinear-
nosti dvaju vektora :

Vektori su kolinearni ako i samo ako je
njihov vektorski umno  ak jednak nulvektoru

Naime, ka emo da su dva vektora razlicita od nulvektora kolinearna
ako imaju isti smjer, tj. ako se jedan od njih mo e dobiti iz drugoga
mno enjem sa skalarom. To znaci da je kut me du njima 0 (ista orijen-
tacija) ili 180 (suprotna orijentacija). Ako je jedan od dvaju vektora
nulvektor, onda se kut me du njima ne de nira, ali, prema dogovoru,
uzimamo da je vektorski umno ak nula.

Vrijede sljedeca svojstva vektorskog mno enja - prva cetiri su ocita,
a posljednje nije:

. . ! I I ! . . .
1. Antikomutativnost: b "a =-"a b. Ovo svojstvo proizlazi

iz de nicije orijentacije vektorskog produkta (Slika 5.5).

!

2la 'a =0 jer je kut kojeg vektor zatvara sa samim sobom
jednak nula'-kutu. Svojstvo tako der proizlazi iz prvog svojstva,
ako stavimo b =
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3(a) b=Ya b)=a (b)

! ! ! ! ! ! !

At bR =k k=00

i i = k,j k=1i,k i=]

5. Distributivnost na zbrajanje:! a !(b 4 c) = a | b+a lc.
Pri zapisu desne strane ove jednakosti ne trebaju zagrade jer
je dogovor da je operacija vektorskog mno enja viSeg reda u

odnosu na zbrajanje.

Slika 5.5: Svojstvo antikomutativnosti vektorskog mno enja

Koristeti se svojstvima vektorskog mno enja vektora te pojmom de-
terminante, za analiticki zapisane vektore prostora

] I, . !

"a=zapi tayj +taszk

I | ! I

"b=bii +byj +bsk

dobijemo formulu za vektorski umno ak
[
| | i i k
‘a b= a; a aj
b1 by b3
I I I
= (agbs- aszhy) i -(aibsz- aszbi)j +(aibz- azbi) k.

Primjer 5.3. [Vektorski umno ak vektora] | | | |

Odredimo vektorski umno ak vektora Ya = 2i + 3j +4k i b =

3i +2j - 3k te povrSinu paralelograma $to ga oni razapinju:
Lo

| ! Lk L. Lo
"a b= 2 3 4 =-17i +18j - 5k
3 2 -3
I ! q p___
P="a b = (- 17)2+ 182+(- 5)2: 638
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5.3.3 Mije2oviti umnoPak vektora

D . P . .
MjeSoviti umno ak triju vektora a, b i ¢ de niramo kao broj

ba by c.

Iz formula za racunanje skalarnog i vektorskog umnoska vektora, za
prostorne vektore
| I I !
"az-api tayj +taszk
| | |
bi1i + b j + b3z k
I I I, !
’ =Cl tCJ +¢C3 k

o
|

dobivamo sljedetu formulu za mjeSoviti umno ak

| | | a; ap as
ta "b) ' c= by by bs
Cip C» C3

Primjer 5.4. [MjeSoviti umno ak vektora] | | |
Odredlmo mjesovm umno ak vektora Ya = 2i + 3j +4k, b =
3|+21-3krc—5|+1- k:

| | | 2 3 4
(a "b)y’c= 3 2 -3 =-62
51 -1

O]

MijeSoviti umno ak vektora ima sljedece geometrusko znacenje : uocimo
paralelepiped razapet vektorima' a, b f c, tj. kosu prizmu kojoj je

baza paralelogram razapet vektorlma a | b, a tre€i joj je brid odre-
den vektorom' ¢ (Slika 5.5).

|
Slika 5.6: Paralelepiped razapet vektorima a,b i c
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Obujam V tog paralelepipeda je dan s

v="Ya ‘bn)'c,

odnosno | | |
(a b)) ' c=V,

gdje je predznak + ili - , ovisno o tome cine li vektori ' a ,! bic (u
tor'n re(IJIoinjedu) desni sustav ili ne, tj. cine li oni kon guraciju poput
i, j ik iline, $to mo emo provjeriti pomocu pravila desne ruke.
Na primjer, vektori iz Primjera 5.4 ne cine desni sustav i razapinju
paralelogram obujma V = 62. Broj - 62koji je jednak mjeSovitom um-
no3ku neki zovu orijentirani obujam.

Vruedl sljedece ocito svojstvo mjeSovitog mno enja : ako u izrazu
I(a b) ¢ dva vektora zamijene mjesta, vrijednost izraza ostaje ista
ili samo promijeni predznak. To je zato Sto se obujam paralelepipeda
razapet tim vektorima ne mijenja - uvijek ostaje isti paralelepiped.
Preciznije, vrijedi:

ba 'p)'c=(b 'e)la=tc 'a) b,

kao i za preostale tri kombinacije poretka vektora:

I I ! ! I ] ! I
ta'cyb=(b 'a)lc={c b)a,

ali se vrijednost kod posljednje tri jednakosti, u odnosu na prve tri
jednakosti, mijenja u suprotnu.

Za tri vektora ka emo da su komplanarni ako le e u istoj ravnini.
Ako su vektori razliciti od nulvektora, to je ekvivalentno tome da se

jedan (bilo koji) od njih mo e izraziti kao linearna kombinacija pre-

ostalih dvaju. 1z geometrijske interpretacije mjeSovitog produkta kao
orijentiranog obujma paralelepipeda dobije se uvjet komplanarnosti

triju vektora :

Tri vektora su komplanarni ako i samo ako je
njihov mje Sovitiumno ak jednak nuli

Naime, tri su vektora komplanarna ako i samo ako je paralelepiped
koji razapinju degeneriran, tj. ako je obujam tog paralelepipeda jed-
naku nuli, a to ¢e biti ako i samo ako je njihov mjeSoviti umno ak
jednak nuli.
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5.4 primjena matlab-a

5.4.1 Skalarni umno®ak vektora i kut mezu vektorima. Na-
redba dot

Poka imo na Primjeru 5.1 (i) kako se koristi naredba dot za racunanje
skalarnog umnoska:

a = [2 3 4]
b =1[2 -3 4]
dot(a, b) % 11

Podsjetimo se da smo pomocu skalarnog umnoska i modula vektora
mogli racunati i kosinus kuta me du vektorima. Pokaimo kako se,
pomocu naredbe acos za arkus kosinus, dobiva kut me du vektorima:

acos(dot(a, b) / (norm(a) * norm(b))) % 1.1817

Rezultat je izraen u radijanima. Ukoliko taj kut elimo dobiti u
stupnjevima, umjesto acos koristimo acosd :

acosd(dot(a, b) / (norm(a) * norm(b))) % 67.7090

5.4.2 Vektorski umno®ak vektora. Naredbaross

Vektorski umno ak vektora racunamo naredbom cross , Sto pokazu-
jemo na primjeru vektora iz Primjera 5.3. Ujedno racunamo i povr-
Sinu paralelograma razapetog tim vektorima:

a = [2 3 4]
b=1[32-3
cross(a, b) % [-17 18 -5]
P = norm(cross(a, b)) % 25.2587

Simbolicki racun upoznali smo u prosloj lekciji, a ovdje pokazujemo
da MATLAB kod naredbe cross koristi formulu za vektorski umno-
ak identicnu onoj iz ove lekcije:

syms al a2 a3 bl b2 b3
a = [al a2 a3]

b = [b1l b2 b3]

axb = cross(a, b)

axb = [a2 *b3 - a3 *b2, a3 *bl - al »b3, al b2 - a2 xbl]

5.4.3 Mje?oviti umno®ak vektora

S obzirom na to da u MATLAB-u ne postoji naredba za mjeSoviti um-
no ak vektora, de nirajmo je sami i izracunajmo mjeSoviti umno ak
vektora iz Primjera 5.4, a ujedno i volumen paralelepipeda razapetog
tim vektorima:
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b
c

mix
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[2 3 4]
[3 2 -3]
[5 1 -1]
= @(a, b, c) dot(cross(a, b), c)

vol = @(a, b, c) abs(mix(a, b, c))
mix(a, b, c) % -62
vol(a, b, c) % 62

5.5 pitanja i zadatci

| |
1. (i) Neka sile’ F i G imaju zajednicko hvatiste. Oollreditle in-

tenzitet rezultantne sile u terminima intenziteta ~ F ," G i

| |
kuta medu silama Fi G.
I I
(i) Provedite postupak iz (i) akoje "F = 5N, G = 3N i

= 60 .
- R—+—
Uputa: koristite folrmuI}J ! v = v’ v zamodul vektora! v u
koju uvrstite' v = F + G.

. . . ! 1o L
(i) Odredite kut izme d’uvektora‘I u +] vV [ u uterminima " u ,
“v ikuta medu vektorima’ u i v.

(i) Provedite postupak iz (i) ako je 'y = 5,! v =3i =60.
Uputa: koristite Zadatak 1. kako bi odredili ! u 4 V.

. Izracunajte! a i ' a’ j ! a k. Uocite pravilo i formulirajte
ga za vektore u prostoru bilo koje dimenzije.

| | | | | | |
Nekajé a = aji +ayj +azkib =byi +byj +bsk. Uvr-

Stavajuci u formulu za racunanje vektorskog produkta pomocu

determinante poka ite da je:

! I I !
) b "a=-"a b

i)'a 'a=o.

Koristeti svojstva vektorskog produkta obrazlo ite zasto je

1 ! ! 1 !

(a+b) b=a b.
Obrazlo ite i koristeti de niciju vektorskog produkta, pomocu
smjera, apsolutne vrijednosti i orijentacije.

1 o b ! . - .
Izracunajtee a i,a j i a k. Uocite pravilo i formuli-

rajte ga.

. Koristeti svojstva determinante obrazlo ite zaSto je

P N R S RN
(a "b)'c=({b "c) a.
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8. KaoristeCi smjer vektorskog produkta obrazlo ite zaSto je
I ! I
(a b) a=0.

Obrazlo ite isto koristeti svojstva determinante.

78



LINEARNI SUSTAVI |
NJIHOVO RJE'AVANJE

U lekciji se obraduje linearni sustav, njegov matricni zapis i rjieSavanje
pomocu inverzne matrice (ako je to moguce), Cramerovim pravilom
te Gauss-Jordanovom metodom. Takoder se obraduje jedan brz algo-
ritam za odre divanje determinante i inverzne matrice.

6.1 pripadni problem

Mnogi se prakticni i teoretski problemi svode na linearne sustave.
Naime, velicine koje se razmatraju u pravilu nisu nezavisne, vet su
povezane odredenim jednad bama. Najjednostavnija, ali vrlo cesta
situacija jest ona kad su te jednad be linearne. Tada svaka bitno nova
jednad ba smanjuje stupanj slobode za jedan. Ako veza (jednad ba)
ima koliko i velicina (nepoznanica), onda se, u praksi, u pravilu do-
biva jedinstveno rjeSenje (stupanj slobode nula), koje se, potom, inter-
pretira kao jedinstveno rjeSenje problema.

6.2 potrebno predznanje
Potrebno je poznavati sustav dviju linearnih jednad ba s dvjema ne-

poznanicama, pojam rjeSenja i metode njihova rjeSavanja (gradivo iz
osnovne i srednje Skole) te osnovna svojstva matrica i determinanta.

6.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima
6.3.1 Pojam linearnog sustava

Linearni sustav od m jednad ba s n nepoznanica jest sustav oblika:

ajiX1 +apxs+  t+apmXn = by

Az X1+ azpXa+  t+axX, = b
ami X1t amz2 X2 + + amn Xn = b

Brojevi aj , 1 = 1,2,:::,m, j = 1,2,::0,n 0 byg,bo, i1, by zovu se
koe cijenti , axi,X2,:::,Xn hepoznanice.
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Na primjer, za m = 2i n = 3 dobije se sustav od dviju jednad ba s
trima nepoznanicama:

b1
bs.

a11X1 + agpXo + ai3Xxs

a1 X1 + azp Xz + ax3X3
Konkretno:

Primjer 6.1. [Linearni sustav od dviju jednad ba s trima nepoznani-
cama]

|
o1

2X1 - 3Xo + 4x3 =
3X1 - 4%y + BXx3 =

[
~

O]

Ako je m = n, tj. ako linearni sustav ima jednako jednad ba kao i
nepoznanica, sustav zovemo kvadratnim sustavom n-tog reda:

a1 X1+ apXo+ ...+ anXp = bl

Ap1 X1+ apXo+ ...+ axXn = by

an1 X1+ ana X2 + ...+ anpn Xn = by

Na primjer:

|
lon
firy

a11X1 + ajpXp + a13X3 =

|
o
N

a1 X1 + Ao Xo + ap3zX3z =

az1X1 + agzXz + AzzXz = b
je zapis opteg sustava treceg reda. Konkretno:
Primjer 6.2. [Kvadratni sustav treCeg reda]

4
5
7.

X1+ Xo + X3

2X1 - 3Xo + 4X3

3X1 - 4Xy + 5x3
O

RjeSenje linearnog sustava sn nepoznanica je svaka uredena n-torka
(1, 2,:::, n) koja, ako se uvrsti umjesto nepoznanica (X1,X2,:::,Xn),
zadovoljava sve jednad be sustava.

Primjer 6.3. [RjeSenje linearnog sustava]
Trojka (2, 1,1) rjeSenje je sustava iz Primjera6.1 jer je

22-31+41=5
32-41+51=71.
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I trojka (1,- 1,0) je rjeSenje tog sustava jer je
2 1-3(1)+40=5
31-4(-1D+50=7.

Inace, gornji sustav ima beskonacno mnogo rjeSenja. Da je trojka
(2,1,1) rjeSenje sustava piSemo kao(x1,X2,X3) =(2,1,1) ilikao x1 =
2,X2 = l,X3 =1

Lako se vidi da je (2,1,1) jedino (jedinstveno) rjeSenje sustava iz Pri-
mjera 6.2. O

Opcenito, mogu nastati tri mogucnosti:
1. sustav ima jedinstveno rjeSenje
2. sustav ima beskonacno mnogo rjeSenja

3. sustav nema rjeSenja.

6.3.2 Matrifni zapis sustava

Ako se koe cijenti uz nepoznanice postave u matricu sustava, tj. u
matricu s m redaka i n stupaca (m n matricu)

2 3
al di2 I Adin
§ ar; Ay I ann z
A= } . ) . :
Ami adm2 i @mn
a slobodni koe cijenti bq,bs,:::, by | nepoznanice Xi,X2,:::,Xy U
jednostupcane matrice
2 3 2 3
bl X1
b2 X2
S L
bm Xn

sustav se kratko mo e zapisati u matricnom obliku kao
Ax = b.
Gornji zapis zovemo matricni zapis sustava .

Primjer 6.4. [Matricni zapis sustava]
Matricni zapis sustava iz Primjera 6.2 jest

2 32 3 2 3
1 1 1 X1 4
42 -3 454 x,5=455,
3 -4 5 X3 7
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6.3.3 Regularni sustav i njegovo rje2avanje

Kvadratni linearni sustav Ax = b zove seregularnim ako mu je ma-
trica sustava A regularna, tj. ako ima inverznu matricu A" 1 &to vri-
jedi ako je zadovoljen uvjet det A 6 0. Takav sustav ima jedinstveno
rieSenje koje se mo e dobiti na viSe nacina:

(i)

(ii)

Metoda invertiranja matrice sustava : rjeSenje regularnog sus
tava AX = b je dano s

x= A 1b.

Uocimo analogiju s linearnom jednad bom ax = b i njenim
rieSenjemx = a b, tj. x = g samo Sto je kod nje uvjeta 6 0
(da bismo mogli dijeliti s a), a u linearnom sustavu det A 6 0
(da bi postojala inverzna matrica matrice A).

Primjer 6.5. [Metoda invertiranja matrice sustava]
U Primjeru 6.4, matrica sustava je

2 3
1 1 1
A=42 -3 45
3 -4 5
Dobije se detA = 4 i, koritenjem poznate formule A-1 =
1
detAA ! 2 3
1 1 -9 7
A= 14 2 2 -25,
1 7 -5
Sustav je regularan i rjeSenje mu je, prema formuli x = A" b,
2 3 2 32 3 2 _3
X1 1 1 -9 7 4 2
4 x,5=-42 2 -25455=415,
X3 4 1 7 -5 7 1
ti. X2 = 2, X2 = 1, X3 = 1, kako smo i prije dobili. O

Cramerovo pravilo : to je samo raspisana varijanta metode po-
mocu inverzne matrice. Kako se to pravilo, iako vrijedi opce-
nito, koristi ponajviSe za rjeSavanje sustava drugog i treceg reda
(jer je za sustave veteg reda zamorno), objasnit €éemo ga na kon-
kretnom, vet videnom primjeru sustava treceg reda.

Primjer 6.6. [Cramerovo pravilo]

RijeSimo Cramerovim pravilom sustav iz Primjera 6.4. U Pri-
mjeru 6.5 vidjeli smo da je determinanta sustava D = 4. Treba
jo§ izracunati determinante D4, D, i D3 tako da u determinanti
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sustava redom zamjenjujemo prvi, drugi, odnosno treci stupac
sa stupcem slobodnih koe cijenata:

4 1 1
D= 5 -3 4 =8
7 -4 5
1 41
D,= 2 5 4 =4
3 75
1 1 4
D3= 2 -3 5 =4,
3 -4 7
Sad je, prema Cramerovu pravilu:
D, 8
X1 = —= —=2
"D 4
D, 4
Xo= — = —=1
"D "4
D; 4
X3 = — = —=1,
"D a
kako smo i prije dobili. O

(iii) Gauss-Jordanova metoda: to je u biti metoda suprotnih koe -
cijenata (koja se obraduje ve¢ u osnovnoj $koli), samo §to se
ne piSu jednad be vet se vrSe tzv. elementarne operacije -
transformacije na koe cijentima sustava, tocnije, na retcima tzv.
proSirene matrice sustava A | b

1. zamjena redaka
2. mno enje retka brojem razlicitim od nule

3. dodavanije retka drugom retku.

Napomenimo da je ova metoda pogodna za rjeSavanje svih line-
arnih sustava, a ne samo kvadratnih ili regularnih. Pored toga,
ova metoda je posebno pogodna za rjeSavanje velikih sustava
jer je algoritamski neusporedivo br a od obje prethodno opi-
sane metode.

Metodu Eemo objasniti na vet rjeSavanom primjeru.

Primjer 6.7. [Gauss-Jordanova metoda - regularan sustav]
Gauss-Jordanovom metodom rijeSimo sustav iz Primjera 6.4. Kre-
temo od proSirene matrice sustava dobivene tako da matrici
sustava dodamo stupac slobodnih koe cijenata:
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3 2 3

1 1 1] 4 1 1 1] 4

42 .3 4j 55440 -5 2 -35

3 -4 5 7 3 -4 5 7

3 2 3

1 1 1 4 1 1] 4

§40 -5 2 j -35840 2 0 25

0 -7 2j -5 0 -7 2j -5

. 3 2 3

1 1 1 4 11 1] 4

d40 1 0j 15840 1 0j 15

0 -7 2j -5 00 2j 2
2 3
11 1] 4
§40 1 0j 15,
00 1) 1

gdje smo izvrsili sliedete elementarne operacije:
$ prvi redak pomnoilismos - 2idodali drugom
prvi redak pomnoiilismos - 3idodali treCem
od drugog retka oduzeli smo treci

drugi redak podijelilismos 2

drugi redak pomno ili smo sa 7 i dodali trecem

Vo Vi O 0w O

tre€i redak podijelilismo s 2.

Do ovog mjesta postupak se obicno zove Gaussova metoda -
prepoznajemo je po tome Sto smo u prvom dijelu matrice dosli
do gornje trokutaste matrice s jedinicama na dijagonali. Njome
sSmo pocetni sustav sveli na

X1+ Xo + X3

0 X1 +X2+ 0 X3
0 X1 +0 Xo+X3=1,

ti. X = X3 = 1i X1 + Xp + X3 = 4, odakle dobijemo x; = 2, kako
smo i prije imali.

Mi €emo nastaviti rjeSavati sustav matricno i to tako da sad
idemo od najdonjeg retka prema gore - to je Jordanova metoda
koja, skupa s Gaussovom, cini Gauss-Jordanovu metodu. Po-
ka imo Jordanovu metodu (nastavljamo tamo gdje smo stali u
Gaussovoj metodi):

2 3 2 3
11 0] 3 10 0] 2
d40 1 0j 15840 1 0 15,
00 1j 1 00 1j 1

gdje smo izvrSili sliedete elementarne operacije:
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(%2N]

od prvog retka oduzeli smo treti

oo

od prvog retka oduzeli smo drugi.

Sad iz posljednje matrice izravno citamo: X; = 2, Xp = 1, X3 =
1 O

6.3.4 Rje2avanje neregularnih sustava

Kao Sto smo vet rekli, Gauss-Jordanova metoda pogodna je (za raz-
liku od druge dvije opisane metode) za rjeSavanje svih, a ne samo
regularnih sustava. Dakle, mo emo je koristiti i za rjeSavanje sustava
koji imaju beskonacno mnogo rjeSenja te za rjeSavanje sustava koiji
nemaju rjeSenja.

Primjer 6.8. [Gauss-Jordanova metoda - neregularan sustav]
Gauss-Jordanovom metodom rijeSimo sustav

5
7

X1- Xo+ X3 = 2.

2X1 - X2 + 4X3

3X1 - 4Xy + 5x3

Da bismo na pocetku imali 1 (5to je pogodno), tre€u jednad bu sta-
vimo na prvo mjesto. Vidimo da smo dobili sustav koji se samo za
jedan predznak razlikuje od onog kojeg smo rjeSavali u prethodnim
primjerima. Vidjet cemo da ovaj sustav ima beskonacno mnogo rje-
Senja. Postupak temo ubrzati tako Sto €éemo, kad to bude zgodno,
obaviti viSe elementarnih operacija:

2 3 2 .3
2 -3 4 ] 5 1 -1 1] 2
43 -4 5 ) 75843 -4 5 75
1 -1 1 2 2 -3 4] 5
2 .3
1 -1 1 2
40 -1 2 j 15,
0 -1 2 j 1

gdje smo izvrSili sliedete elementarne operacije:
S zamijenili smo prvi i tre€Ci redak

¢ od drugog retka oduzeli smo trostruki prvi, a od treteg dvos-
truki prvi.

Dobili smo isti drugi i tre€i redak, tako da treci mo emo odbaciti. Do
istog zakljucka dosli bismo da smo od treteg retka oduzeli drugi jer
bi tada treCi redak sadr avao same nule. Dakle, od sad imamo samo
dva retka te nastavljamo s elementarnim operacijama:

1-11j2 g 1-1 1 2
0 -1 2 j 1 0 1 -2 j -1
g 10 -1 1
01 -2j -1"
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gdje smo izvrSili sliedete elementarne operacije:
3 : -
S drugi redak pomnoilismos -1

é drugi redak dodali smo prvom.

Dosli smo do jedinicne 2 2 matrice na lijevom dijelu proSirene ma-
trice sustava ciji treci stupac ne mo emo dalje sre divati jer smo ukla-
njanjem treceg retka izgubili jedinicni element na glavnoj dijagonali.
Stoga ovdje stajemo i ocitavamo skup rjeSenja u ovisnosti 0 x3:

X1 =1+ X3

Xo =- 1+ 2X3.
Nepoznanicu X3 mo emo birati po volji. Na primjer:

0 dobijemo x; = 1, xp =- 1

(i) za x3

(i) za x3 = 1dobijlemo x; = 2,x, = 1

(i) za x3 = 3 dobijemo x; = 3, x, = 0, itd.

Uocimo da smo tako rijesili i sustav iz Primjera 6.1. U ovom slucaju
(kad jednu nepoznanicu biramo po volji) ka emo da je skup rjesenja
jednodimenzionalan. O

6.3.5 Algoritam za rafunanje determinante

Pomocu elementarnih operacija na retcima mo e se izracunati deter-
minanta. Ta je metoda, opcenito, neusporedivo br a od one s razvo-
jem po stupcu ili retku.

Od postupka u Gauss-Jordanovoj metodi razlikuje se po tome Sto se
pri dijeljenju nekog retka brojem, taj broj treba izluciti i Sto se pri
zamjeni mjesta dvaju redaka, mijenja predznak.

Primjer 6.9. [Racunanje determinante pomotu elementarnih opera-
cija]
Izracunajmo determinantu matrice

2 3
1 1 1
A=42 -3 45,
3 -4 5

Vet smo u Primjeru 6.5 vidjeli da je det A = 4. Sad ¢emo taj rezul-
tat dobiti ovom metodom, uz oznake za elementarne operacije na
retcima kao u Primjeru 6.7:
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -342 0-5220-52
3 -45 3 -45 0 -7 2
1 1 1 1 1 1 111
202 0220 1 022010
0O -7 2 0O -7 2 0 0 2
111
22010 =4
0 01
O
Primjer 6.10. [Racunanje determinante pomoctu elementarnih opera-
cija]
Izracunajmo determinantu matrice
2 3
2 -3 4
A=43 -4 55,
1 -1 1

Determinantu rjeSavamo koriste€i iste prve dvije elementarne opera-
cije kao u Primjeru 6.8, samo Sto kod prve operacije, zbog zamjene
redaka determinanta mijenja predznak, a operacija ovdje oznacena s
3 od treteg retka oduzima drugi:

2 -3 4 1 -1 1
3 -45 2. 3 -4 5
1 -1 1 2 -3 4
1 -1 1 1 -1 1
2. 0 -12 2 o0-12 =0
0 -1 2 0 0 O

O

Vidimo da posljednji redak sadr ava samo nule pa se razvojem po
tom retku lako mo emo uvijeriti da je det A = 0. Ovo ujedno ukazuje
na cinjenicu da sustav iz Primjera 6.8 nije regularan (tamo smo vidjeli
da je to sustav koji ima beskonacno mnogo rjeSenja).

6.3.6 Metoda za odrezivanje inverzne matrice

Pomoctu elementarnih operacija na retcima mo e se odrediti inverz
matrice. Ta je metoda, opcenito, neusporedivo br a od one s adjungi-
ranom matricom. Od postupka u Gauss-Jordanovoj metodi razlikuje
se po tome Sto nema zamjene redaka.
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Opis metode: do matrice A dodamo jedinicnu matricu | i vrSimo ele-
mentarne operacije ha retcima dok se jedinicna matrica ne pojavi na
lijevoj strani. Tada je inverz A” 1 na desnoj:

Ajl s s | jA1

Primjer 6.11 [Odredivanje inverza pomocu elementarnih operacija]
Odredimo inverz matrice

2 3
1 1 1
A=42 -3 45,
3 -4 5

Inverz smo vec racunali u Primjeru 6.5. Sad ¢emo to obaviti ovom
metodom, uz oznake za elementarne operacije na retcima kao u Pri-
mjeru 6.7, s time da Eéemo ovdje postupak ponegdje ubrzati tako Sto
temo, tamo gdje je moguce, u jednom koraku obaviti viSe operacija:

2 3 2 3
1 1 1j 100 1 1 1j 1 00
42 -3 4j0105%¥40 -5 2 -2 1 05
3 -45j001 0 -7 2 -3 01
3 2
1 1 1j 1 0 0 1 1 1j 1 0 0
§40 2 0j 1 1 -15840 1 o0 1 1 -1
0 -7 2j -30 1 0 -7 2j -3 0 1
. 3 2 _ 3
11 1)1 0 0 111j 1 0 0
§40 10 3 § -35840 10} } -}5
002j 3 35 -3 00 1j 7 % -3
100t .2 73
78 I 2 -7 3
s4010j % & -%5.
001§ -}

Sad stajemo jer smo na lijevoj strani dobili jedinicnu matricu. Inverznu
matricu ocitavamo na desnoj strani. Vidimo da je, kao i u Primjeru

6.5
: 2, 4 .3 2 3
-1 4? A 141-9 75
A = % g 'g :Z 2 2 '2 .
i 1 "3 17 -5

O]

Primjer 6.12. [Odredivanje inverza pomocu elementarnih operacija]
Odredimo inverz matrice

2 3
1 1 1
A=42 -3 45,
3 -2 5

Primijetimo da se zadana matrica razlikuje od one iz prethodnog pri-
mjera samo u drugom elementu zadnjeg retka. Stoga koristimo iste
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prve dvije elementarne operacije na retcima kao u Primjeru 6.11, dok
operacija ovdje oznacena s3 od drugog retka oduzima treci:

2 _ 3 2 3
1 1 1j 100 1 1 1j 1 00
42 .3 4j0 1 05%40 -5 2j -2 1 05
3 -25j00 1 0 -5 2 -301
1 1 1) 10 0°
§40 0 0j 1 1 -15
0 -5 2j -30

Sada smo u drugom retku dobili same nule, $to znaci da netemo
moci posticti da taj redak izgleda kao drugi redak jedinicne matrice.

Stoga ovaj postupak ne mo emo nastaviti dalje, $to ukazuje na to da
matrica A nema inverznu matricu. O

6.4 primjena matlab-a

6.4.1 Zadavanje irje2avanje linearnog sustava. Naredbaive

Poka imo na sustavu iz Primjera 6.2 kako se zadaje linearni sustav i
kako se rjeSava koriStenjem naredbesolve :

syms x1 x2 x3

jedl = x1 + x2 + x3 == 4

jed2 2 *x1 - 3*x2 + 4xx3 == 5

jed3 = 3 *x1 - 4 *xx2 + 5%xx3 == 7

riesenje = solve([jedl, jed2, jed3], [x1, x2, X3])

rjesenje =
struct with fields:
x1: [1x1 sym]
x2: [1x1 sym]
x3: [1x1 sym]

Ovdje za rjeSenje dobivamo strukturu, tip podatka u MATLAB-u u
kojem su slicni podaci grupirani zajedno u polja kojima pristupamo
S imeStrukture.imePolja . Konkretno, do rjeSenja zadanog linearnog
sustava dolazimo ovako:

[riesenje.x1; rjesenje.x2; rjesenje.x3] % [2; 1; 1]

6.4.2 MatriEni zapis i matriEno rje2avanje sustava. Naredbe
equationsToMatrix i linsolve

Matricni zapis sustava dobivamo pomotu equationsToMatrix . Poka-
imo to na Primjeru 6.4, tj. na istom sustavu kao u 6.4.1:

[A,B] = equationsToMatrix([jedl, jed2, jed3], [x1, x2, x3])

89



linearni sustavi i njihovo rje2avanje

A =
1, 1, 1]
2, -3, 4]
[3, -4, 5]
B =
4
5
7

Tako zapisani sustav sada rieSavamo naredbomlinsolve
X = linsolve(A,B) % [2; 1; 1]

Sustav smo mogli zadati i tako da najprije zadamo Ai B, a potom ga
rijeSimo pomocu linsolve

6.4.3 Rje2avanje regularnog sustava

Sustav iz 6.4.1 odnosno 6.4.2 je regularan, u $to se mo emo dodatno
uvjeriti provjerom da je determinanta matrice sustava razlicita od

nule. Stoga ga mo emo rijeSiti i metodom invertiranja matrice sus-
tava:

det(A) % 4
inv(A) = B % [2; 1; 1]

6.4.4 Rje2avanje neregularnog sustava

Neregularni sustavi ne mogu se zadovoljavajuce rijeSiti pomoc€u solve ,
linsolve ili inv . Na primjer, za sustav iz Primjera 6.8 za rezultat na-
redbe linsolve(A, B) dobili bismo upozorenje da nesto nije u redu,
ali i jedno od beskonacno mnogo rjeSenja:

A=1[2-343-45;1-11]
B [5; 7; 2]
X = linsolve(A, B)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 2.775558e-18.

X =
-0.5000
-4.0000
-1.5000

Naredba inv dala bi isto upozorenje i ponudila jedno rjeSenje za ko-
jega se mo e provijeriti da je netocno:

X = inv(A) + B
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Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 2.775558e-18.

6.5 pitanja i zadatci

1. ZapiSite matricno sustav

X1+ X3=4
2X1- 3X2:3
3X1 - 4%y + 5x3 = 6.

Je li sustav regularan? Uputa: izracunajte determinantu matrice
sustava.

2. (i) Kojim se obradivanim metodama mo e rjeSavati sustav

X1+ 2%+ 3x3 = 4
2X1- 3o+ 4x3 =5
3X1 - X2+ 7X3 = 9?
Uputa: izracunajte determinantu matrice sustava.
(i) Koliko sustav ima rjeSenja? Uputa: treca jednad ba dobije
se zbrajanjem prve i druge, pa se mo e izostaviti.
3. Koliko rjeSenja ima sustav
X1- 2Xp+ 3X3 = 4
2X1 - 4%y + 6X3 = 8
- 3Xy + 6Xo - 9xg =- 12?

Uputa: druga se jednad ba dobije iz prve mnoenjem s 2, a
tre€a mno enjem s - 3, pa se mogu izostaviti.

4. Koliko rjeSenja ima sustav

X1+ 2%+ 3x3 =4
2X1- 3o+ 4x3 =5
3X1 - X2+ 7X3 = 67
5. (i) ZapiSite matricno sustav
ax+ by =e
cx+ dy = f.
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(i) RijeSite sustav iz (i) koristeCi inverznu matricu i pomocu
Cramerove metode (uz pretpostavku da je sustav regula-
ran). Usporedite rezultate.

6. Koliko mno enja treba izvrSiti kod racunanja determinante dru-
gog reda, a koliko kod racunanja determinante treceg reda po-
mocu elementarnih operacija? PokuSajte razmiSljanje nastaviti
za determinante cetvrtog i viSeg reda. Usporedite s brojem mno-
enja kod metode razvoja po nekom stupcu ili retku.

7. Odredite inverz matrice:

2 3
0

4 9 5

o Wk

1
-29.
-1 2

Uputa: u prvom koraku oduzmite treci redak od prvoga tako
da bi zapocinjao s 1 (a ne s nulom).

8. Koristeti elementarne operacije odredite inverz dijagonalne ma-
trice. Komentirajte.
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SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI
| SVOJSTVENI VEKTORI

U lekciji se obraduju pojam te geometrijsko i zikalno znacenje svoj-
stvene vrijednosti i svojstvenog vektora na primjerima matrica dru-
gog reda.

7.1 pripadni problem

Mrlja u obliku kruga, sastavljena od cestica jednoliko raspore denih
oko sredista, radijalno se Siri. Jedna od najjednostavnijih moguénosti
jest da to Sirenje, geometrijski, bude dilatacija ili kontrakcija u svim
smjerovima. Takve se pojave opisuju skalarnim matricama (koje dje-
luju prakticno kao brojevi).

Nesto slo enija je situacija kad imamo takvo rastezanje koje je radi-
jalno samo uzdu koordinatnih osi (ali, mo da, po svakoj osi s dru-
gim intenzitetom). Ono se opisuje dijagonalnim matricama.

Takvo djelovanje u ravnini, koje je radijalno po dvama okomitim prav-
cima kroz ishodiste, opisuje se simetricnim matricama. Slicno vrijedi
za prostor i za viSe dimenzije. To jedan od glavnih razloga va nosti
simetricnih matrica i njihove uloge u primjenama - one su vrlo bliske
brojevima, odnosno dijagonalnim matricama.

7.2 potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo. Za usvajanje je potrebno razumijeti
pojam vektora, matrice i djelovanja transformacija, tj. matrica tran-
sformacija na tocke ravnine ili prostora.

Primjer 7.1. [Posebni smjerovi djelovanja nekih transformacija]

U ovom €emo primjeru, uz ostalo, razmatrati u Sto se transformiraju,
pri djelovanju transformacije ravnine, kvadrat s vchovimau ( 1, 1)
i jedinicna kru nica sa sredistem u ishodiStu, odnosno pripadni krug.

(i) Uocite da simetrija ravnine s obzirom na x-0s, od svih pravaca
koji prolaze ishodiStem, tj. smjerova, ima dva istaknuta:

X-0s, ciju svaku tocku ostavlja na miru. Za svaki takav
pravac ka emo da je ksni pravac .

y-0s, koju ostavlja na miru, ali ne i njene tocke vet ih zrcali
s obzirom na ishodiste.
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(ii)

svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

To se ocituje i u matricnom zapisu simetrije:

1 o0
A o o1
gdje se broj 1 odnosi na x-0s, a broj- 1 na y-os. To se vidi i iz
djelovanja na jedinicne vektore:

R L
A(i)=1,A(j)=-].
Uocimo, tako der, da pri simetriji s obzirom na x-0s, navedeni

kvadrat i krug prelaze u sebe, samo se dio iznad x-0si zamje-
njuje s onim ispod (Slika 7.1).

Slika 7.1: Primjer 7.1 (i)

Rotacija ravnine oko ishodista za kut nema istaknutih smje-
rova, osim ako je to rotacija za 0 ili 180 kad su svi smjerovi
istaknuti. Navedeni kvadrat i krug prelaze u neki drugi suk-
ladni kvadrat ili krug (samo se zavrte). IshodiSte je jedina tocka
koja ostaje na miru pa ga zovemo ksna tocka .

(iii) Skalarna matrica

2 0
0 2

odreduje homotetiju s obzirom na ishodiSte s koe cijentom 2
(dilataciju).

A =

Slika 7.2: Primjer 7.1 (iii)

94



svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Njoj su svi smjerovi kroz ishodiSte istaknuti, tj. svaka se tocka
preslikava u tocku na istoj zraci kroz ishodiste, ali na dva puta
vetoj udaljenosti (Slika 7.2).

Pripadni kvadrat prelazi u kvadrat s vrhovima (2, 2), a krug
u krug sa srediStem u ishodiStu polumjera 2 (Slika 7.3).

Slika 7.3: Primjer 7.1 (iii)

| tu je ishodiste jedina tocka koja ostaje na miru.
Fizikalno, mo emo zamisljati da je u jedinicnom krugu oko isho-
dista bila nakupina cestica, koja se radijalno Sirila neko vrijeme,
a novi krug predocuje novo stanje. To $to su ovdje svi smjerovi
istaknuti, odnosno da po svim pravcima kroz ishodiSte transfor-
macija djeluje kao dilatacija s koe cijentom 2, mo emo zapisati
kao

A!( V)= bv

za sve vektoré v (Slika 7.4).

Slika 7.4: Primjer 7.1 (iii)

(iv) Dijagonalna matrica

_ 30

A= 0 2

odreduje slo eno rastezanje . Ima dva istaknuta smijera, tj. dva
pravca kroz ishodiSte koji prelaze u sebe:

x-0s koja odgovara broju 3 i na kojemu transformacija dje-
luje kao dilatacija s koe cijentom 3
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y-0s koja odgovara broju 2 i na kojemu transformacija dje-
luje kao dilatacija s koe cijentom 2.

| tu je ishodiSte jedina tocka koja ostaje na miru.

Pripadni kvadrat prelazi u pravokutnik s vrhovima ( 3, 2),
a jedinicna kru nica u elipsu sa srediStem u ishodiStu s polu-
osima 3, odnosno 2 (Slika 7.5).

Slika 7.5: Primjer 7.1 (iv)

Na jeziku jednad ba imamo
2,2 — x? y?

X“+y =11 §+Z—1.
Fizikalno, mo emo zamisljati da je u jedinicnom krugu oko is-
hodiSta bila nakupina cestica, koja se Sirila neko vrijeme, ali
radijalno samo po koordinatnim osima i to razlicitim brzinama;
zato cestice izvan koordinatnih osi imaju otklon prema x-osi.
Takoder, cestice ostaju unutar kvadranata u kojima su bili na
pocetku.
Mehanicki, mo emo zamisljati da smo krug rastezali s obje strane
x-0si s koe cijentom 3 i s obje strane y-osi s koe cijentom 2, a
pri tom se krug deformirao u elipsu.
Dilatacije po x-0si, odnosno y-0si u ovom primjeru mo emo za-
dati i uvjetima:

! ! ! !
A(i)=3i,A(j)=2].

7.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

7.3.1 Svojstvena vrijednost i svojstveni vektor matrice

U Primjeru 7.1 vidjeli smo da za dijagonalne matrice drugog reda pos-
toje dva istaknuta smjera i da svaki odgovara po jednom broju koiji je
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na dijagonali te matrice. Posebno, za skalarne matrice svi su smjerovi
istaknuti. Postavlja se pitanje postoje li takvi smjerovi i za neke ma-
trice koje nisu dijagonalne. Vidjet éemo da takvi, me dusobno okomiti
smjerovi, postoje za simetricnematrice (vidjeli smo da za matrice koje
odgovaraju rotacijama u ravnini takvi smjerovi ne postoje).

Ka emo da je broj svojstvena vrijednost matrice A ako postoji vek-
tor razlicit od nulvektora * v tako da bude

A!(v):!v,

a svaki takav vektor v zove sesvojstveni vektor matrice A pridru en
svojstvenoj vrijednosti

Primjer 7.2. [Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori]
Za matrice iz Primjera 7.1 imamo:
(i) simetrija s obzirom na x-0s ima dvije svojstvene vrijednosti:

g broj 1, a svaki vektor razlicit od nulvektora proporcionalan
; i pripadni je svojstveni vektor. Zato je dovoljno reci da je

" i svojstveni vektor.
I
- broj - 1 sa svojstvenim vektorom' j

(ii) rotacije, osim dviju istaknutih (za =0 i = 180), nemaju
svojstvenih vrijednosti ni vektora, tocnije, nemaju realnih svoj-
stvenih vrijednosti ni vektora

(i) homotetija s koe cijentom 2 ima jednu svojstvenu vrijednost:
broj 2, a svaki vektor razlicit od nulvektora joj je svojstveni vek-
tor

(iv) dijagonalna matrica

3 0
A= 0 2
ima dvije svojstvene vrijednosti:

|
- broj 3 sa svojstvenim vektorom' i

I
- broj 2 sa svojstvenim vektorom j .

Primjer 7.3. [Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori]

(i) Pokaimo da su brojevi 1i 6 svojstvene vrijednosti matrice
_ 2 2
A= 2 5

(i) Odredimo pripadne svojstvene vektore.
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(iii) Odredimo slike kvadrata, odnosno jedinicnog kruga pri ovoj
transformaciji.

(i-ii) Oznacimo
I X
by =
y

Tada uvjet A!(v) =1'vy postaje linearni sustav

2x+ 2y = X
2x+ 5y =y

koji se svodi na jednu jednad bu x =- 2y. Netrivijalno rjeSenje
(rzflzlicit'o od nulvektora) je, na primjer, x=- 2iy = 1,t. vy =
-2i + | je svojstveni vektor pridru en svojstvenoj vrijednost
1 (ostali su mu proporcionalni).

Uvjet A(v) = 6° v postaje linearni sustav

2X+ 2y = 6x
2x+ 5y = oy,

tj. y = 2x.I Netrivijalno rjeSenje je, na primjer, x = 1iy = 2, .
“Vo = i + 2] je svojstveni vektor pridru en svojstvenoj vrijed-
nosti 6 (ostali su mu proporcionalni).

Uocimo da su vektori * vq f v, okomiti, a takvi su ujedno i pri-
padni istaknuti smjerovi zadani jednad bama x = - 2y, od-
nosnoy = 2x.

(i) Kvadratsvrhovima ( 1, 1) prelaziu paralelogram s vrhovima
(4,7),(0,3), (- 4,- 7)i (0,- 3), Slika 7.6.

Slika 7.6: Primjer 7.3 (iii) - slika kvadrata
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Jedinicna kru nica prelazi u elipsu sa srediStem u ishodistu i
poluosima duljine 1 (na istaknutom pravcu s jednad bom x =
- 2y), odnosno 6 (na istaknutom pravcu s jednad bom y = 2x),
Slika 7.7. Geometrijski, ta je elipsa nastala rastezanjem s koe ci-
jentom 6 uzdu pravca s jednad bom y = 2x.

Slika 7.7: Primjer 7.3 (iii) - slika jedinicnog kruga

Takoder, mo emo zamiSljati da se nakupina cestica u jedinic-
nom krugu Siri tako da cestice na pravcu s jednad bom x =- 2y
(. na pravcu s jednad bom y = - %x) ostaju na miru, cestice na
pravcu y = 2x Sire se radijalno, a ostale da imaju otklon prema

pravcu y = 2x. Pritom cestice ne izlaze iz kvadranata odre denih
istaknutim smjerovima. O

Primjer 7.4. [Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori]
(i) Pokaimo da su brojevi 2i 1 svojstvene vrijednosti matrice
21
AT 01
(i) Odredimo pripadne svojstvene vektore.

(i) Odredimo slike kvadrata, odnosno jedinicnog kruga pri ovoj
transformaciji.

(i-if) Uz oznake kao u Primjeru 7.2, uvjet A!( V)= 2l v postaje line-
arni sustav

2x+y = 2X
y =2y,
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t. y,= 0 pa je x-0s istaknut smjer za svojstvenu vrijednost 2, tj.
!vl = i je svojstveni vektor pridru en svojstvenoj vrijednost 2.
Uvjet A(v) = 1" v postaje linearni sustav

2Xx+y =X

y=y,
t. y =- X | Netrlivijalno rieSenje je, na primjer, x = - 1iy =
1, tj.! Vv, =- i + | je svojstveni vektor pridru en svojstvenoj

vrijednosti 1. | |

Uocimo da vektori “ v1 i" vo nisu okomiti a ujedno ni pripadni
istaknuti smjerovi (zadani jednad bama y = 0, odnosnoy =
- X), Slika 7.8.

Slika 7.8: Primjer 7.4 (ii)

(i) Kvadrat s vrhovima (1, 1) prelazi u paralelograns vrhovima

(3,1), (- 1,1), (- 3,- 1) i (1,- 1), Slika 7.9.

Slika 7.9: Primjer 7.4 (iii) - slika kvadrata

Jedinicna kru nica prelazi u elipsusa srediStem u ishodistu i po-
luosima koji nisu na istaknutim smjerovima i treba ih posebno
odredivati (Slika 7.10).
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Slika 7.10: Primjer 7.4 (iii) - slika jedinicnog kruga

Mo emo zamiSljati da se nakupina cestica Siri tako da cestice na
pravcu y = - X ostaju na miru, cestice na x-osi Sire se radijalno,
a ostale da imaju otklon prema x-osi (gdje je veta svojstvena vri-
jednost). Pritom cestice ne izlaze iz kosih kvadranata odre denih
istaknutim smjerovima. O

7.3.2 Metoda odreZivanja svojstvenih vrijednosti

Iz prethodnih smo primjera vidjeli kako se odre duju svojstveni vek-
tori, ako su poznate svojstvene vrijednosti. Sad éemo na primjeru ma-
trica drugog reda pokazati kako se odre duju svojstvene vrijednosti, a
ista €¢e metoda biti primjenjiva i na bilo koje matrice.

Neka je
_a b
AZ ¢ 4
bilo koja matrica drugog reda. Uvjet A!( V)= 'V svodi se na sustav

ax+by = x,cx+dy = y,t. na
(a- )Xx+by=0
cx+(d- )y=0.

Ako elimo da taj sustav 05|m ocitog rijeSenja (0, 0), ima i neko netrivi-

jalno (jer mora biti' v 6 0), determinanta sustava mora biti jednaka
nuli (inace bi rjeSenje bilo jedinstveno: x = y = 0). Dakle, treba biti

a- b
tj.
2.(a+d) +(ad- bc)=0

To je kvadratna jednad ba pa mo e imati dva realna, dvostruko re-
alno ili kompleksno-konjugirana rjeSenja.

Primjer 7.5. [Metoda odre divanja svojstvenih vrijednosti]
Odredimo formulom svojstvene vrijednosti:
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o O

(i) dijagonalne matrice g
(i) matrice iz Primjera 7.3.
(iii) matrice iz Primjera 7.4.

cos - sin

(iv) matrice rotacije
Ccos

(i) Vet smo na primjerima vidjeli da su brojevi a i d na dijagonali
dijagonalne matrice drugog reda, svojstvene vrijednosti te ma-
trice. Isto se dobije formulom: 2-( a+d) +(ad- bc) = 0,
zbog b = ¢ = 0, postaje

Z-(a+d) +ad=0,

srjeSenjima ;= ai =

(i) Tuje
2.7 +6=0
paje 1 =1i , = 6, kako smo vet provjerili.
(iii) Tu je

2.3 +2=0

paje 1 =2i » =1, kako smo vet provjerili. Uocimo da su ta
dva broja na dijagonali matrice (slicno vrijedi za svaku gornju
trokutastu ili donju trokutastu matricu).

(iv) Geometrijskim smo argumentima zakljucili da ta matrica, osim
dvaju izuzetaka, nema istaknutih smjerova, a to znaci da joj svoj-
stvene vrijednosti nisu realni brojevi. Isto se dobije formulom:

2. 2cos  +(cos +sin? )= 0
2. 2cos +1=0.

Diskriminanta te jednad be je D = 4cos - 4, §to je manje od
nule osimakojecos = 1l,atojeza =0 ili =180. O

Primjer 7.6. [Svojstvene vrijednosti i vektori simetricne matrice]
Poka imo da simetricne matrice imaju realne svojstvene vrijednosti i
okomite pripadne svojstvene vektore. Tu je, zbog ¢ = b,

2-(a+d) +(ad- b?)=0
pa je diskriminanta jednaka
D=(a+d)?- 4ad- b?)=(a- d)?+ b?,

Sto je vete od nule. Stoga imamo dva razlicita realna rjeSenja, osim
ako jea = di b = 0 (skalarna matrica kad su svi vektori svojstveni).
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U slucaju razlicitih realnih svojstvenih vrijednosti 11 2, okomitost
pripadnih svojstvenih vektora v; i v, pokazujemo koristeCi jednakost

Avy vy =v; Alvy,

gdje oznacava skalarni umno ak vektora. Ova jednakost vrijedi i
opcenito, a ne samo za svojstvene vektore i nije ju teSko provjeriti
za matrice reda 2. Takoder, koristimo i cinjenicu da je A simetricna
matrica pa gornja jednakost postaje Avy Vv, = v; Avy. Racunamo:

1(vi v2)=( 1v1) V2= Avy vp=vy Avp=vy ( 2Vv2)= 2(vi V2),
tj.

(1- 2)v1 v2=0.
Kako su 1 i » razliciti realni brojevi, tj. vrijedi 1 6 2, mora

vrijediti vi vo = 0, Sto znaci da su svojstveni vektori vy i v, okomiti.
dJ

7.4 primjena matlab-a

7.4.1 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori. Naredka

Svojstvene vrijednosti dobivamo pomocu naredbe eig , Primjer 7.3:

A =1[2 2; 2 5]
eig(A) % [1; 6]

Naredbom eig mogu se dobiti i svojstveni vektori, a ne samo svoj-
stvene vrijednosti. U donjem primjeru stupci matrice V predstavljaju
pojedine svojstvene vektore, a dijagonalna matrica L na elementima
dijagonale ima svojstvene vrijednosti:

[V, L] = eig(A)

V =
-0.8944 0.4472
0.4472 0.8944
L =
1 0
6

Pojedine svojstvene vektore mo emo dobiti tako da iz matrice V iz-
dvojimo odgovarajuci stupac, a pojedine svojstvene vrijednosti tako

da izdvojimo odgovarajuci dijagonalni element matrice L. Na primjer,
svojstvenoj vrijednosti 1, koju detektiramo u prvom stupcu matrice L,
pripada svojstveni vektor [-0.8944; 0.4472] , kojega detektiramo u
prvom stupcu matrice V. Koristimo veC poznate naredbe za dobiva-
nje pojedinih stupaca ili elemenata matrice:

- prva svojstvena vrijednost i pripadni svojstveni vektor:

103



svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

lambdal = L(1, 1) % 1
vl = V(;, 1) % [-0.8944; 0.4472]

- druga svojstvena vrijednost i pripadni svojstveni vektor:

lambda2 = L(2, 2) % 6
v2 = V(, 2) % [0.4472; 0.8944]
. . . i I I B
Napolmenln?o da nismo dobili svojstvene vektore * v =- 2i + j i
I [ . L . T
Vo= i +2]j kao u Primjeru 7.3 vet njima proporcionalne, sto nije
bitna razlika.

Sada se, na primjer za vektor v2 i svojstvenu vrijednost lambda2 , mo-
emo uvijeriti u jednakost A(v) = * v koja povezuje svojstvene vri-
jednosti i pripadne svojstvene vektore:

A x v2 % [2.6833, 5.3666]
lambda2 * v2 % [2.6833, 5.3666]

Obavimo racun svojstvenih vektora i svojstvenih vrijednosti i za ma-
tricu treCeg reda:

B=[84-1-9-51 641]
[V, L] = eig(B)

V =
0.4082 -0.5774 0.4082
-0.8165 0.5774 -0.4082
0.4082 -0.5774 0.8165

L =
-1.0000 0 0
0 3.0000 0
0 0 2.0000

Vidimo da su svojstvene vrijednosti - 1, 3 i 2, redom, s pripadnim
svojstvenim vektorima u odgovarajucim stupcima matrice V. Ukoliko
elimo doti do jasnije predod be o svojstvenim vektorima, mo emo
upotrijebiti naredbu sym za simbolicki prikaz rezultata:

symV = sym(V)

symV =

[ 67(1/2)/6, -37(1/2)/3, 6"(1/2)/6]
[-(2~1/2) *3MN1/2))/3, 37\(1/2)/3, -6/\(1/2)/6]

[ 67 (1/2)/6, -3™(1/2)/3, (2™(1/2) * 3N(1/2))/3]

Primjetujemo da sve komponente svojstvgnog vektora s pripadnom
svojstvenom vrijednoS¢cu - 1 imaju faktor TG. Stoga rezultat mo emo
pojednostaviti mno enjem prvog stupca matrice symV inverzom tog
faktora i koristenjem naredbe simplify . Slicno mo emo postupiti i
za preostale svojstvene vektore:

104



svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

simplify(6/sqrt(6) *symV(:, 1)) % [1;, -2; 1]
simplify(3/sqrt(3) *symV(:, 2)) % [-1; 1; -1]
simplify(6/sqrt(6) *symV(:, 3)) % [1; -1; 2]

7.4.2 KarakteristiEni polinom. Naredbecharpoly , roots i
poly

Metoda nala enja svojstvenih vrijednosti pomocu karakteristicnog po-
linoma, u ovoj lekciji dana kao rjeSavanje kvadratne jednad be pridru-
ene matrici drugog reda, provodi se pomocu naredbi charpoly za
koe cijente karakteristicnog polinomate roots za nala enje njegovih
korijena, tj. rjeSenja pripadne jednad be. Poka imo kako to napraviti
za matricu A iz 7.4.1:

A=1[2 2 25]
p = charpoly(A) % [1 -7 6]
roots(p) % [6; 1]

Napomenimo da je rezultat naredbe charpoly retcani vektor koe ci-
jenata karakteristicnog polinoma, a sam karakteristicni polinom dobi-
vamo na ovaj nacin:

syms x
charpoly(A, x) % x"2 - 7 *X + 6

Takoder, umjesto naredbe charpoly mo emo koristiti i naredbu  poly :

poly(A) % [1 -7 6]

Ponovimo ovaj postupak za matricu treteg reda B iz 7.4.1:

B=1[84-1-9-51;641]
syms X
p = charpoly(B, x) % x"3 - 4 *X"2 + X + 6

Ovdje je karakteristicni polinom treceg stupnja, a za matricu reda n
bio bi n- tog stupnja.

7.5 pitanja i zadatci

1. (i) Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore ma-
trice

5 2

0_

AE 5

(i) Odredite slike jedinicne kru nice pri pripadnoj transforma-
ciji ravnine. Usporedite s Primjerom 7.3 i komentirajte.

Uputa: uocite da se matrica A° dobije zamjenom elemenata na
dijagonali matrice A iz Primjera 7.3.
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2. (i) Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore ma-
trice
2 0
0
A 11
(i) Odredite slike jedinicne kru nice pri pripadnoj transforma-
ciji ravnine. Usporedite s Primjerom 7.4 i komentirajte.

Uputa: uocite da je matrica A°transponirana matrica matrice A
iz Primjera 7.4.

3. Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore nulmatrice.

4. (i) OpiSite svojstvene vrijednosti matrice (razlicite od nulma-
trice) A kojoj je determinanta jednaka nuli. Uputa: koris-
tite se karakteristicnom jednadbom 2-( a+b) +(ad -
bc) = 0.

(ii) Objasnite zasto je
-b -d
ili
a c
svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost 0. Komentirajte
ulogu ovog 'ili'. Uputa: posebno razmotrite matrice kojima

je jedan redak od redaka nula-redak (svi su mu elementi
0).

5. Kakva je veza medu svojstvenim vrijednostima matrice i njoj
transponirane matrice? Sto je sa svojstvenim vektorima? Uputa:
napisite pripadne karakteristicne jednad be.

6. Usporedite kakrakteristicne jednad be matrice i njoj inverzne
matrice.

7. Objasnite da inverzna matrica ima realne svojstvene vrijednosti
ako matrica ima realne svojstvene vrijednosti.

, . . . [ .

8. Obrazlo ite zasto je svaki vektor proporcionalan vektoru * v svoj-
stveni vektor za svojstvenu vrijednost  cim je vektor® v svoj-
stveni vektor za tu svojstvenu vrijednost.
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POJAM FUNKCIJE, GRAFA |
INVERZNE FUNKCIJE

U lekciji se obraduju pojam funkcije i njena uloga u in enjerstvu,
njena geometrijska interpretacija (graf), osnovna svojstva funkcija i
pojam inverzne funkcije.

8.1 pripadni problem

U proucavanju prirode i u in enjerstvu javljaju su razne velicine (vri-
jeme, masa, brzina, temperatura, obujam, udaljenost, polo aj itd.). U
tipicnoj situaciji razmatraju se dvije velicine koje nisu neovisne jedna
od druge, vet promjena jedne utjece na promjenu druge, dakle te su
dvije velicine povezane. Problem opisivanja takvih veza je temeljni
in enjerski problem, a matematicki se rjeSava uvo denjem pojma funk-
cije.

Da bi se bolje uocavale spomenute veze, dobro ih je geometrijski pre-
dociti. Matematicki, to se ostvaruje grafom funkcije.

8.2 potrebno predznanje

Pojam funkcije i grafa funkcije obra duje se ve€ u osnovnoj, a sustav-
nije u srednjoj Skoli: linearna, kvadratna, eksponencijalna i logaritam-
ska funkcija, trigonometrijske funkcije i polinomi. U ovoj lekciji va no

e biti poznavanije linearne i kvadratne funkcije. Tako der, bit ¢e po-
trebno poznavanije realnih brojeva i koordinatnog sustava na pravcu i
ravnini.

8.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima
8.3.1 Primjeri zavisnih velifina

Primjer 8.1. [Proteklo vrijeme i polo aj cestice koja se giba na pravcul]
Zamislimo da se cestica giba po pravcu. Temeljni problem opisatog
gibanja jest da se odredi pravilo koje €e nam kazati koji je polo aj te
cestice u svakom odabranom trenutku. Da bi se taj problem matema-
tizirao i (barem nacelno) matematicki rijesio, treba:

1. Uvesti koordinatni sustav na pravac po kojemu se odvija giba-
nje: izabrati ishodiste, mjernu jedinicu za duljinu i usmjerenje
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(. odabrati tocku pravca koja ¢e imati koordinatu 0, odnosno 1).
Sad polo aj cestice na pravcu mo emo interpretirati kao broj -
koordinatu polo aja; tako je polo aj velicina (oznaka s) koja ima
realne vrijednosti.

2. Dogovoriti se za nulto vrijeme i jedinicu mjerenja vremena -
tako je vrijeme velicina (oznaka t) koja takoder ima realne vri-
jednosti.

Sad se problem opisa tog gibanja mo e prevesti na sljede€i matema-
ticki problem:

za svaku vrijednost veli cine t treba odrediti vrijednost vel cines.

Da bismo naznacili da neka vrijednost velicine s odgovara nekoj vri-
jednosti t vremena, piSemo s(t), dakle (Slika 8.1):

s(t) := koordinata polo aja cestice u trenutku t

Slika 8.1: Primjer 8.1

Na primjer, s(2) = 4 znaci da je zat = 2 cestica bila u tocki s koordi-
natom 4.

Uocimo da je u ovom va hom primjeru, vrijeme t primarna velicina,
a polo aj s sekundarna. Ka emo da velicina s zavisi o velicini t. [

Varijante: svaku velicinu koja ovisi o vremenu prirodno mo emo za-
miSljati kao gibanje po pravcu. Naime, zamiSljamo kako se, dok vri-
jeme protjece, vrijednost te velicine giba po brojevnom pravcu.

Na primjer:

- masam nekog spoja koji nastane u nekoj reakciji za neko vri-
jeme.

- temperatura koja nastane pri nekoj reakciji u nekom vremenu.
- brzina v kojom se odvija neka reakcija u nekom vremenu.

Opcenito, ako imamo dvije velicine tako da druga ovisi 0 prvoj, ta
je zavisnost analogna gibanju po pravcu. Naime, vrijednosti druge
(zavisne) velicine mijenjaju se (gibaju) na brojevnom pravcu dok se
mijenja prva velicina (koja u ovim okolnostima zamjenjuje vrijeme).
Pri gibanju po pravcu cestica nacelnomo e biti u svakom polo aju
pa je, opcenito, skup vrijednosti velicine s (koja registrira polo aj)
skup realnih brojeva. Skup vrijednosti koje zaista posti eta velicina u
konkretnom slucaju, u pravilu je maniji.
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Primjer 8.2. [Vrijednosti koje posti e velicina]
Opisimo skup vrijednosti koje pri vertikalnom hicu mo e postici veli-
cina:

() polo aja s
(i) vremena t.

(i) Ovaj problem nema jednoznacan odgovor. On ovisi 0 viSe fak-
tora:

1. Uvodenje koordinatnog sustava na pravac po kojemu se
odvija gibanje: uobicajeno je da je ishodiSte u razini zemlje
i da je pozitivni smjer (usmjerenje) prema uvis (Slika 8.2).
Ako to prihvatimo, onda je skup vrijednosti koje s moe
postici segment [0, H], gdje je H visina do koje do de cestica
prije nego pocne padati.

Slika 8.2: Primjer 8.2

2. Visina na kojoj je bila cestica kad smo je bacili u vis.
3. Brzina kojom je cestica bacena u vis.

Ima i viSe drugih faktora (otpor zraka, stvarna zemljina sila
koja djeluje na cesticu itd.), ali njih zanemarujemo, jer ovdje
razmatramo gibanje u idealnim uvjetima.

(i) Ni ovaj problem nema jednoznacno rjeSenje. On tako der ovisi 0
viSe faktora - uz faktore 2. i 3. tu je joS:

4. Odabir nultog vremena (i jedinice za vrijeme). Obicno se
uzima da je u t = O cestica izbacena u vis. Tadat pos-
ti e segment [0, T], gdje je T vrileme u trenutku kad cestica
udari u pod.

Mo emo zamisliti da se gibanje i nakon pada nastavlja
(samo Sto cestica miruje) pat posti e vrijednostiiz [0,1 i.
Dalje, mo emo zamisliti da je gibanje bilo i prije izbaci-
vanja u vis (samo $to je cestica mirovala). Tadat postie
svaku realnu vrijednost. O
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Uocimo da, pri gibanju po pravcu, svakoj vrijednosti velicine t odgo-
vara tocno jedna (jedinstvena) vrijednost velicine s, a da obratno ne
mora biti.

Primjer 8.3. [Vrijednosti koje posti e velicina]

(i) Pri jednolikom pravom gibanju cestice po pravcu, svakoj vri-
jednosti velicine t odgovara jedinstvena vrijednost velicine s i
obratno, tj. cestica se ne mo e naci u istom polo aju za dva
razlicita trenutka.

(i) Privertikalnom hicu, svakom t odgovara jedinstven s, medutim
obratno ne vrijedi jer te cestica neke polo aje postici dva puta -
pri gibanju u vis i pri padu (Slika 8.3):

- ut =ty cestica je u tocki A i giba se prema gore

- ut = t, cestica je takader u tocki A, ali se giba prema
dolje.

Slika 8.3: Primjer 8.4

8.3.2 Pravilo prema kojem su povezane dvije velifine

Dvije zavisne velicine na razlicite nacine mogu ovisiti jedna o drugoj.

Primjer 8.4. Odredimo pravilo prema kojemu zavise t i s pri gibanju
po pravcu stalnom brzinom v = 3 ako je:

(i) ut = 0Ocesticabilaus=0
(i) u t = Ocestica bilaus= 2.
(i) s(t)= 3t

(i) s(t)= 3t+ 2

Uocimo da se pomocu tih formula mo e odrediti polo aj u svakom
trenutku. 0
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Primjer 8.5. Odredimo pravilo prema kojem zavise (Slika 8.4):
() duljina stranice kvadrata x i njegova povrsina y

(ii) polumjer kugle x i njen obujam y.

(i) y(x) = x?
(i) y(x)= 4-x3.

Slika 8.4: Primjer 8.5

8.3.3 Pojam funkcije

Gibanje po pravcu mogli smo zamisliti kao pridru ivanje koje svakoj
vrijednosti varijable t pridru uje neku vrijednost varijable s. Slicno
bi se mogle interpretirati veze drugih spomenutih velicina. Svugdje
Mo emo uociti:

1. Skup A vrijednosti prve velicine
2. Skup B vrijednosti druge (zavisne) velicine

3. Pravilo zavisnosti , tj. pravilo f prema kojemu druga (zavisna)
velicina ovisi o prvoj. Vrijednost druge velicine koja odgovara
vrijednosti x prve velicine, prema pravilu f, oznacava se kao

f(x).
Ka emo da je f funkcija sa skupaA u skup B i piSemo
f:A!l B.
Prva (nezavisna) varijabla x naziva se i argument. Ka emo da je:
f(x) vrijednost funkcije f u x
A domena - podrucje de nicije
B kodomena - podrucje vrijednosti

Primjer 8.6. [Pravila zavisnosti]
ZapiSimo pomocu f pravila zavisnosti iz prethodnih primjera:
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Primjer 8.4
(i) f(t):= 3t
(i) f(t):=3t+ 2.

Primjer 8.5
(i) f(x):= x?
(i) f(x):= %3
]

Ovakvim zapisima ka emo da smo funkciju zadali analiticki jer smo
dali formulu prema kojoj funkcija djeluje. Uocimo da se analiticki
zapis funkcije sastoji od:

1. lijeve strane, na primjer, f(x). Tu je f funkcija, a x argument
(prva varijabla)

2. znaka := koji se cita jednako je prema de nicijiTaj znak koristimo
umjesto obicne jednakosti, da bi se zadavanje funkcije razliko-
valo od jednad be.

3. desne strane - analitickog izraza, na primjer x2.

Sve skupa, tj. f(x) := x? znaci da se vrijednosti funkcije f racunaju
prema pravilu koje je zadano izrazom na desnoj strani.

U analitickom zapisu funkcije nigdje se ne spominje kako se oznacava
druga varijabla (a mo emo je oznaciti kao vy, z,:::).

Primjer 8.7. [Vrijednost funkcije u tocki]
Odredimo vrijednost u 4 funkcija f iz Primjera 8.4 i 8.5. Treba izracu-
nati f(4):

Ako je f(t) ;= 3t,ondajef(4) =3 4= 12
Ako je f(t) := 3t+ 2, ondajef(4) =3 4+ 2= 14
Ako je f(x) := x?, onda jef(4) = 4% = 16.

Ako je f(x) := %-x3, ondajef(4) = 4543 = & . =

8.3.4 Graf funkcije

Da bismo je bolje docarali, funkciju mo emo predociti dinamicki. Na
primjer, gibanje na pravcu mo emo kompjutorski simulirati tako da

do ivimo kretanje cestice, promjenu brzine i sl.

Drugi, puno va niji i tehnicki jednostavniji pristup, jest  gracko predo-
cavanje funkcijekojim, za svaku vrijednost argumenta x (nezavisne va-
rijable), geometrijski predocavamo odgovarajucu vrijednost zavisne
varijable vy, tj. vrijednost f(x).
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To posti emo tako da u koordinatnoj ravnini na horizontalnu os na-
nosimo x-vrijednosti, a na vertikalnu y-vrijednosti. Da naznacimo da
vrijednosti argumenta x odgovara vrijednost f(x) zavisne varijable vy,
ucrtavamo tocku, odnosno ure deni par (x,f(x)). Skup svih takvih
tocaka, gdje x prolazi domenom funkcije f, zovemo graf funkcije i
oznacavamo s Gs ili ¢, Slika 8.5:

= f(x,f(x)g

Slika 8.5: Graf ; funkcije f

Uocimo sljedece:

Koordinatna se ravnina sastoji od svih mogucih ure denih pa-
rova (X,y) gdje su x i y realni brojevi. Tu su koordinate x iy
nezavisnetj. medu njima nema nikakvih veza; zato je ravnina
dvodimenzionalna

Graf funkcije sastoji se od uredenih parova (x,y) gdje x i y nisu
nezavisnj ve¢ medu njima postoji jedna veza:

y = f(x).

Zato se dimenzija spuSta za 1, pa je graf funkcije jednodimen-
zionalan, a kako je potpuno odre den gornjom vezom, nju zo-
vemo jednad ba grafa . Tu jednad bu obicno i piSemo uz graf,
umjesto oznake .

Dakle, treba razlikovati:
f - to je funkcija
f(X) - to je vrijednost funkcije f u x

y = f(x) - to je jednad ba grafa (jednad ba s dvjema nepozna-
nicama, poput jednad be pravca, kru nice i sl.)

f(x) = 0-to je jednad ba (s jednom nepoznanicom) pridru ena
funkciji f.
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Primjer 8.8. [Graf funkcije]
Neka je funkcija f zadana sf(x) := x? - 4. Tada je njen graf parabolas
jednad bom

y=x%- 4

Skup rjeSenja te jednad be je beskonacan jer se radi o jednoj jed-
nad bi s dvjema nepoznanicama - i geometrijski je parabola.
Jednad ba

X>- 4=0

je jednad ba (s jednom nepoznanicom) pridru ena funkciji f i ima
dva rjeSenja: 2, a geometrijski su to apscise tocaka u kojima graf
funkcije f sijece x-0s, Slika 8.6.

Slika 8.6: Primjer 8.8

8.3.5 Of€£itavanje vrijednosti funkcije iz grafa funkcije

Ako je poznat graf funkcije, onda mo emo gra cki pribli no odrediti
vrijednost funkcije f u x ovako (Slika 8.7):

1. korak: iz tocke s koordinatom x na x-0si povlacimo okomicu.
2. korak: odredujemo tocku u kojoj okomica sijece graf.

3. korak: kroz tocku presjeka povlacimo paralelu s x-osi.

4

. korak: odredujemo tocku u kojoj paralela sijece y-os: ta tocka
ima koordinatu f(x).

Slika 8.7: Ocitavanje vrijednosti funkcije iz grafa funkcije
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8.3.6 Of€£itavanje svojstava funkcije iz grafa funkcije

Iz grafa funkcije zorno se ocituju va na svojstva funkcije:

(i) pozitivnost/negativnost , Slika 8.8

Slika 8.8: Pozitivnost/negativnost

(i) rast/pad, Slika 8.9

Slika 8.9: Rast/pad

(ii) ubrzani rast/pad i usporeni rast/pad , Slika 8.10.

Slika 8.10: Ubrzani rast/pad i usporeni rast/pad
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Primjer 8.9. [s-t dijagram]

To je graf zavisnosti polo aja s cestice koja se giba po pravcu i vre-
mena t. On docarava kako se cestica giba po pravcu s-osi, dok vri-
jeme protjece (ide po t-osi od lijeva prema desno). Treba razlikovati

ova jednostavna gibanja po pravcu:

1. Mirovanje - graf je paralelan s t-osi (Slika 8.11)

2. ()

(ii)

(ii)

Slika 8.11: s- t dijagram - prikaz mirovanja

Jednoliko u pozitivnom smijeru - graf je pravac s pozitiv-
nim koe cijentom smjera (Slika 8.12 (i))

Jednoliko u negativnom smjeru - graf je pravac s negativ-
nim koe cijentom smjera (Slika 8.12 (ii))

Slika 8.12: s- t dijagram - prikaz jednolikog gibanja

Ubrzano u pozitivnom smijeru - graf je rastuci i konveksan
(Slika 8.13 (i)). Smisao je da se u jednakim vremenskim
intervalima vrijednosti funkcije povetavaju za sve vete iz-
nose.

Ubrzano u negativnom smjeru - graf je padajuci i konka-
van (Slika 8.13 (ii)). Smisao je da se u jednakim vremen-
skim intervalima vrijednosti funkcije smanjuju za sve vete
iznose.

Usporeno u pozitivnom smjeru - graf je rastu€i i konkavan

(Slika 8.13 (iii)). Smisao je da se u jednakim vremenskim
intervalima vrijednosti funkcije povetavaju za sve manje
iznose.
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(i) Usporeno u negativhom smjeru - graf je padajuci i konvek-
san (Slika 8.13 (iv)). Smisao je da se u jednakim vremen-
skim intervalima vrijednosti funkcije smanjuju za sve ma-
nje iznose.

Slika 8.13: s- t dijagram - prikaz ubrzanog i usporenog gibanja

8.3.7 Gra £ko rje2avanje jednad®ba - inverzna funkcija

Uocimo ovo svojstvo grafa funkcije:

Pravac okomit na x-0s, tj. pravac s jednad bom
X=a

sijece graf funkcije tocno u jednoj tocki ili ni u jednoj - ovisno o
tome postoji li f(a) ili ne postoji (Slika 8.14).

Slika 8.14: Presjek pravcax = a i grafa funkcije
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Razmotrimo sad pravac usporedan s x-0si, tj. pravac s jednad bom
y=b

i njegov presjek s grafom funkcije. Tu mogu nastupiti ove moguc¢-
nosti:

1. Pravac ne sijece graf funkcije f - to znaci da jednad ba f(x) = b
nema rjesenja (Slika8.15)

2. Pravac sijece graf funkcije f u jednoj tocki - to znaci da jed-
nad ba f(x) = b ima tocno jedno rjeSenje (Slika 8.15)

Slika 8.15: Presjek pravcay = b i grafa funkcije - mogucnosti 1. i 2.

3. Pravac sijece graf funkcije f u dvije ili viSe tocaka - to znaci da
jednad ba f(x) = b ima dva ili viSe rjeSenja (Slika 8.16).

Slika 8.16: Presjek pravcay = b i grafa funkcije - moguénost 3.

Ako nastaju samo mogucnosti 1. i 2. onda funkcija ima inverznu
funkciju . O tome €emo viSe govoriti u sljedecoj lekciji.
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8.4 primjena matlab-a

8.4.1 Zadavanje funkcija i rad s njima. Naredbg function
feval i fplot

Funkcije se mogu zadavati koriStenjem funkcijskog operatora @ Na
primjer, za funkciju f(x) = x? - 4 iz Primjera 8.8 imamo:

f= @Kx) x"2 - 4

Primijetimo tocku u gornjem izrazu - ona je tu zato Sto su u MATLAB-

u varijable zadane vektorski: oznaka x.~2 znaci da se kvadrira svaki
pojedinielement vektora Xx.

Druga mogucnost za zadavanje funkcija je pomotu function ...

end s tim da se to treba uraditi na na krajutog programa:

function f(x)
f=x"2 -4
end

Vrijednost funkcije f u tocki racunamo na uobicajeni nacinilis feval

f(3) % 5
feval(f, 3) % 5

Za brzo crtanje grafa koristimo fplot bez dodatnih argumenata:

fplot(f)

Granice unutar kojih se prikazuje graf zadan s fplot(f) odredene
su automatski. Ukoliko elimo sami odrediti elemente prikaza, koris-
timo dodatne argumente. Na primjer, kako bismo graf prikazali na
intervalu [- 4, 4] linijom crne boje i odgovarajuce Sirine, piSemo:

folot(f, [-4 4], k, LineWidth, 1)

Za joS bolju kontrolu nad prikazom, koristimo naredbe koje smo
upoznali u ranijim lekcijama. Dodatno, kako bismo dobili ljepSi pri-

kaz naslova grafa, u naredbi text koristimo LaTeX kao interpreter
teksta. Jednad bu grafa y = x2- 4 zbog toga smo stavili unutar
simbola $ $, Sto je uobicajeni nacin navodenja matematickih izraza u
LaTeX-u:
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xlim([-4, 4]); ylim([-5, 10])

text(-3.5, 9, By = x*2 - 4%, interpreter, latex)
xlabel( x); ylabel(y)

ax = gca

ax.XAxisLocation = origin

ax.YAxisLocation = origin

8.4.2 OdreZivanja nultofaka funkcije. Naredbaero

RjeSavanje jednad be f(x) = 0 pridru ene funkciji, tj. racunanje nul-
tocki, pokaimo na primjeru funkcije f(x) = cos(2x). Koristimo na-
redbu fzero(f, x0) koja nultocku tra i u blizini zadane pocetne vri-
jednosti x0. Vidimo da za razlicite pocetne vrijednosti dobivamo raz-
licite nultocke:

f = @) cos(2 *x)
x1 = fzero(f, 1) % 0.7854
x2 = fzero(f, 2) % 2.3562

Prika imo te nultocke gra cki:

fplot(f, [0, pi], k, LineWidth, 1)

hold on

plot(x1, f(x1), r., x2, f(x2), r., MarkerSize, 16)
text(x1, 0.1, x1); text(x2 - 0.1, 0.1, x2)

ax = gca

ax.XAxisLocation = origin

ax.YAxisLocation = origin
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Ovdje je bitno napomenuti da fzero pronalazi nultocke detekcijom
promjene predznaka vrijednosti funkcije, Sto znaci da za funkciju
f(x) = x? necte uspjeti nati nultocku xg = O jer u njoj funkcija ne
mijenja predznak. Uvjerimo se u to tako da zadamo pocetnu vrijed-
nost relativno blizu nuli:

f = @) x"2
xnul = fzero(f, 0.1)

Exiting fzero: aborting search for an interval containing a
sign change because NaN or Inf function value encountered
during search. (Function value at -1.37296e+154 is Inf.)
Check function or try again with a different starting value.

xnul = NaN

8.4.3 Simboli£ko zadavanje funkcije. Naredbgms

Funkcije se mogu zadati i simbolicki, naredbom syms. Na primjer, za
funkciju iz Primjera 8.8:

syms x
fx) = x2 - 4

Primijetimo da ovdje nismo trebali koristiti oznaku x.~2 , ve€ samo
x*2 . S ovako zadanom funkcijom mo emo raditi isto Sto i s funkci-
jom zadanom pomotu @ ali imamo i dodatne naredbe: za rjeSavanje
jednad ba, za nala enje inverzne funkcije te za deriviranje, integrira-
nje i rjeSavanje diferencijalnih jednad bi, o cemu ¢e biti viSe govora u
sljedetim lekcijama.

8.4.4 OdreZivanje nulto£aka simboli£ki zadane funkcije. Na-
redbe solve | vpasolve

Poka imo kako se pomotu naredbe solve simbolicki nalaze nultocke
funkcije, tj. kako se rjeSava jednad ba f(x) = O:

solve(f) % [-2; 2]

Za f(x) = x? dobivamo nulu kao dvostruku nultocku koju, podsije-
timo se, nismo uspjeli dobiti naredbom fzero

syms x
f(x) = x"2
solve(f) % [0; 0]

Kod funkcije f(x) = cos(2x) koja ima beskonacho mnogo nultocaka

ovisnih o parametru, naredbi solve potrebno je dodati argument

ReturnConditions s vrijednoS€u true . Tako solve , pri ispisu rje-
Senja, vrata sve parametre o kojima ovisi rjeSenje, kao i eventualne
uvjete na rjeSenje:

121



pojam funkcije, grafa i inverzne funkcije

syms x
f(x) = cos(2 *Xx)
rj = solve(f, ReturnConditions, true)

=
struct with fields:
X: [1x1 sym]
parameters: [1x1 sym]
conditions: [1x1 sym]

Vidimo da je rjeSenje struktura s poljima. IspiSimo ta polja:

rjiesenje = rj.x % pi/4 + (pi * K)/2
parametri = rj.parameters % k
uvjeti = rj.conditions % in(k, integer)

Primjetujemo da smo dobili ispravno rjeSenje koje ovisi o parametru
k, a uvjetin(k, integer) ka e da parametar k mora biti cijeli broj.

Za razliku od solve , naredba vpasolve rjeSava jednad be numericki.
Kod vpasolve mo emo, ali i ne moramo zadati pocetnu vrijednost
u okolini koje tra imo nultocku - ako je ne zadamo, algoritam daje

jednu ili viSe nultocaka na koje nai de. Vidimo da za funkciju f(x) =
x? - 4 algoritam pronalazi obje nultocke:

syms x
fx) = x*2 - 4
vpasolve(f) % [-2.0; 2.0]

Kao i kod solve , ikod vpasolve dobivamo dvostruku nultocku funk-
cije f(x) = x2:

syms X

f(x) = x"2

vpasolve(f) % [0; 0]
Kod f(x) = cog2x) vidimo da, bez zadane pocetne vrijednosti, al-

goritam pronalazi nultocku koja nije posebno zanimljiva. Tako der,
provjeravamo da se doista radi o nultocki:

syms x
f(x) = cos(2 *X)

nultocka = vpasolve(f) % -226.98006922186256147892598444194
f(nultocka) % -4.1417367212541150028691564953307e-39

Ako kao pocetnu vrijednost zadamo tocku xo = 1, kao rjeSenje dobi-
vamo nultocku 7 danu u decimalnom zapisu:

vpasolve(f, 1) % 0.78539816339744830961566084581988
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8.5

1

pojam funkcije, grafa i inverzne funkcije

pitanja i zadatci
Neka je s(t) = 3t + 2 polo aj cestice na koordinatnom pravcu u
trenutku t, kao u Primjeru 8.4 (ii).

(i) Koji €e biti polo aj cestice u t = 5?

(i) U kojem €e trenutku cestica biti u polo aju s= 41?

(i) U kojem je trenutku cestica bila u polo aju s= 11?
Funkcija f(x) := %x3 opisuje obujam kugle u ovisnosti o polu-
mjeru X, kao u Primjeru 8.5 (ii). KoristeCi tu cinjenicu odredite:

(i) polumjer kugle obujma 1

(i) koliko puta treba povectati polumjer da bi se obujam udvos-
trucio?

. Mogu li na grafu funkcije dvije tocke biti jedna iznad druge?

Mogu li na grafu funkcije dvije tocke biti na istoj visini?

Nacrtajte graf neke funkcije koja:
(i) ubrzano raste pa usporeno raste

(ii) usporeno raste pa ubrzano raste.

. Nacrtajte graf neke funkcije koja:

(i) ubrzano pada pa usporeno pada

(i) usporeno pada pa ubrzano pada.

. Predocite u istom koordinatnom sustavu grafove funkcija f i g

tako da:
() jednad ba f(x) = g(x) nema rjedenja
(ii) jednad ba f(x) = g(x) ima tocno jedno rjeSenje

(i) jednad ba f(x) = g(x) ima tocno tri rjeSenja.
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ELEMENTARNE FUNKCIJE |
NJIHOVE PRIMJENE

U lekciji se navode elementarne funkcije, tj. linearne, kvadratne,
kubne funkcije i, op€enito, potencije i polinomi, racionalne funkcije,

eksponencijalne i logaritamske funkcije te trigonometrijske i arkus

funkcije. Opisuju se njihova svojstva, crtaju grafovi, usvajaju pri-
padajuce oznake i tehnika racunanja (temeljne elementarne funkcije
upravo su one funkcije koje su ugra dene u kalkulator). Naznacuje se
uloga tih funkcija u primjenama.

9.1 pripadni problem

Primjena matematike dobrim je dijelom zasnovana na racunanju. Ra-
cunanje pociva na temeljnim racunskim operacijama: zbrajanju (i nje-
noj inverznoj operaciji oduzimanju), mno enju (i njenoj inverznoj ope-
raciji dijeljenju). Uzastopnim mno enjem broja sa sobom dolazi se do
operacije potenciranja (toj je operaciji inverzna operacija korjenova-
nja).

U primjenama, te operacije cesto nisu dovoljne. Drugim rijecima, pos-
toje veze medu zavisnim velicinama koje se ne mogu, ili se ne mogu
jednostavno, zapisati pomocu gornjih operacija. Takve su, na primjetr,
eksponencijalne veze, odnosno njima inverzne logaritamske veze. Na
primjer, eksponencijalnog je tipa veza izme du kolicine radioaktivhe
materije i proteklog vremena.

Takoder, za opis veze izmedu polo aja tocke koja titra na pravcu i
proteklog vremena, potrebne su trigonometrijske funkcije (njihove
inverzne funkcije zovu se arkus funkcijama).

9.2 potrebno predznanje

Pojam funkcije i grafa funkcije. To su pojmovi koji se obra duje vet u
osnovnoj i u srednjoj Skoli, a mi smo ih ponovili u prethodnoj lekciji.
Takoder, u srednjoj je Skoli obradivana linearna, kvadratna, eksponen-
cijalna i logaritamska funkcija, trigopnometrijske funkcije i polinomi,
medutim mi temo sve to opet ponoviti. Jedino zaista novo gradivo
jesu arkus funkcije.
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9.2.1 Linearna funkcija - linearna veza mezu velifinama

Linearna funkcija je funkcija oblika f(x) := ax + b, gdje su realni
brojevi a i b parametri Obicno se trai da bude a 6 O jer je inace
funkcija konstanta, a graf pravac usporedan s x-o0si.

Jednad ba y = ax + b ujedno je jednad ba grafa funkcije f ilinearne
veze medu velicinama x iy, Slika 9.1.

Slika 9.1: Graf linearne funkcije

Analiticko i geometrijsko znacenje parametara a i b:

Analiticki, b = f(0), tj. b je vrijednost varijable y kad je vrijed-
nost varijable x jednaka nuli, Sto se piSe i kao y(0) = b. Geome-
trijski, b je odrezak koji graf odsijeca na y-osi.

Analiticki, a je stalni omjer prirasta funkcije i prirasta argu-

menta:
f(x2)- f(x1) _ axp+b- ax;- b _

X2 - X1 X2 - X1 -

Geometrijski, a je koe cijent smjera (nagib) pravca - grafa funk-
cije (Slika 9.2):

Slika 9.2: Linearna funkcija - geometrijsko znacenje parametra a
(i) ako je a> 0 prikloni je kut pravca Siljast (jerje a=tan ), a

funkcija je rastuta. To znaci da se, pri povetavanju velicine
X, povetava i velicina y.
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(i) ako je a < O prikloni je kut pravca tup, a funkcija pada-
juta. To znaci da se, pri povetavanju velicine x, velicina y
smanjuje.

Mnoge su veze medu velicinama linearne, a tipicni su primjeri pre-
tvaranje jedinica i jednoliko gibanje po pravcu:

Primjer 9.1. [Pretvaranje jedinica]

() Ako je x vrijednost mase u kilogramima, a y vrijednost mase u
gramima, onda je y = 1000x Jezikom funkcija: linearna funk-
cija f(x) := 1000x"pretvara kilograme u grame".

(i) ako je x vrijednost temperature u Celziusovim stupnjevima, a
y vrijednost iste temperature u Fahrenheitovim stupnjevima,
ondajey = %x+ 32. Jezikom funkcija: linearna funkcija f(x) :=
%x + 32 "pretvara Celziusove stupnjeve u Fahrenheitove". O

Primjer 9.2. [Jednoliko gibanje po pravcu]

Ako je y koordinata polo aja u trenutku t cestice koja se giba po
pravcu jednolikom brzinom vp, a koja u trenutku t = 0 zauzima po-
lo aj, tj. koordinatu ygq, onda je

y = Vot + Yo.

Tu je stalna brzina vy koe cijent smjera, a yo odrezak na y-osi i po-
lo aj cestice u t = 0, Slika 9.3. Jezikom funkcija: linearna funkcija
f(t) .= vot + yp opisuje polo aj cestice koja se giba jednoliko po
pravcu brzinom vg, a koja u trenutku t = 0ima polo aj yg.

Slika 9.3: Primjer 9.2

9.2.2 Kvadratna funkcija. Potencije
Funkcija f(x) := x? je funkcija kvadriranja , tj. stavljanje na drugu

potenciju ili, krace, kvadriranje odnosno druga potencija. Njen je
graf parabola s jednad bom y = x2, Slika 9.4.
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Slika 9.4: Graf funkcije kvadriranja

To je primjer kvadratne veze koja, na primjer, povezuje duljinu stra-
nice kvadrata x i njegovu povrSinu y. Tu y kvadratno ovisi 0 x.

Nesto slo enija, a u primjenama puno ceSca kvadratna veza jest ona
oblika y = ax? s pripadnom funkcijom f(x) := ax?, gdje je a realni
parametar (u pravilu se trai da bude a 6 0).

Primjer 9.3. [Kvadratne veze]
Kvadratne veze oblika y = ax? su, na primjer:

(i) izmedu duljine stranice jednakostranicnog trokuta i njegove po-
vrSine

(i) izme du polumjera kruga i njegove povrsine

(iii) izme du proteklog vremena i duljine prije denog puta cestice
koja se giba po pravcu pod utjecajem konstantne (stalne) sile,
ako je u trenutku kad smo poceli mjeriti vrijeme brzina cestice
bila nula (zasto je potreban ovaj posljedn;ji uvjet?). O

Opta kvadratna funkcija - polinom drugog stupnja  je funkcija
f(x):= ax?® + bx + c,

gdje sua, b i crealni parametrii a 6 0. Graf joj je parabola s jednad -
bom
y = ax’ + bx + c.

Ta se funkcija i graf podrobno obra divala u srednjoj Skoli. Ima ve-
liku ulogu u primjenama, na primjer gibanje na pravcu pod utjeca-
jem stalne sile, poput vertikalnog hitca. Op¢enito, ona opisuje veze
izmedu dviju velicina pri kojoj se, pri promjeni jedne od velicina, br-
zina promjene druge mijenja linearno, odnosno ako je akceleracija
promjene stalna. O tome ¢e viSe biti rijeci poslije.

Potencije su funkcije oblika f(x) := x", odnosno f(x) := ax", gdje je

n prirodan broji a realan broj razlicit od nule. Na Slici 9.5 predocene
su potencije zan = 1,2,3,4.
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Slika 9.5: Grafovi potencija

9.2.3 Inverzna funkcija i inverzna veza mezu velifinama

Inverzna funkcija linearne funkcije : linearna vezay = ax + b medu
velicinama x i y eksplicitno pokazuje kako y ovisi 0 x. Inverzna veza
pokazuje kako x ovisi 0 y: tujex = Y22 . x= L - b,

Inverzna funkcija linearne funkcije f(x) := ax + b je funkcija

Dakle:
Inverzna funkcija linearne funkcije opet je linearna funkcija

Uocimo da se izraz za inverznu funkciju dobije tako da se u inverznoj
vezi stavi X umjesto y. To treba tumaciti ovako:

Funkcija f najprije x mnoi s a, potom rezultatu dodaje b.

Inverzna funkcija - 1 vri suprotnu (inverznu) radnju, u suprot-
nom redoslijedu: f- ! najprije od x oduzima b, potom rezultat
dijeli s a.

Linearna veza i njoj inverzna veza u istom koordinatnom sustavu

predocene su istim pravcem. Naime, svejedno je piSe li y = ax + b ili
X = % - g Za razliku od toga, graf linearne funkcije i njoj inverzne

funkcije, predoceni u istom koordinatnom sustavu, simetricni su s

obzirom na pravac s jednad bom y = x. To vrijedi op€enito, a ne
samo za linearne funkcije.

Primjer 9.4. [Inverzna veza i inverzna funkcija za linearnu funkciju]
Navodimo nekoliko parova me dusobno inverznih linearnih veza i
njima pridru enih parova me dusobno inverznih linearnih funkcija.
Crte om (Slika 9.6) potvr dujemo da su grafovi me dusobno inverznih
linearnih funkcija simetricni obzirom na pravac y = x.

(i) Vezey = x- 3ix=y+ 3. Najeziku funkcija imamo
f(x):=x- 31 f 1(x)= x+ 3,

s jednad bama pripadnih grafova y = x- 3iy = x+ 3.
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(i) Vezey = 3xix= yg Na jeziku funkcija imamo

f(x):= 3x i £~ 1(x) = g
s jednad bama pripadnih grafova y = 3xiy = 3.
(iii) Veze y = 2x- 3ix= y;3. Na jeziku funkcija imamo
F(x) = 2x- 3 i £ 1(x) = X;3,

s jednad bama pripadnih grafova y = 2x- 3iy = *53.

Slika 9.6: Primjer 9.4

Inverzna funkcija funkcije kvadriranja - funkcija "drugi korijen"

od priée je poznato da je "korjenovanje inverzno potenciranju” i oz-
nake  za drugi korijen, odnosno "  za n-ti korijen.

Ako je y = x? onda je, optenito, x = py. Za te dvije veze ne go-
vorimo da su me dusobno inverzne, vec samo da su ekvivalentne. To
je zato Sto u vezi y = x? dvije razlicite, me dusobno suprotne, vrijed-
nosti velicine x odgovaraju istoj vrijednosti velicine y. lzuzetak je kad
obje velicine imaju vrijednost 0.

Ako se ogranicimo samo na pozitivherijednosti X, onda su

X = py
medusobno inverzne veze. Tu smo izbacili jer je x > 0, a poznato
je da su vrijednosti drugog korijena tako der pozitivne (ili nula). Zato
su funkcije

y=x?i

f(x) = x2, x>0 i f 1(x):= P

medusobno inverzne i njihovi su grafovi simetricni s obzirom na pra-
vac s jednad bom y = x, Slika 9.7.

Slika 9.7: Grafovi funkcija druge potencije i drugog korijena
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Slicno:
Vezey = x3ix= R y medusobno su inverzne, a
f(x)=x3 i f 1(x) = B3

medusobno su inverzne funkcije (tu nema ogranicenja na Xx).
Tako je i za petu, sedmu i, optenito, neparnu potenciju (Slika
9.8).

Slika 9.8: Grafovi funkcija trete potencije i treceg korijena

Vezey = x* zax > 0ix = R

y medusobno su inverzne, odnosno
f(x):=x*zax>0 i f 1(x)= R

medusobno su inverzne funkcije. Tako je i za Sestu, osmu i
svaku parnu potenciju (Slika 9.9).

Slika 9.9: Grafovi funkcija cetvrte potencije i cetvrtog korijena

Primjer 9.5. [Gracko odre divanje vrijednosti inverzne funkcije]
Zadan je koordinatni sustav u koji je ucrtan graf kvadratne funkcije
(x) := x2. Taj nam ggaf mo e pomocti da gra cki pribli no odredimo

2, 31, optenito, ' a, ako je poznata > 0. Na primjer, = 2 dobit
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cemo tako da na y-osi iz 2 idemo usporedno s X-0Si U pozitivnom
usmjerenju do grafa, potom iz 6e tocke okomito na x-o0s, koju ¢emo
presjeti u tocki s koordinatom 2, Slika 9.10.

Slika 9.10: Primjer 9.5

9.2.4 Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Ponovimo: ako je bazaa > 1, onda eksponencijalna funkcija
f(x):= a*
ima ova svojstva (Slika 9.11):
1. f ubrzano raste
2. f je pozitivna, tj. graf joj je iznad x-osi

3. f je de nirana za svaki X, tj. a* postoji za svaki x, odnosno svaki
pravac okomit na x-os sijece graf

. f(0) = 1jerjea® = 1, tj. tocka (0, 1) je tocka grafa

o A

(i) a*>1zax>0

(i) a* <1 zax<0.

Slika 9.11: Graf eksponencijalne funkcije s bazom a vetom od 1

Inverzna funkcija eksponencijalne funkcije f(x) := a* je logaritamska
funkcija s bazom a, tj. funkcija

f~ 2(x) == log, (x),
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