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1 R E A L N I I KO M P L E K S N I
B R O J E V I

U lekciji se ponavljaju osnovna svojstva brojeva, pojmovi vezani uz
brojeve i operacije s brojevima. Obrad̄uje se trigonometrijski prikaz
kompleksnog broja.

1.1 pripadni problem

Brojevima se rješavaju dva temeljna prakti�cna problema:

brojenje, prebrojavanje - pomoću prirodnih brojeva

mjerenje - pomoću realnih brojeva

Iako kompleksni brojevi imaju i �zikalnu i geometrijsku primjenu,
oni su ponajprije uvedeni iz teoretskih razloga - da bi svaka algebar-
ska jednad�ba imala rješenje.

1.2 potrebno predznanje

1.2.1 Poznavanje osnovnih skupova brojeva i operacija s njima

Skup prirodnih brojeva N
Primjeri: 1, 2, 3, : : : , 25, : : :

Skup cijelih brojeva Z
Primjeri: 0, - 1, 1, - 2, 2, - 3, 3, : : :
Svaki je prirodni broj ujedno i cio, me d̄utim, ima cijelih brojeva koji
nisu prirodni - to su negativni cijeli brojevi i broj 0.

Skup racionalnih brojeva Q
Primjeri: 1

2 , 2
25 , - 2

3 , 17
12 , : : : .

Općenito, broj je racionalan ako se mo�e predo�citi kao razlomak s
cjelobrojnim brojnikom i nazivnikom. Svaki je cijeli broj (dakle i
prirodni) ujedno i racionalan, me d̄utim, ima racionalnih brojeva koji
nisu cijeli. Na primjer, 1

2 je racionalan, ali nije cio broj.

Skup realnih brojeva R
Skup kojeg �cine racionalni i iracionalni brojevi.
Primjeri:

1, 0, - 7,
2
5

, � ,
p

2, 5
p

6, : : :

1



realni i kompleksni brojevi

Svaki je racionalni broj (dakle i cijeli, prirodni) ujedno i realan, me d̄u-
tim, ima realnih brojeva koji nisu racionalni. Na primjer, � ,

p
2 i 5

p
6

nisu racionalni već iracionalni jer se ne mogu predo�citi kao razlomak
s cjelobrojnim brojnikom i nazivnikom.
Intuitivno, pozitivni realni brojevi jesu brojevi kojima se mo�e izmje-
riti svaka du�ina.

1.2.2 Decimalni zapis realna broja

Primjeri: 3.14, 3.16, 1.732, - 2.1313 : : :, : : : - prva tri su kona�cni, a
�cetvrti je beskona�can.
Svaki kona�can decimalni zapis mo�e se shvatiti i kao beskona�can.
Na primjer,

0.5 = 0.5000 : : :, 0.08 = 0.08000 : : :

Ima brojeva koji nemaju kona�can decimalni zapis, primjerice, broj sa
zapisom - 2.1313 : : :.
Racionalni brojevi imaju kona�can ili beskona�can periodan decimalni
zapis. Na primjer:

1
2

= 0.5,
2
25

= 0.08, -
2
3

= - 0.666 : : :,
17
12

= 1.41666 : : :, -
211
99

= - 2.1313 : : :

Iracionalni brojevi imaju beskona�can neperiodan zapis.
Na primjer, broj 1.010010001..., kojem se broj nula u decimalnom za-
pisu izmed̄u dviju jedinica povećava za jedan, je neperiodan pa je to
zapis iracionalna broja.
�Cesto se umjestodecimalni zapisgovori decimalni broj. Ako se to pri-
hvati, onda je skup realnih brojeva upravo skup decimalnih brojeva.

1.2.3 Znanstveni zapis (notacija) realna broja

To je zapis pomoću potencije broja 10. Ovaj zapis je naro�cito pogodan
za vrlo velike i vrlo male brojeve.

Primjer 1.1. [Znanstveni zapis realna broja]
Lijevo je obi�can decimalni zapis, a desno znanstveni:
3752.6 = 3.7526� 103

375.26 = 3.7526� 102

37.526= 3.7526� 101

3.7526= 3.7526� 100

0.37526= 3.7526� 10- 1

0.0000375.26 = 3.7526� 10- 5 .

U decimalnom zapisu nekog broja prva znamenka razli�cita od nule
zove se i prva zna�cajna znamenka. Treba uo�citi njeno zna�cenje pri odre-
d̄ivanju znanstvenog zapisa.
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1.2.4 Skup kompleksnih brojevaC

Primjeri:
2+ 3i, 2 - 3i,

p
2i, i , ...,

gdje je i imaginarna jedinica za koju vrijedi

i 2 = - 1.

Imaginarna jedinica nije realan broj, naime kvadrat realnog broja ne
mo�e biti negativan.
Svaki se kompleksni broj mo�e zapisati kao a + bi i taj se zapis �cesto
naziva algebarskim zapisom . Tu je a realni dio , a b imaginarni dio .
Algebarski zapis kompleksna broja je jedinstven. Ta se vrlo va�na
�cinjenica kraće mo�e zapisati kao:

Ako je a + bi = c + di , onda je a = c i b = d.

Broj oblika bi je �cisto imaginaran , primjerice, 3i,
p

2i, : : :
Brojevi a + bi i a - bi med̄usobno su kompleksno konjugirani . Na
primjer, brojevi 2 + 3i i 2 - 3i su kompleksno konjugirani, tako d̄er i
brojevi 2i i - 2i. Kompleksno konjugirani broj broja z ozna�cavamo s
crticom iznad z, dakle z̄.
Svaki je realni broj (dakle i racionalni, cijeli, prirodni) ujedno i kom-
pleksan s imaginarnim dijelom jednakim nuli. Me d̄utim, ima kom-
pleksnih brojeva koji nisu realni - to su upravo oni kojima je imagi-
narni dio razli�cit od nule.

1.2.5 Algebarske operacije s brojevima

Poznato je da se realni brojevi mogu zbrajati i mno�iti te da opera-
cije zbrajanja i mno�enja imaju odre d̄ena svojstva. Pritom su zbroj
i umno�ak racionalnih brojeva opet racionalni brojevi, a sli�cno je za
cijele i prirodne brojeve. Oduzimanje mo�emo shvatiti kao zbrajanje
sa suprotnim brojem :

a - b = a + (- b),

a dijeljenje kao mno�enje s recipro�cnim brojem :

a : b = a �
1
b

.

S nulom se ne mo�e dijeliti! Drugim rije�cima, nula ne mo�e biti nazivnik
nekog razlomka.
Kompleksni se brojevi zbrajaju i oduzimaju prema pravilu: realan s
realnim, imaginaran s imaginarnim. Dakle:

(a + bi ) + ( c + di ) = ( a + c) + ( b + d)i

(a + bi ) - ( c + di ) = ( a - c) + ( b - d)i .

3



realni i kompleksni brojevi

Na primjer:

(2+ 3i) + ( 4 - 5i) = 6 - 2i

(2+ 3i) - ( 4 - 5i) = - 2+ 8i.

Kompleksni se brojevi mno�e prema pravilu svaki sa svakim, a pritom
se koristi �cinjenica da je i 2 = - 1. Dobije se:

(a + bi )(c + di ) = ( ac - bd) + ( ad + bc)i .

Na primjer:
(2+ 3i)(4 - 5i) = 23+ 2i.

Mno�enje realnog i kompleksnog broja je jednostavnije:

� (a + bi ) = ( �a ) + ( �b )i .

Na primjer:
5(2+ 3i) = 10+ 15i.

Dijeljenje se svodi na mno�enje proširivanjem s konjugiranim naziv-
nikom. Na primjer:

(2+ 3i) : (4 - 5i) =
2+ 3i
4 - 5i

=
2+ 3i
4 - 5i

�
4+ 5i
4+ 5i

=
- 7+ 22i

41
= -

7
41

+
22
41

i .

Pri mno�enju nazivnika primijenili smo formulu za razliku kvadrata:

(4 - 5i)(4+ 5i) = 42 - ( 5i)2 = 16- (- 25) = 41.

Za mno�enje kompleksno-konjugiranih brojeva vrijedi i općenito:

(a + bi )(a - bi ) = a2 + b2 .

Vidimo da je rezultat uvijek pozitivan, osim ako je a = b = 0.

1.2.6 Geometrijsko predo£avanje brojeva

Realni se brojevi geometrijski predo�cavaju brojevnim (koordinatnim)
pravcem. To je pravac na kojemu su istaknute dvije to�cke. Jedna od-
govara broju 0, to je ishodište koordinatnog sustava , a druga broju
1. Time je odred̄ena jedini�cna duljina - udaljenost od broja 0 do
broja 1 na pravcu. Pri ovom predo�cavanju svakoj to�cki pravca odgo-
vara to�cno jedan realan broj kojeg zovemo koordinata to�cke i svakom
realnom broju to�cno jedna to�cka pravca (Slika 1.1).

Slika 1.1: Koordinatni pravac

Kompleksni se brojevi geometrijski predo�cavaju koordinatnom ili kom-
pleksnom ravninom tako da se kompleksni broj z = a + bi poistovjeti
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s ured̄enim paromrealnih brojeva (a,b), a taj ured̄eni par s to�ckom ko-
ordinatne ravnine (Slika 1.2). Pritom su realni brojevi, kao i prije,
predo�ceni pravcem koji zovemo realna os i ozna�cavamo s Re z, a
�cisto imaginarni pravcem (okomitim na taj pravac) koji zovemo ima-
ginarna os i ozna�cavamo s Im z . Broj 0 je u ishodištu koordinatnog
sustava, u presjeku realni i imaginarne osi.

Slika 1.2: Kompleksna ravnina

1.2.7 Apsolutna vrijednost broja

Apsolutna vrijednost jaj realnog broja a je udaljenost tog broja od
nule na brojevnom pravcu. Na primjer: j2j = 2, j- 2j = 2, j0j = 0.
Općenito je jaj = j- aj, tj. uvijek po dva broja, broj i njemu suprotni
broj, imaju istu apsolutnu vrijednost. Izuzetak je broj 0, ali to na neki
na�cin vrijedi i za nju jer je nula sama sebi suprotna.
Sli�cno je za kompleksne brojeve: apsolutna vrijednost ili modul ja + bi j
kompleksnog broja a + bi je njegova udaljenost od ishodišta u kom-
pleksnoj ravnini. Vidimo iz Pitagorina pou�cka (Slika 1.3) da je

ja + bi j =
p

a2 + b2 .

Slika 1.3: Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Na primjer: j3+ 4ij = 5, j2+ 3ij =
p

13, j3ij = 3.
Vidimo da vrijedi ja + bi j =

p
(a + bi )(a - bi ), kraće

jzj =
p

zz̄.
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Kao poseban slu�caj formule za apsolutnu vrijednost kompleksna
broja dobije se formula za apsolutnu vrijednost realna broja :

jaj =
p

a2 .

Naime, jaj = ja + 0 � i j =
p

a2 + 02 =
p

a2 .

1.2.8 Usporeživanje brojeva

Operacije zbrajanja, oduzimanja, mno�enja i dijeljenja s kompleksnim
brojevima imaju ista svojstva kao i operacije s realnim (odnosno raci-
onalnim) brojevima. Jedna od va�nih razlika je u tome što se realni
brojevi mogu uspore d̄ivati: za svaka dva realna broja a i b vrijedi

a = b ili a < b ili a > b

te dodatno a < b ako je b - a > 0 . Gornja tvrdnja za kompleksne
brojeve ne vrijedi - oni se mogu uspore d̄ivati samo po apsolutnim
vrijednostima.

Dodatno, za realne brojeve vidimo da vrijedi (Slika 1.4):

a < b ako je a lijevo od b na brojevnom pravcu .

Slika 1.4: a < b

1.2.9 Geometrijsko predo£avanje umno²ka realnog i komplek-
snog broja

Kompleksan broj z 6= 0 i njegov umno�ak �z s realnim brojem � 6= 0
�cine posebnu geometrijsku kon�guraciju (Slika 1.5): brojevi z i �z su
na pravcu koji prolazi ishodištem. Pritom su oni s iste strane ishodišta
ako je � > 0 , a s razli�citih strana ako je � < 0 .

Slika 1.5: Geometrijska predod�ba umnoška realnog i kompleksnog broja

Primjer 1.2. [Geometrijska kon�guracija brojeva z i �z ]
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(i) Brojevi z = 3 + 2i i 2z = 6 + 4i na istoj su zraci koja po�cinje u
ishodištu, Slika 1.6 (i).

(ii) Brojevi z = 3+ 2i i - 2z = - 6- 4i na istom su pravcu koji prolazi
ishodištem, ali s razli�citih strana ishodišta, Slika 1.6 (ii).

Slika 1.6: Primjer 1.2

Geometrijsku predod�bu umnoška i kvocijenta dvaju kompleksnih
brojeva opisat ćemo poslije.

1.2.10 Geometrijsko predo£avanje zbroja i razlike kompleks-
nih brojeva

Kompleksni brojevi z1 , z2 , z1 + z2 i 0 su vrhovi paralelograma gdje
su z1 i z2 jedan par nasuprotnih vrhova, a 0 i z1 + z2 drugi (Slika 1.7).

Slika 1.7: Geometrijska predod�ba zbrajanja kompleksnih brojeva

Izuzetak je samo ako su z1 i z2 na istom pravcu koji prolazi ishodi-
štem, na primjer, ako su oba realni. Tada su sva �cetiri broja na istom
pravcu - dobivamo degenerirani paralelogram (Slika 1.8). To je zato
što je tada z2 = �z 1 za neki realni broj � (gledamo slu�caj kad su z1 i
z2 razli�citi od nule). Zato je z1 + z2 = ( 1 + � )z1 pa su svi brojevi na
istom pravcu kroz ishodište.
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Slika 1.8: Geometrijska predod�ba zbrajanja kompleksnih brojeva - specija-
lan slu�caj

Primjer 1.3. [Geometrijska predod�ba zbrajanja kompleksnih brojeva]

(i) Brojevi 1, i , 1 + i i 0 vrhovi su kvadrata, pri �cemu su 1 i i nasu-
protni vrhovi, Slika 1.9 (i).

(ii) Brojevi 1, 3+ 2i, 4+ 2i i 0 vrhovi su paralelograma, Slika 1.9 (ii).

(iii) Brojevi 2 + 3i, - 4 - 6i, - 2 - 3i i 0 na istom su pravcu - tu je
z2 = - 2z1 .

Slika 1.9: Primjer 1.3

Kompleksni brojevi z1 , z2 , z1 - z2 i 0 jesu vrhovi paralelograma. Pri-
tom su z1 i 0 jedan par nasuprotnih vrhova, a z2 i z1 - z2 drugi (Slika
1.10).

Slika 1.10: Geometrijska predod�ba oduzimanja kompleksnih brojeva

Kao i kod zbrajanja, postoje izuzeci.
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Primjer 1.4. [Geometrijska predod�ba oduzimanja kompleksnih bro-
jeva]

(i) Brojevi 1, i , 1 - i i 0 vrhovi su paralelograma pri �cemu su 0 i 1
nasuprotni vrhovi, Slika 1.11 (i).

(ii) Brojevi 1, 3 + 2i, - 2 - 2i i 0 vrhovi su paralelograma, Slika 1.11
(ii).

(iii) Brojevi 2+ 3i, - 4 - 6i, 6+ 9i i 0 na istom su pravcu.

Slika 1.11: Primjer 1.4

1.3 nove definicije i tvrdnje

1.3.1 Trigonometrijski prikaz kompleksna broja

Neka je z = a + bi kompleksan broj razli�cit od nule. Tada spojnica
broja z s ishodištem kompleksne ravnine �cini kut s pozitivnom re-
alnom zrakom. Pritom se od pozitivne realne zrake do te spojnice
gibanje unutar kuta odvija suprotno gibanju kazaljke sata. Taj se kut
zove argument ili kut kompleksnog broja z i ozna�cava kao Arg (z),
Slika 1.12.

Slika 1.12: Argument kompleksnog broja

Vidimo da je
0 6 Arg (z) < 360� .
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Kad god to ne bude stvaralo zabunu, argument kompleksnog broja
ozna�cavat ćemo, kako i ina�ce ozna�cavamo mjere kuta, gr�ckim slo-
vima.

Primjer 1.5. [Argument kompleksnog broja]

(i) Argument kompleksnog broja z = 1+ i je 45� . PišemoArg (z) =
45� ili Arg (1+ i ) = 45� ili, jednostavno, � = 45� , Slika 1.13 (i).

(ii) Argument kompleksnog broja z = 1 - i je 360� - 45� = 315� .
Pišemo Arg (z) = 315� ili Arg (1 - i ) = 315� ili, jednostavno,
� = 315� , Slika 1.13 (ii).

Slika 1.13: Primjer 1.5

Treba uo�citi sljedeće tri va�ne �cinjenice:

1. Kompleksni brojevi koji imaju isti argument kao i z �cine u kom-
pleksnoj ravnini zraku s po�cetkom u ishodištu koja prolazi kroz
z, bez samog ishodišta (Slika1.14).

Slika 1.14: Zraka kompleksnih brojeva istog argumenta

2. Kompleksni brojevi koji imaju istu apsolutnu vrijednost kao i z
�cine u kompleksnoj ravnini kru�nicu sa središtem u ishodištu
koja prolazi kroz z, dakle ima polumjer jzj, Slika 1.15.
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Slika 1.15: Kru�nica kompleksnih brojeva iste apsolutne vrijednosti

3. Svaki je kompleksni broj z razli�cit od nule jednozna�cno odre d̄en
svojim argumentom (kutom) i svojom apsolutnom vrijednošću
(Slika 1.16).

Slika 1.16: Argument i apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Primjer 1.6. [Prikaz kompleksnog broja u trigonometrijskom zapisu]
Prika�imo u kompleksnoj ravnini kompleksni broj z ako je (Slika
1.17):

(i) jzj = 2 i � = 60�

(ii) jzj = 2 i � = 180�

(iii) jzj = 2 i � = 270� .

Slika 1.17: Primjer 1.6

Iz cos� = a
jzj i sin � = b

jzj dobijemo (Slika 1.18):

z = a + bi = jzj cos� + jzj sin � � i = jzj (cos� + sin � � i ).

11



realni i kompleksni brojevi

To je trigonometrijski prikaz kompleksnog broja. Obi�cno se piše
tako da i i sin � zamijene mjesta:

z = jzj (cos� + i sin � ).

Slika 1.18: Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Primjer 1.7. [Odred̄ivanje trigonometrijskog prikaza iz algebarskog]
Odredimo trigonometrijski prikaz kompleksnih brojeva iz Primjera
1.5:

(i) z = 1+ i , jzj =
p

2, � = 45� pa je

z = jzj (cos� + i sin � ) =
p

2(cos45� + i sin 45� )

(ii) z = 1 - i , jzj =
p

2, � = 135� pa je

z = jzj (cos� + i sin � ) =
p

2(cos135� + i sin 135� ).

Primjer 1.8. [Odred̄ivanje algebarskog prikaza iz trigonometrijskog]
Odredimo kompleksni broj z, tj. odredimo njegov algebarski prikaz,
ako je jzj = 2 i � = 60� :

z = jzj (cos� + i sin � ) = 2(cos60� + i sin 60� ) = 2

 
1
2

+

p
3

2
i

!

= 1+
p

3i.

1.3.2 Geometrijska interpretacija brojevacos� + i sin � : je-
dini£na kruºnica

Brojevi cos� + i sin � imaju apsolutnu vrijednost 1 jer je cos2 � +
sin2 � = 1. Stoga se ti brojevi nalaze na jedini�cnoj kru�nici (Slika
1.19). Mo�emo zamišljati kako ti brojevi obilaze jedini�cnu kru�nicu
suprotno kazaljci sata po�cevši od broja 1, dok se kut � mijenja od 0�

do 360� (opet broj 1).
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Slika 1.19: Kompleksni brojevi na jedini�cnoj kru�nici

Takod̄er, mo�emo zamišljati da se kut � sve više povećava pa, dok
se promijeni od 360� do 720� , brojevi će još jednom obići kru�nicu
itd. Pritom za kutove � , � + 360� , � + 720� , : : : imamo iste komplek-
sne brojeve. Svi ti kutovi � + k � 360� , gdje k prolazi skupom cijelih
brojeva, jesu argumentiistog kompleksnog broja z pa pišemo

arg (z) = � + k � 360� .

Pritom se Arg (z) = � naziva glavnim argumentom .

Primjer 1.9. [Odnos glavnog argumenta i ostalih argumenata]

(i) Za z = i glavni argument je Arg (z) = 90� dok su svi argumenti
arg (z) = 90� + k � 360� . Na primjer (Slika 1.20):

- za k = 0 dobijemo glavni argument

- za k = 1 dobijemo argument 90� + 360� = 450� . To treba
tuma�citi tako da, kad iz broja 1 kru�imo jedini�cnom kru�-
nicom za kut 450� suprotno kazaljci sata, dolazimo u broj i .
Pritom ćemo jednom proći kroz i , ali ćemo nastaviti kru�e-
nje.

- za k = - 1 dobijemo argument 90� + (- 1)360� = - 270� . To
treba tuma�citi tako da, kad iz broja 1 kru�imo jedini�cnom
kru�nicom za kut 270� u skladu s kazaljkom na satu(zbog
negativnog predznaka), dolazimo u broj i .

Slika 1.20: Primjer 1.9(i)

13



realni i kompleksni brojevi

(ii) Za z = 1 +
p

3i glavni argument je Arg (1 +
p

3i) = 60� (Primjer
1.8), dok su svi argumenti arg (1 +

p
3i) = 60� + k � 360� . Na

primjer (Slika 1.21):

- za k = 0 dobijemo glavni argument

- za k = 1 dobijemo argument 60� + 360� = 420� . To treba
tuma�citi tako da, kad iz broja 2 kru�imo kru�nicom polu-
mjera 2 (jer kompleksni broj ima apsolutnu vrijednost 2)
za kut 420� suprotno kazaljci sata, dolazimo u broj 1+

p
3i.

Pritom ćemo jednom proći kroz 1+
p

3i, ali ćemo nastaviti
kru�enje.

- za k = - 1 dobijemo argument 60� + (- 1)360� = - 300� .
To treba tuma�citi tako da, kad iz broja 2 kru�imo kru�ni-
com polumjera 2 za kut 300� u skladu s kazaljkom na satu,
dolazimo u broj 1+

p
3i.

Slika 1.21: Primjer 1.9(ii)

1.3.3 Geometrijska interpretacija potenciranja na jedini£noj
kruºnici - Moivreova formula

Ako je z = cos� + i sin � , tj. ako je z na jedini�cnoj kru�nici, onda je

z2 = cos(2� ) + i sin(2� ).

Vidimo da se z kvadrira tako da mu se argument udvostru�cuje. Sli�cno:

z3 = cos(3� ) + i sin(3� ),

tj. z se kubira tako da mu se argument utrostru�cuje (Slika 1.22).
Općenito:

zn = cos(n� ) + i sin(n� ),

tj. z se potencira tako da mu se argument pomno�i s eksponentom.
To je Moivreova formula .
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Slika 1.22: Kvadriranje i kubiranje kompleksnog broja na jedini�cnoj kru�-
nici

Primjer 1.10. [Potenciranje na jedini�cnoj kru�nici]
Ako je z = i , onda je z2 = - 1, z3 = - i , z4 = 1, z5 = i itd. Vidimo
(Slika 1.23) da potencije ostaju na jedini�cnoj kru�nici, samo se argu-
ment udvostru�cuje, utrostru�cuje itd. Naime, argumenti su, redom,
90� , 180� , 270� , 360� itd.

Slika 1.23: Primjer 1.10

Moivreova formula mo�e se primijeniti na sve kompleksne brojeve
razli�cite od nule, a ne samo one na jedini�cnoj kru�nici, tj. apsolutne
vrijednosti 1: ako je

z = jzj (cos� + i sin � ),

onda je
zn = jzjn (cos(n� ) + i sin(n� )) .

Kompleksni broj potencira se tako da mu se

apsolutna vrijednost potencira , a argument pomno � i eksponentom .

Primjer 1.11. [Potenciranje kompleksnog broja]
Izra�cunajmo (1+

p
3i)5 . Mo�emo ra�cunati izravno, samo što bi to bilo
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mukotrpno. Zato primjenjujemo Moivreovu formulu. Već znamo da
je jzj = 2 i � = 60� . Zato je

z5 = 25(cos(5 � 60� ) + i sin(5 � 60� ))

= 32(cos300� + i sin 300� )

= 32

 
1
2

+

p
3

2
i

!

= 16+ 16
p

3i.

1.3.4 Mnoºenje kompleksnih brojeva na jedini£noj kruºnici

Uo�cimo dva kompleksna broja na jedini�cnoj kru�nici:

z1 = cos� + i sin �

z2 = cos� + i sin � .

Tada je
z1z2 = cos(� + � ) + i sin(� + � ),

tj. kompleksni brojevi na jedini�cnoj kru�nici mno�e se tako da se
argumenti zbroje (Slika 1.24).

Slika 1.24: Mno�enje kompleksnih brojeva na jedini�cnoj kru�nici

Uo�cimo: ako u tu formulu stavimo � = � , dobit ćemo formulu za
kvadriranje broja na jedini�cnoj kru�nici.

Formulu za mno�enje kompleksnih brojeva na jedini�cnoj kru�nici mo-
�emo primijeniti i općenito: ako je

z1 = jz1 j (cos� + i sin � )

z2 = jz2 j (cos� + i sin � ),
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onda je
z1z2 = jz1 j jz2 j (cos(� + � ) + i sin(� + � )) .

Kompleksni brojevi mno � e se tako da im se

apsolutne vrijednosti pomno � e, a argumenti zbroje .

Primjer 1.12. [Primjena formule za mno�enje kompleksnih brojeva]
Koji ćemo broj dobiti ako zarotiramo kompleksni broj z = 1 +

p
3i za

90� suprotno kazaljci sata?
Treba z pomno�iti s i jer i ima kut od 90� , a apsolutnu vrijednost 1.
Tako će se u rezultatu kut povećati za 90� , a apsolutna vrijednosti
ostati ista. Dakle (Slika 1.25):

z � i = ( 1+
p

3i)i = -
p

3+ i .

Slika 1.25: Primjer 1.12

Vidimo (Slika 1.26) da vrijedi općenito: ako broj pomno�imo scos� +
i sin � , zarotirat ćemo ga za� .

Slika 1.26: Mno�enje kompleksnog broja brojem cos � + i sin �

17



realni i kompleksni brojevi

1.4 primjena matlab-a

1.4.1 Ra£unanje s kompleksnim brojevima. Naredbecomplex ,
real i imag , abs i angle

Osnovne aritmeti�cke operacije provode se pomoću uobi�cajenih oz-
naka + , - , � i =. Na primjer, kvocijent dvaju kompleksnih brojeva
z1 = 2+ 3i i z2 = 4 - 5i ra�cunamo na sljedeći na�cin:

z1 = 2 + 3 * i

z2 = 4 - 5 * i

z1 / z2

Kao rezultat dobivamo:

ans = -0.1707 + 0.5366is

Napominjemo da ćemo ubuduće, radi ekonomi�cnosti zapisa i tamo
gdje bude moguće, rezultat pisati u komentaru (koji po�cinje nakon
znaka %), u istoj liniji u kojoj se nalazi i odgovarajuća naredba:

z1 / z2 % -0.1707 + 0.5366i

Kompleksan broj mo�emo zadati i pomoću complex . Za realni i ima-
ginarni dio kompleksnog broja koristimo real i imag , redom. Apso-
lutna vrijednost kompleksnog broja i argument izra�en u radijanima,
uz mogućnost prera�cunavanja u stupnjeve, dobivaju se s abs i angle ,
redom. Sve ovo ra�cunamo za kompleksan broj z = 3+ 4i:

z = complex(3, 4)

real(z) % 3

imag(z) % 4

abs(z) % 5

angle(z) % 0.9273 (u radijanima)

180 * angle(z) / pi % 53.1301 (u stupnjevima)

1.4.2 Geometrijski prikaz kompleksnog broja. Naredbeplot

i polarplot

Za prikaz broja u kompleksnoj ravnini koristimo uobi�cajenu naredbu
plot , a ukoliko nas zanima prikaz u kojemu su vidljive komponente
trigonometrijskog zapisa, tj. apsolutna vrijednost i argument, koris-
timo naredbu polarplot :

z = complex(3, 4)

plot(z, �r.�, �MarkerSize�, 16)

polarplot(z, �r.�, �MarkerSize�, 16)

U gornjim linijama oznaka �r.� zna�ci da smo kompleksan broj ozna-
�cili crvenom to�ckom dok �MarkerSize�, 16 odred̄uje veli�cinu oznake.
O standardnim speci�kacijama naredbe plot mo�e se naći u online
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ili tiskanim MATLAB priru�cnicima.

Naredbu za crtanje MATLAB uvijek izvršava na posljednjoj generira-
noj slici i to tako da prebriše ono što je na njoj prethodno bilo prika-
zano. To zna�ci da će u gornjem primjeru polarplot prebrisati ono
što je generirano s plot , a to ovdje ne �elimo. Kako bismo dobili
oba prikaza, potrebno je prije polarplot navesti naredbu figure koja
ozna�cava da izrad̄ujemo novi prikaz:

z = complex(3, 4)

plot(z, �r.�, �MarkerSize�, 16)

figure

polarplot(z, �r.�, �MarkerSize�, 16)

Ako �elimo jednu sliku na kojoj su gornji prikazi jedan pored dru-
goga, koristimo tiledlayout zajedno s nexttile . Na primjer, na-
redba tiledlayout(1,2) zna�ci da �elimo prikaz s jednim retkom i
dvije slike. Za tekstualnu oznaku prikazanog kompleksnog broja upo-
trebljavamo text , a za naslove slika title . Napomenimo da ovdje
nije potreban figure jer je sve na istom prikazu:

z = complex(3, 4)

tiledlayout(1, 2)

nexttile

plot(z, �r.�, �MarkerSize�, 16)

text(real(z), imag(z) - 0.1, �z�)

title(�Algebarski prikaz�, �FontWeight�, �normal�)

nexttile

polarplot(z, �r.�, �MarkerSize�, 16)

title(�Trigonometrijski prikaz�, �FontWeight�, �normal�)

Vidimo da na lijevoj slici MATLAB automatski odre d̄uje raspon koji
će se prikazivati na koordinatnim osima te da nisu prikazane realna i
imaginarna os. Kako bismo sami odredili raspon, koristimo naredbe
xlim i ylim , a za prikazivanje osi koje prolaze kroz ishodište ax i njena
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dva svojstva ax.XAxisLocation i ax.YAxisLocation . Osi mo�emo oz-
na�citi pomoću xlabel i ylabel .

Napravimo sve ovo za kompleksni broj z = 3 + 4i (sli�cne naredbe
pišemo u istom redu, odvojene znakom ; ):

z = complex(3, 4)

plot(z, �r.�, �MarkerSize�, 16)

text(real(z), imag(z) - 0.3, �z�)

xlim([-3 5]); ylim([-3 5])

ax = gca

ax.XAxisLocation = �origin�

ax.YAxisLocation = �origin�

xlabel(�Re�); ylabel(�Im�)

Za kraj, ilustrirajmo pravilo paralelograma za zbrajanje kompleksnih
brojeva z1 = 2+ 3i i z2 = 4 - 5i:

z1 = complex(2, 3)

z2 = complex(4, -5)

plot([0, z1, z1 + z2, z2, 0], �k--�)

hold on

plot([0, z1, z1 + z2, z2, 0], �r.�, �MarkerSize�, 16)

text(-0.5, -0.5, �0�)

text(real(z1), imag(z1) + 0.5, �z1�)

text(real(z2), imag(z2) - 0.3, �z2�)

text(real(z1 + z2) + 0.3, imag(z1 + z2), �z1 + z2�)

xlim([-4 10]); ylim([-6 6])

ax = gca

ax.XAxisLocation = �origin�

ax.YAxisLocation = �origin�

xlabel(�Re�); ylabel(�Im�)

Prije druge primjene naredbe plot , koristili smo hold on kako bismo
dobili rezultat oba crtanja na istom prikazu. U suprotnom bismo imali
prikazan samo rezultat posljednje plot naredbe. Uo�cimo i to da se
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plot koristi i za prikaz linije i za prikaz to�cke, uz razliku što kod
prikaza linije stoji �k--� za crnu isprekidanu liniju, a kod prikaza
to�cke imamo već poznatu speci�kaciju �r.�, �MarkerSize�, 16 .

1.5 pitanja i zadatci

1. Objasnite formulu z- 1 = z̄
jz j2

za svaki kompleksan broj z razli�cit

od 0.

2. Odredite vezu izme d̄u:

(i) Arg (� � z) i Arg (z), gdje je � realan broj

(ii) Arg (z̄) i Arg (z)

(iii) Arg (z- 1) i Arg (z)

(iv) Arg (z- 1) i Arg (z̄).

3. Neka je z = jzj (cos� + i sin � ). Odredite trigonometrijski prikaz
od z̄ i z- 1 u terminima jzj i � . Prvo napravite ako je jzj = 2 i
� = 70� , a onda općenito.

4. Predo�cite sve kompleksne brojeve z za koje je:

(i) jzj 6 3

(ii) 1 6 z < 3.

5. Predo�cite sve kompleksne brojeve z za koje je 30� < Arg (z) 6
135� .

6. Predo�cite sve kompleksne brojeve z za koje je 1 6 z < 3 i 30� <
Arg (z) 6 135� .

7. Neka je z1 = jz1 j (cos� + i sin � ) i z2 = jz2 j (cos� + i sin � ) .
Odredite trigonometrijski prikaz od z1

z2
.
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2 R E A L N I V E K TO R S K I
P R O S TO R

U lekciji se obrad̄uje pojam vektora, operacije s vektorima, duljine
(norme) vektora, vektorskog prostora, dimenzije vektorskog prostora
i njihova geometrijska i �zikalna interpretacija.

2.1 pripadni problem

Intuitivno je jasno da je pravac jednodimenzionalan pa bi se njegove
to�cke trebale opisivati brojevima - jedna to�cka, jedan broj. Ravnina
je dvodimenzionalna pa bi se njene to�cke trebale opisivati pomoću
dvaju brojeva itd. Taj se problem matemati�cki rješava uvo d̄enjem
koordinatnog sustava na pravac, ravninu, prostor itd. te uvo d̄enjem
pojma ured̄enog para, ured̄ene trojke itd.
Sli�cno, postoje �zikalne veli�cine koje se mogu opisati jednim brojem
(masa, temperatura itd.), ali postoje i veli�cine za �cije opisivanje u pra-
vilu treba više brojeva. Takva je, na primjer, sila za koju je va�no ne
samo kojeg je intenziteta već i koji joj je smjer djelovanja. Vidjet ćemo
da je sila koja djeluje u ravnini odre d̄ena pomoću dvaju brojeva, to�c-
nije, pomoću ured̄enog para brojeva dok je sila koja djeluje u prostoru
odred̄ena pomoću triju brojeva - ure d̄ene trojke itd.
Vrlo �cesto na istom prostoru, odnosno njegovu dijelu djeluje više sila
pa se postavlja problem razmatranja njihova ukupnog djelovanja. To
se matemati�cki rješava algebrom vektora, tj. uvo d̄enjem algebarskih
operacija na vektore.

2.2 potrebno predznanje

Vektori u ravnini i u prostoru mogu se uvesti �cisto geometrijski - po-
moću usmjerenih du�ina ili analiti�cki - pomoću ure d̄enih parova, od-
nosno ured̄enih trojki. Geometrijsko uvo d̄enje vektora zapo�celo je u
osnovnoj školi i nastavljeno u srednjoj, a analiti�cko je uvedeno tek
djelomice i to samo za ravninu.

2.2.1 Geometrijsko uvoženje vektora u ravninu i prostor

Neka su A i B dvije to�cke ravnine ili prostora. Vektor s po�cetkom A i
završetkom B ozna�cavamo oznakom

�!
AB.
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Taj pojam mo�emo zamišljati geometrijski i �zikalno (Slika 2.1):

Geometrijski , vektor
�!
AB zamišljamo kao pomak (translaciju)ko-

jim smo to�cku A pomakli u to�cku B.

Fizikalno , vektor
�!
AB zamišljamo kao silu kojoj je hvatište u

to�cki A, smjer djelovanja je prema to�cki B, a intenzitet joj je
predo�cen udaljenošću od A do B.

Slika 2.1: Geometrijski prikaz vektora

Iz ovih dviju predod�aba prirodno se nameću pojmovi duljine (mo-
dula), smjera i usmjerenja (orijentacije) vektora:

Duljina (modul) vektora
�!
AB je udaljenost to�caka A i B, tj. du-

ljina du�ine AB. Ozna�cava se kao
�
�
�
�!
AB

�
�
�.

Smjer vektora
�!
AB je smjer koji odred̄uje pravac na kojima su

to�cke A i B.

Usmjerenje vektora
�!
AB je od to�cke A do to�cke B.

Iz geometrijske predod�be vektora proizlazi da ne treba razlikovati
vektore koji djeluju po usporednim pravcima, a imaju jednake duljine
i jednako su orijentirani.
Odatle proizlazi de�nicija jednakosti vektora : vektor

�!
AB jednak je

vektoru
�!
CD ako to�cke A, B, D i C (upravo u tom redoslijedu) �cine

paralelogram ABDC , Slika 2.2.

Slika 2.2: Jednakost vektora
�!
AB =

�!
CD

Sad imamo glavnu tvrdnju o jednakosti vektora:

Dva su vektora jednaka ako i samo ako imaju

jednake duljine , isti smjer i isto usmjerenje .

Primjer 2.1. [Interpretacija vektora brzine]
Ako je

�!
AB vektor brzine , mo�emo ga interpretirati ovako (Slika 2.3):
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1. Po�cetna to�cka A je polo�aj u kojemu se, u trenutku t = 0, nalazi
�cestica koja se giba.

2. Završna to�cka B je to�cka u kojoj bi se ta �cestica našla nakon
jedne sekunde, odnosno jedinice vremena, ako bi se nastavila
gibati po pravcu brzinom

�!
AB. To je zato što modul vektora

brzine
�
�
�
�!
AB

�
�
� zna�ci duljinu puta što ga �cestica prije d̄e u jedinici

vremena, ako se giba po pravcu brzinom
�!
AB.

Slika 2.3: Primjer 2.1

2.2.2 Mnoºenje vektora brojem (skalarom)

Neka u to�cki A prostora djeluje sila
�!
F . Intuitivno je jasno da dvos-

truki u�cinak od te sile �cini sila koja ima isto hvatište A, dva puta je
veća po intenzitetu, a ima isti smjer i orijentaciju kao i

�!
F . Razumljivo

je da ćemo tu novu silu ozna�citi kao 2
�!
F . Ka�emo da smo silu

�!
F

pomno�ili s 2, Slika 2.4.
Sli�cno je pri mno�enju sile s bilo kojim brojem, s time da se pri mno-
�enju s negativnim brojem mijenja orijentacija-usmjerenje, a pri mno-
�enju s brojem nula dobije sila jednaka nuli. Na osnovi te �zikalne
predod�be uvodimo operaciju mno�enja vektora i skalara , pri �cemu
obi�cno prije pišemo skalar, a potom vektor. Do iste de�nicije dola-
zimo razmatrajući vektore geometrijski, tj. kao translacije.

Slika 2.4: Mno�enje vektora skalarom

2.2.3 Zbrajanje vektora

Neka u to�cki A prostora djeluju dvije sile
�!
F i

�!
G, svaka sa svojim

intenzitetom, smjerom i usmjerenjem. Treba odrediti rezultantu nji-
hova djelovanja. Ako te dvije sile imaju isti smjer, sve je jasno, bez
obzira jesu li usmjerenja ista ili suprotna. Općenito, pokuspotvr d̄uje
da je ukupno djelovanje - rezultanta opet sila s istim hvatištem A,
koja djeluje du� dijagonale paralelograma što ga te dvije sile razapi-
nju i koja ima intenzitet jednak duljini te dijagonale. Odatle potje�ce
pravilo paralelograma za zbrajanje vektora (Slika 2.5).
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Slika 2.5: Zbrajanje vektora - pravilo paralelograma

Još jasnije pravilo za zbrajanje vektora dobijemo iz geometrijske inter-
pretacije vektora kao translacija: to�cka A translatira se pomoću

�!
F u

to�cku B, potom to�cka B pomoću
�!
G u to�cku D. Potpuno isto bi se do-

bilo da prvo djeluje
�!
G pa potom

�!
F . Odatle potje�ce pravilo trokuta

za zbrajanje vektora (Slika 2.6).

Slika 2.6: Zbrajanje vektora - pravilo trokuta

To se pravilo lako poopćuje na pravilo mnogokuta (poligona) za zbra-
janje više vektora (Slika 2.7).

Slika 2.7: Zbrajanje vektora - pravilo mnogokuta

Oduzimanje vektora svodi se na zbrajanje sa suprotnim vektorom :

�!
F -

�!
G :=

�!
F + (-

�!
G).

Osim sa strelicama, vektori se �cesto ozna�cavaju masnim slovima, pri-
mjerice, a, b, x, y , : : : . Posebice, vektor duljine nula, tj. nulvektor
ozna�cava se kao0.

Vrijede sljedeća o�cita svojstva zbrajanja vektora i mno�enja vektora
sa skalarom:
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1. Komutativnost: a+ b = b + a

2. Asocijativnost: (a+ b) + c = a+ ( b + c)

3. Neutralni element za zbrajanje: a+ 0 = a

4. Suprotni element: a+ (- a) = 0

5. � (a+ b) = � a+ � b

6. � (� a) = ( �� )a.

2.2.4 Kut mežu vektorima

Intuitivno je jasno, a pokusom se lako potvrdi, da rezultanta djelo-
vanja dviju sila sa zajedni�ckim hvatištem ne ovisi samo o njihovim
intenzitetima već i o kutu pod kojim te sile djeluju. Od dvaju kutova,
vanjskog i unutarnjeg, što ga te dvije sile zatvaraju, va�an nam je
manji - unutarnji jer rezultanta djeluje unutar njega.
Odatle potje�ce de�nicija kuta me d̄u dvama vektorima razli�citima od
nulvektora: to je manji od kutova što ga ta dva vektora odre d̄uju kad
ih postavimo da po�cinju u istoj to�cki. Posebni su slu�cajevi kad je kut
nula-kut ili ispru�eni kut (Slika 2.8).
Vidimo da za kut � med̄u vektorima - to�cnije, za njihovu mjeru -
vrijedi

0� 6 � 6 180� .

Slika 2.8: Kut med̄u vektorima

2.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

2.3.1 Koordinatni sustav u prostoru

Biranjem dviju to�caka na pravcu (jedne za smještanje nule, a drugu
za smještanje jedinice) uvodi se koordinatni sustav na pravcu. Pravac
s uvedenim koordinatnim sustavom zove se brojevni ili koordinatni
pravac. Na brojevnom pravcu, umjesto s to�ckama, mo�emo raditi
s brojevima - koordinatama to�caka. To�cka s koordinatom 0 zove se
ishodište.
Biranjem dvaju med̄usobno okomitih brojevnih pravaca u ravnini
(koji se sijeku u ishodištima) uvodi se koordinatni sustav u ravninu.
Ravnina s uvedenim koordinatnim sustavom zove se koordinatna
ravnina . U koordinatnoj ravnini, umjesto s to�ckama, mo�emo raditi
s ured̄enim parovima brojeva - koordinatama to�cke.
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Biranjem triju me d̄usobno okomitih brojevnih pravaca u prostoru
(koji se sijeku u ishodištima u jednoj to�cki) uvodi se koordinatni sus-
tav u prostor. Prostor s uvedenim koordinatnim sustavom zove se
koordinatni prostor (Slika 2.9).

Slika 2.9: Koordinatni prostor

Istaknuti dio koordinatnog prostora mo�emo zamišljati kao ugao pros-
torije u kojem se sastaju tri brida: vertikalni odgovara pozitivnom
dijelu z-osi, lijevi pozitivnom dijelu x-osi, a desni pozitivnom dijelu
y-osi.
Vidimo da x-os i y-os odred̄uju koordinatnu ravninu - pod prostorije,
da x-os i z-os takod̄er odred̄uju koordinatnu ravninu - lijevi zid, a
y-os i z-os desni zid (Slika 2.10).

Slika 2.10: Koordinatne ravnine

Uo�cimo sljedeću analogiju (Slika 2.11):
Jedna to�cka (ishodište) dijeli koordinatni pravac na dva polupravca .
Dva pravca (koordinatne osi) dijele koordinatnu ravninu na �cetiri kva-
dranta.
Tri koordinatne ravnine dijele koordinatni prostor na osam oktanata.

Slika 2.11: Koordinatni polupravci, kvadranti i oktanti
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U koordinatnom prostoru svaka je to�cka jednozna�cno odre d̄ena ure-
d̄enom trojkom brojeva ( x, y i z koordinatama to�cke), Slika 2.12.

Slika 2.12: Prikaz to�cke u koordinatnoj ravnini

Primjer 2.2. [Prikaz to�cke u koordinatnom prostoru]
Predo�cimo sljedeće to�cke u koordinatnom prostoru (Slika 2.13):

(i) A(2,2,4)

(ii) B(2, - 2, 4)

(iii) C(2,2, - 4).

Slika 2.13: Primjer 2.2

2.3.2 Koordinatni sustav u n-dimenzionalnom prostoru

Vidimo da se:

1. koordinatni pravac mo�e poistovjetiti sa skupom realnih bro-
jeva R - to je jednodimenzionalni koordinatni prostor

2. koordinatna ravnina mo�e poistovjetiti sa skupom svih ure d̄e-
nih parova realnih brojeva (oznaka R � R ili R2) - to je dvodi-
menzionalni koordinatni prostor

3. koordinatni prostor mo�e poistovjetiti sa skupom svih ure d̄enih
trojka realnih brojeva (oznaka R � R � R ili R3) - to je trodimen-
zionalni koordinatni prostor.
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Analogno se de�nira n-dimenzionalni koordinatni prostor - koordi-
natni sustav, za bilo koji prirodni broj n. To je skup svih ured̄enih
n-torka realnih brojeva (oznaka Rn ):

(x1 , x2 , : : : , xn ), x1 , x2 , : : : , xn 2 R.

2.3.3 Jedini£ni vektori

Uo�cimo u koordinatnom prostoru tri to�cke na pozitivnim dijelovima
x-osi i y-osi, odnosno z-osi redom, na jedini�cnoj udaljenosti od isho-
dišta:

E1 := ( 1,0,0), E2 := ( 0,1,0), E3 := ( 0,0,1).

Te to�cke odred̄uju tri jedini�cna vektora (Slika 2.14):

�!
i :=

��!
OE1 ,

�!
j :=

��!
OE2 ,

�!
k :=

��!
OE3 .

Slika 2.14: Jedini�cni vektori u koordinatnom prostoru

Jedini�cni vektori zapisuju se i pomoću jednostup�canih matrica :

�!
i =

2

4
1
0
0

3

5 ,
�!
j =

2

4
0
1
0

3

5 ,
�!
k =

2

4
0
0
1

3

5 .

Uo�cimo da je to samo druk�ciji zapis koordinata završnih to�caka tih
vektora.

2.3.4 Jedini£ni vektori un-dimenzionalnom prostoru

Analogno jedini�cnim vektorima u ravnini i prostoru, de�niraju se je-
dini�cni vektori u n-dimenzionalnom prostoru: to je n vektora (kod ei

na i -tom je mjestu 1, a na ostalima mjestima su nule)

e1, e2, : : : en
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e1 =

2

6
6
6
4

1
0
...
0

3

7
7
7
5

, e2 =

2

6
6
6
4

0
1
...
0

3

7
7
7
5

, : : : , en =

2

6
6
6
4

0
0
...
1

3

7
7
7
5

.

2.3.5 Radijus vektori - analiti£ki prikaz vektora u koordinat-
nom prostoru

To�cka T(a,b, c) koordinatnog prostora odre d̄uje jedinstven vektor
�!
OT

s po�cetkom u ishodištu i završetkom u T - radijus vektor , Slika 2.15.
Vidimo da svaki vektor prostora mo�emo shvatiti kao radijus vektor.
Vidimo tako d̄er da vrijedi:

�!
OT = a

�!
i + b

�!
j + c

�!
k .

Slika 2.15: Radijus vektor u koordinatnom prostoru

Ka�emo da smo vektor
�!
OT zapisali kao linearnu kombinaciju vek-

tora
�!
i ,

�!
j i

�!
k . Tu linearnu kombinaciju zapisujemo i kao (što je

samo druk�ciji zapis koordinata to�cke T)

�!
OT =

2

4
a
b
c

3

5 .

Primjer 2.3. [Radijus vektor]
Za T(2,3,4) izravno iz Slike 2.16 vidi se da je

�!
OT =

��!
OT0+

�!
T0T

= ( 2
�!
i + 3

�!
j ) + 4

�!
k

= 2
�!
i + 3

�!
j + 4

�!
k ,

odnosno da je

�!
OT =

2

4
2
3
4

3

5 .
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Slika 2.16: Primjer 2.3

Uo�cimo: vektor u prostoru mo�e se poistovjetiti s to�ckom u pros-
toru (tako da ta to�cka bude završetak, a ishodište po�cetak), a to�cka u
prostoru s jednostup�canom matricom sastavljenom od koordinata te
to�cke. Dakle:

Skup vektora prostora = Skup matrica oblika

2

4
a
b
c

3

5 ,

gdje su a, b i c realni brojevi. Kad vektor predo�cimo ovako ili kao
linearnu kombinaciju jedini�cnih vektora

�!
i ,

�!
j i

�!
k , ka�emo da smo

ga predo�cili analiti�cki .
U n-dimenzionalnom prostoru Rn za radijus vektor v =

�!
OT, gdje je

T(a1 , : : : , an ), vrijedi

v = a1e1 + � � � + an en .

2.3.6 Formula za duljinu vektora

Izravno iz Slike 2.17 izvodimo formulu za duljinu vektora �! v :

�
� �! v

�
� =

�
�
�a

�!
i + b

�!
j + c

�!
k

�
�
� =

q
(
p

a2 + b2)2 + c2 =
p

a2 + b2 + c2 .

Slika 2.17: Formula za duljinu vektora
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Primjer 2.4. [Duljina vektora]
Odredimo duljinu vektora �! v = 4

�!
i + 7

�!
j - 4

�!
k .

Koristeći se formulom za duljinu vektora u koordinatnom sustavu,
dobijemo

�
��! v

�
� =

q
42 + 72 + (- 4)2 = 9.

U n-dimenzionalnom prostoru općenito vrijedi

jvj =
q

a2
1 + a2

2 + � � � + a2
n ,

gdje je v = a1e1 + a2e2 + � � � + an en .

2.3.7 Algebarske operacije s vektorima u koordinatnom sus-
tavu

Vektore s analiti�ckim prikazom zbrajamo i mno�imo sa skalarom kao
u primjeru.

Primjer 2.5. [Algebarske operacije s vektorima]
Odredimo 2�! u + 3�! v ako je

�! u = 4
�!
i - 2

�!
j +

�!
k

�! v = 3
�!
i - 5

�!
k .

2�! u + 3�! v = 2(4
�!
i - 2

�!
j +

�!
k ) + 3(3

�!
i - 5

�!
k )

= ( 8
�!
i - 4

�!
j + 2

�!
k ) + ( 9

�!
i - 15

�!
k )

= 17
�!
i - 4

�!
j - 13

�!
k .

Ako bismo se koristili zapisom pomoću jednostup�canih matrica, imali
bismo

2u + 3v = 2

2

4
4

- 2
1

3

5 + 3

2

4
3
0

- 5

3

5

=

2

4
8

- 4
2

3

5 +

2

4
9
0

- 15

3

5

=

2

4
17
- 4
- 13

3

5 .

Sli�cno je s operacijama na vektorima u n-dimenzionalnom prostoru.
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2.3.8 Analiti£ki prikaz i duljina vektora

Ako je A(x1 , y1 , z1) i B(x2 , y2 , z2), onda je (Slika 2.18)

�!
AB = ( x2 - x1)

�!
i + ( y2 - y1)

�!
j + ( z2 - z1)

�!
k

�
�
�
�!
AB

�
�
� =

q
(x2 - x1)2 + ( y2 - y1)2 + ( z2 - z1)2 .

Slika 2.18: Analiti�cki prikaz vektora

Primjer 2.6. [Analiti�cki zapis i duljina vektora]
Odredimo analiti�cki zapis i duljinu vektora

�!
AB ako je A(2,1,3) i

B(1, - 2, 5).

�!
AB = ( 1 - 2)

�!
i + (- 2 - 1)

�!
j + ( 5 - 3)

�!
k = -

�!
i - 3

�!
j + 2

�!
k

�
�
�
�!
AB

�
�
� =

p
14.

U n-dimenzionalnom prostoru vrijede analogne formule: ako je
A(a1 , : : : , an ), B(b1 , : : : , bn ), onda je

�!
AB = ( b1 - a1)e1 + � � � + ( bn - an )en

�
�
�
�!
AB

�
�
� =

q
(b1 - a1)2 + � � � + ( bn - an )2 .

2.3.9 Kriterij kolinearnosti vektora

Vektori

�! v1 = a1
�!
i + b1

�!
j + c1

�!
k

�! v2 = a2
�!
i + b2

�!
j + c2

�!
k

su kolinearni (proporcionalni ) ako su im odgovarajuće komponente
proporcionalne, tj. ako je

a2

a1
=

b2

b1
=

c2

c1
= � .

Pritom, ako je � > 0 vektori su jednako usmjereni, a ako je � < 0 oni
su suprotno usmjereni.

Primjer 2.7. [Kolinearnost vektora]
Provjerimo kolinearnost vektora u i v ako je:
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(i) u =

2

4
4

- 2
1

3

5, v =

2

4
8

- 4
1

3

5

(ii) u =

2

4
4

- 2
1

3

5, v =

2

4
8

- 4
2

3

5

(iii) u =

2

4
4

- 2
1

3

5, v =

2

4
- 8
4

- 2

3

5.

(i) Tu je
8
4

=
- 4
- 2

6=
1
1

pa vektori nisu kolinearni.

(ii) Tu je
8
4

=
- 4
- 2

=
2
1

= 2

pa su vektori kolinearni i, jer je omjer koe�cijenata pozitivan,
oni su isto usmjereni (orijentirani).

(iii) Tu je
- 8
4

=
4

- 2
=

- 2
1

= - 2

pa su vektori kolinearni i, jer je omjer koe�cijenata negativan,
oni su suprotno usmjereni.

Analogan kriterij vrijedi za kolinearnost vektora u n-dimenzionalnom
prostoru.

2.4 primjena matlab-a

2.4.1 Ra£unanje s vektorima. Naredbenorm i vecnorm

Vektore zadajemo pomoću jednostup�canih matrica, gdje oznake ; odre-
d̄uju da je rije�c o stupcu (da ih nema, radilo bi se o retku):

v = [4; 7; -4]

Pojedina komponenta vektora dobije se navod̄enjem njena indeksa:

v(2) % 7

Modul vektora dobivamo korištenjem norm ili vecnorm . Tako se za
vektor iz Primjera 2.4 dobije:

v = [4; 7; -4]

vecnorm(v) % 9

norm(v) % 9
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Algebarske operacije s vektorima, tj. zbrajanje vektora i mno�enje
vektora skalarom, provode se upotrebom uobi�cajenih oznaka, što de-
monstriramo na vektorima iz Primjera 2.5:

u = [4; -2; 1]

v = [3; 0; -5]

2* u + 3* v % [17; -4; -13]

2.4.2 Geometrijski prikaz vektora. Naredbaquiver3

Naredba quiver3 omogućuje crtanje vektora trodimenzionalnog pros-
tora. Napomenimo da za naredbe prostorne vizualizacije (pa tako ni
za quiver3 ) nema jednostavnog na�cina da koordinatne osi budu pri-
kazane onako kako smo navikli, tj. da prolaze kroz ishodište koordi-
natnog prostora. Prikazujemo radijus vektor iz Primjera 2.3:

v = [2; 3; 4]

quiver3(0, 0, 0, v(1), v(2), v(3), �off�, �k-�)

xlabel(�x�); ylabel(�y�); zlabel(�z�)

Argument �off� u quiver3 ozna�cava da nismo skalirali, tj. da smo
ga prikazali u punoj duljini. Opcija skaliranja vektora kod quiver3

postoji jer se ta naredba obi�cno koristi za prikaz vektorskog polja kod
kojeg bi �cesto, da nema skaliranja, došlo do neadekvatnog prikaza
vektora. Dvije su mogućnosti:

- ako su vektori predugi, dolazi do njihovog preklapanja pa ih
treba "skratiti" argumentom skaliranja manjim od 1: na primjer,
argument 0.5 zna�ci da se vektori skraćuju na polovicu svoje
osnovne duljine

- ako su vektori prekratki, slabo su uo�cljivi pa ih treba "produljiti"
argumentom skaliranja većim od 1: na primjer, argumentom 2

posti�emo da se vektorima duljina udvostru�cuje.

Analiti�cki zapis i vizualni prikaz vektora zadanog po�cetnom i završ-
nom to�ckom radimo za vektor iz Primjera 2.6. Naredba quiver3 ovdje
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za prva tri argumenta ima koordinate po�cetne to�cke T1 vektora �! v , a
za sljedeća tri argumenta komponente vektora �! v :

T1 = [2; 1; 3]

T2 = [1; -2; 5]

v = T2 - T1 % [-1; -3; 2]

quiver3(T1(1), T1(2), T1(3), v(1), v(2), v(3), �off�, �k-�)

pts = [T1 T2]

text(pts(1, :), pts(2, :), pts(3, :) * 1.03, {�T1�, �T2�})

xlim([1 2]); ylim([-3 3]); zlim([3 5])

xlabel(�x�); ylabel(�y�); zlabel(�z�)

view([-25, 15])

Da dobijemo gornji prikaz tekstualnih oznake to�caka T1 i T2 , postupili
smo na sljedeći na�cin:

- iz radijus vektora to�caka T1 i T2 formiramo matricu pts = [T1

T2] . O matricama će više biti rije�ci u sljedećim lekcijama.

- u naredbi text koristimo pojedine retke pts(1, :) , pts(2, :)

i pts(3, :) matrice pts . O tome kako se dobivaju retci zadane
matrice takod̄er će biti više govora u sljedećim lekcijama.

Kona�cno, kako bismo odredili raspon koordinatnih osi koristimo na-
redbe xlim , ylim i zlim , a za odred̄ivanje to�cke zamišljenog pogleda
na sliku view , koja za argumente ima azimut (kut otklona od negativ-
nog dijela y-osi) i visinu (kut otklona od xy-ravnine).

2.5 pitanja i zadatci

1. Neka je �! v = a
�!
i + b

�!
j + c

�!
k . Objasnite zašto iz

�
� �! v

�
� = 0 slijedi

a = b = c = 0. Pomoću toga objasnite zašto iz �! v =
�!
0 slijedi

a = b = c.

2. Neka je �! v = a
�!
i + b

�!
j + c

�!
k i �! w = e

�!
i + f

�!
j + g

�!
k . Objasnite

zašto iz �! v = �! w slijedi a = e i b = f i c = g.
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3. Objasnite geometrijski zašto za svaka dva vektora �! u i �! v vrijedi�
� �! u + �! v

�
� 6

�
� �! u

�
� +

�
� �! v

�
�. Uz koje uvjete ova nejednakost postaje

jednakost?

4. Zadan je vektor �! v = 3
�!
i - 2

�!
j + 4

�!
k . Odredite mu završnu

to�cku B ako mu je po�cetna A(- 3,7,0).

5. Zadan je vektor �! v = 5
�!
j -

�!
k . Odredite mu po�cetnu to�cku A

ako mu je završna B(- 3,7,2).

6. Jesu li sljedeće to�cke, u navedenom redoslijedu, vrhovi paralelo-
grama? Odgovor popratite crte�om.

(i) A(1, - 1), B(5,2), C(4,4), D(- 1,1)

(ii) A(1, - 1), B(5,2), C(4,4), D(- 1,2).

7. Jesu li sljedeće to�cke na istom pravcu?

(i) A(1, - 1, 3), B(5,2,0), C(9,5, - 2)

(ii) A(1, - 1, 3), B(5,2,0), C(9,5, - 3).
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3 T R A N S F O R M A C I J E
R AV N I N E I P R O S TO R A

U lekciji se uvodi pojam matrice kao zapisa nekih bitnih transforma-
cija ravnine i prostora.

3.1 pripadni problem

Osnovni elementi ra�cunalne gra�ke svakako su translacija ili pomak,
rotacija ili vrtnja - oko to�cke ili oko pravca, simetrija ili zrcaljenje - s
obzirom na to�cku, pravac ili ravninu.
Ti su pojmovi tako d̄er vrlo bitni u prirodnim znanostima: kemijske i
�zikalne strukture u pravilu posjeduju svojstva simetri�cnosti ili inva-
rijantnosti s obzirom na ovakve transformacije.
Postavlja se pitanje kako se te i sli�cne transformacije mogu opisati
analiti�cki - pomoću koordinata. To se matemati�cki rješava uvo d̄e-
njem pojma matrice. Posebne vrste matrica, jednostup�cane, već smo
upoznali kao analiti�cke zapise vektora u prostoru.

3.2 potrebno predznanje

Funkcija - preslikavanjesa skupa A u skup B je pravilo koje svakom
elementu skupa A pridru�uje element skupa B. Zadati funkciju zna�ci
zadati to pravilo. Podsjetimo se sljedećih preslikavanja, tj. transforma-
cija ravnine i prostora:

Translacija prostora ili ravnine za zadani vektor translacije je
preslikavanje koje svaku to�cku pomakne za vektor translacije.
Na Slici 3.1 to�cka T0 dobivena je pomakom to�cke T za vektor
translacije �! v .

Slika 3.1: Translacija

Rotacija ravnine oko to�cke za zadani kut rotacije je preslikava-
nje ravnine predo�ceno Slikom 3.2: to�cka T0 dobivena je rotaci-
jom to�cke T oko S za kut rotacije � .
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Slika 3.2: Rotacija

Centralna simetrija prostora ili ravnine s obzirom na centar
simetrije: na Slici 3.3 to�cka T0dobivena je centralnom simetrijom
to�cke T s obzirom na centar simetrije S.

Slika 3.3: Centralna simetrija

Osna simetrija prostora ili ravnine s obzirom na pravac - os
simetrije: na Slici 3.4 to�cka T0 dobivena je osnom simetrijom s
obzirom na os simetrije, pravac p.

Slika 3.4: Osna simetrija

Simetrija prostora s obzirom na ravninu simetrije: na Slici 3.5
to�cka T0 dobivena je simetrijom to�cke T s obzirom na ravninu
simetrije � .

Slika 3.5: Simetrija s obzirom na ravninu
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3.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

3.3.1 Analiti£ki zapis translacije prostora ili ravnine

Translacija prostora ili ravnine za vektor �! v je preslikavanje koje
svaku to�cku pomakne za vektor �! v . Uvedimo ove oznake:

�! v = a
�!
i + b

�!
j + c

�!
k - vektor translacije

T(x, y, z) - opća to�cka prostora

T0(x0, y 0, z0) - to�cka dobivena translacijom to�cke T za vektor �! v .

Tada iz jednakosti
�!
TT0 = �! v dobivamo x0 = x + a, y 0 = y + b, z0 =

z + c, Slika 3.6, što se mo�e zapisati kao

(x, y, z) 7! (x + a, y + b, z + c),

odnosno kao
2

4
x0

y0

z0

3

5 =

2

4
x
y
z

3

5 +

2

4
a
b
c

3

5 =

2

4
x + a
y + b
z + c

3

5 .

Slika 3.6: Translacija prostora

Vidimo da se translacija ostvaruje zbrajanjem jednostup�canih matrica.

3.3.2 Analiti£ki zapis rotacije ravnine

Promatramo rotaciju ravnine oko ishodišta. Uvedimo ove oznake:

� - kut rotacije

T(x, y) - opća to�cka ravnine

T0(x0, y 0) - to�cka dobivena rotacijom T za kut � oko ishodišta.

Koristeći formulu za mno�enje kompleksnih brojeva u trigonometrij-
skom prikazu, dobijemo

x0+ iy 0 = ( cos� + i sin � )(x + iy )

= ( cos� � x - sin � � y) + i (sin � � x + cos� � y),

a odavdje (Slika 3.7):

x0 = cos� � x - sin � � y

y 0 = sin � � x + cos� � y.
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Slika 3.7: Rotacija ravnine oko ishodišta za kut �

Uo�cimo da se gornji postupak mogao pomoću matrica zapisati i ovako:

�
x0

y 0

�
=

�
cos� - sin �
sin � cos�

� �
x
y

�
=

�
cos� � x - sin � � y
sin � � x + cos� � y

�
.

Matricu
�

cos� - sin �
sin � cos�

�
zovemo matrica rotacije za kut � . Ma-

tricama i njihovim mno�enjem detaljnije ćemo se baviti u sljedećem
odlomku.

Primjer 3.1. [Rotacija ravnine oko ishodišta]

(i) Rotacija za 180� . Unaprijed znamo da je x0 = - x i y 0 = - y,
Slika 3.8.

Slika 3.8: Primjer 3.1 - rotacija ravnine za 180�

Provjerimo da se formulom dobije isto:

�
x0

y 0

�
=

�
cos180� - sin 180�

sin 180� cos180�

� �
x
y

�

=
�

- 1 � x - 0 � y
0 � x + (- 1) � y

�

=
�

- x
- y

�
.
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(ii) Rotacija za 90� : iz Slike 3.9 vidimo da bi moglo biti x0 = - y i
y 0 = x. Provjerimo to formulom:

�
x0

y 0

�
=

�
cos90� - sin 90�

sin 90� cos90�

� �
x
y

�

=
�

0 � x - 1 � y
1 � x + 0 � y

�

=
�

- y
x

�
.

Slika 3.9: Primjer 3.1 - rotacija ravnine za 90�

(iii) Rotacija za 60� , Slika 3.10:
�

x0

y 0

�
=

�
cos60� - sin 60�

sin 60� cos60�

� �
x
y

�
=

"
1
2 x -

p
3

2 y
p

3
2 x + 1

2 y

#

.

To�cnost mo�emo provjeriti pribli�no, mjerenjem.

Slika 3.10: Primjer 3.1 - rotacija ravnine za 60�
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3.3.3 Kvadratna matrica

Vidimo da se rotacija ostvaruje "mno�enjem" jedne kvadratne 2 � 2
matrice (koja ovisi o kutu rotacije) i jedne jednostup�cane matrice (uvi-

jek je to matrica
�

x
y

�
). Zato uvodimo općenito pojam kvadratne

n � n matrice, tj. kvadratne matrice n-tog reda. To jen2 brojeva smje-
štenih u kvadratnu shemu s n redaka i n stupaca. Takod̄er, uvodimo
pojam mno�enja matrice n-tog reda s jednostup�canom matricom od
n elemenata, tako da elemente svakog retka mno�imo s odgovaraju-
ćim elementima stupca i da rezultat zbrojimo.

Primjer 3.2. [Kvadratna matrica]
Matrica

A =

2

4
2 - 1 3
1 0 4
3 2 - 1

3

5

je kvadratna 3 � 3 matrica, tj. kvadratna matrica trećeg reda. Ima tri
retka i tri stupca, sve skupa devet elemenata. Njenim mno�enjem s
jednostup�canom matricom

B =

2

4
2
1
3

3

5

dobije se jednostup�cana matrica C prema pravilu:

C = A � B =

=

2

4
2 - 1 3
1 0 4
3 2 - 1

3

5

2

4
2
1
3

3

5

=

2

4
2 � 2 - 1 � 1+ 3 � 3
1 � 2+ 0 � 1+ 4 � 3
3 � 2+ 2 � 1 - 1 � 3

3

5

=

2

4
12
14
5

3

5 .

3.3.4 Analiti£ki zapis centralne simetrije prostora ili ravnine

Promatramo centralnu simetriju prostora s obzirom na ishodište koor-
dinatnog sustava (za ravninu je analogno, ali jednostavnije). Vidimo
da je x0 = - x, y 0 = - y te z0 = - z, Slika 3.11. Uo�cimo da se i ta
transformacija, kao i rotacija, mo�e zadati pomoću matrica:
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2

4
x0

y 0

z0

3

5 =

2

4
- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 - 1

3

5

2

4
x
y
z

3

5 =

2

4
- x
- y
- z

3

5 .

Slika 3.11: Centralna simetrija prostora

3.3.5 Analiti£ki zapis osne simetrija prostora ili ravnine

Od osnih simetrija ravnine promatramo sljedeće situacije (Slika 3.12):

(i) osna simetrija s obzirom na x-os:
�

x0

y 0

�
=

�
1 0
0 - 1

� �
x
y

�
=

�
x

- y

�
.

(ii) osna simetrija s obzirom na y-os:
�

x0

y 0

�
=

�
- 1 0
0 1

� �
x
y

�
=

�
- x
y

�
.

(iii) osna simetrija s obzirom na pravac y = x:
�

x0

y 0

�
=

�
0 1
1 0

� �
x
y

�
=

�
y
x

�
.

Analogno se promatraju osne simetrije prostora.

Slika 3.12: Osne simetrije ravnine
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3.3.6 Analiti£ki zapis simetrije prostora s obzirom na ravninu

Od simetrija prostora s obzirom na ravninu, dajemo analiti�cki zapis
simetrije s obzirom na xy-ravninu (Slika 3.13):

2

4
x0

y 0

z0

3

5 =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 - 1

3

5

2

4
x
y
z

3

5 =

2

4
x
y

- z

3

5 .

Slika 3.13: Osna simetrija prostora s obzirom na xy-ravninu

Za simetrije prostora s obzirom na preostale koordinatne ravnine vri-
jede analogne formule.

3.3.7 Analiti£ki zapis projekcije prostora ili ravnine

Opisujemo projekciju prostora na xy-ravninu (Slika 3.14):

Slika 3.14: Projekcija prostora na xy-ravninu
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2

4
x0

y 0

z0

3

5 =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 0

3

5

2

4
x
y
z

3

5 =

2

4
x
y
0

3

5 .

Ostale projekcije, kako prostora na ravnine tako i ravnine na pravce,
razmatraju se sli�cno.

3.3.8 Analiti£ki zapis rotacije prostora

Za razliku od ravnine, koju smo rotirali oko ishodišta, prostor roti-
ramo oko istaknute osi rotacije. Prirodan izbor za to su koordinatne
osi, a ovdje dajemo analiti�cki zapis rotacije prostora oko z-osi za kut
� , Slika 3.15 (rotacije oko preostalih dvaju koordinatnih pravaca pro-
matraju se analogno):

2

4
x0

y 0

z0

3

5 =

2

4
cos� - sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

3

5

2

4
x
y
z

3

5 =

2

4
cos� � x - sin � � y
sin � � x + cos� � y

z

3

5 .

Slika 3.15: Rotacija prostora oko z- osi za kut �

3.3.9 Pojam matrice i linearnog operatora

Već smo rekli da je (kvadratna) matrica n-tog reda sastavljena od n2

brojeva postavljenih u n redaka i n stupaca. Vidjeli smo da se svaka
takva matrica mo�e shvatiti kao transformacija n-dimenzionalnog
prostora, što smo posebno razmatrali za n = 2 i n = 3.
Matrica tipa m � n je pravokutna shema od m redaka i n stupaca.
Na primjer,

A =
�

1 2 3
4 - 1 0

�
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je matrica tipa 2 � 3. Tu matricu mo�emo shvatiti kao preslikavanje s
trodimenzionalnog u dvodimenzionalni prostor zadano formulom:

A

2

4
x
y
z

3

5 :=
�

1 2 3
4 - 1 0

�
2

4
x
y
z

3

5 =
�

x + 2y + 3z
4x - y

�
,

što mo�emo zapisati i kao

(x, y, z) 7! (x + 2y + 3z,4x - y).

Preslikavanja s vektorskih prostora u vektorske prostore koja se mogu
zapisati pomoću matrica zovu se linearni operatori . Naziv dolazi
odatle što se u njihovim izrazima pojavljuju samo linearni izrazi.
Ako jednostup�cane matrice shvatimo kao vektore, onda linearni ope-
ratori preslikavaju vektore u vektore, a ako ih shvatimo kao to�cke,
onda su linearni operatori transformacije koje preslikavaju to�cke u
to�cke.

Primjer 3.3. [Zapisi linearnog operatora]
Raspišimo preslikavanje prostora kojemu je matrica preslikavanja ma-
trica A iz Primjera 3.2. Ukoliko A shvatimo kao linearni operator koji
preslikava to�cke u to�cke, dobije se

A(x, y, z) = ( 2x - y + 3z, x + 4z,3x + 2y - z)

ili, u matri�cnom zapisu :

A

2

4
x
y
z

3

5 =

2

4
2x - y + 3z

x + 4z
3x + 2y - z

3

5 .

Za svaki linearni operator A vrijede sljedeća o�cita svojstva linearnih
operatora:

1. A(0) = 0, gdje je 0 nulvektor, odnosno ishodište koordinatnog
sustava (jer je to isto kao i mno�enje s nulom)

2. A(x + y) = A(x) + A(y) za svaka dva vektora x i y. Ovo svojstvo
se vidi izravno iz de�nicije, a tako d̄er to je svojstvo distributiv-
nosti mno�enja i zbrajanja.

3. A(� x) = �A (x) za svaki broj � i svaki vektor x.

Ova tri svojstva odre d̄uju linearne operatore, tj. ona se obi�cno uzi-
maju kao de�nicija linearnog operatora.
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3.3.10 Vrste matrica i pripadaju¢ih linearnih operatora

Ovdje se u pravilu bavimo kvadratnim matricama.

Nulmatrica - kvadratna matrica kojoj su svi elementi jednaki
nuli. Na primjer:

O =

2

4
0 0 0
0 0 0
0 0 0

3

5

je nulmatrica trećeg reda. Pripadajući operator sve to�cke presli-
kava u ishodište, odnosno sve vektore u nulvektor.

Jedini�cna matrica - kvadratna matrica kojoj su na glavnoj dija-
gonali jedinice, a ostali su elementi nule. Na primjer,

I =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5

je jedini�cna matrica trećeg reda. Pripadajući operator sve to�cke,
odnosno sve vektore, ostavlja na mjestu.

Dijagonalna matrica - kvadratna matrica kojoj su izvan glavne
dijagonale nule, a na dijagonali mogu, ali i ne moraju biti. Na
primjer, matrica

A =

2

4
2 0 0
0 - 3 0
0 0 - 1

3

5

je dijagonalna, a

B =

2

4
2 0 0
0 1 0
3 2 - 1

3

5

nije.

Skalarna matrica - dijagonalna matrica kojoj su elementi na di-
jagonali med̄usobno jednaki. Na primjer, matrica

A =

2

4
2 0 0
0 2 0
0 0 2

3

5 .

Pripadajući operator je homotetija s obzirom na ishodište koja
koordinate, odnosno vektore, mno�i brojem.

Simetri�cna matrica - kvadratna matrica koja je jednaka svojoj
transponiranoj matrici, tj. matrici koja se iz nje dobije zamje-
nom redaka i stupaca. Na primjer, matrica

A =

2

4
2 1 3
1 - 3 0
3 0 - 1

3

5
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je simetri�cna - ne mijenja se zamjenom redaka i stupaca, dok
matrica

B =

2

4
2 1 3
1 - 3 0
2 0 - 1

3

5

nije. Naime, zamjenom redaka i stupaca, dobije se njena trans-
ponirana matrica

B| =

2

4
2 1 2
1 - 3 0
3 0 - 1

3

5

i vidimo da je B| 6= B.

Gornja trokutasta matrica - kvadratna matrica kojoj su ispod
glavne dijagonale same nule. Analogno se de�nira donja tro-
kutasta matrica . Na primjer, matrica A je gornja, a matrica B
donja trokutasta matrica:

A =

2

4
2 1 3
0 - 3 4
0 0 - 1

3

5 B =

2

4
2 0 0
1 - 3 0
2 0 - 1

3

5 .

3.4 primjena matlab-a

3.4.1 Zapis i geometrijski prikaz transformacija ravnine

Translacija to�cke T za vektor translacije �! v svodi se na zbrajanje dvaju
vektora, što je već obrad̄eno u prethodnoj lekciji. Stoga prelazimo na
rotaciju u ravnini oko ishodišta, konkretno na Primjer 3.1 (iii): najprije
zadajemo kut � = 60� u stupnjevima, a potom ga prera�cunavamo u
radijane (ili smo ga mogli odmah tako zadati). Matricu rotacije de�-
niramo kao i ostale matrice drugog reda, tako da ima dva elementa
prije i dva elementa poslije oznake ; za sljedeći redak:

kut = 60

alpha = pi * kut / 180

R = [cos(alpha) -sin(alpha); sin(alpha) cos(alpha)]

R =

0.5000 -0.8660

0.8660 0.5000

To�cku Tr dobivenu rotacijom to�cke T(2,2) za kut � odred̄ujemo tako
da pomno�imo matricu rotacije i radijus vektor to�cke T:

T = [2; 2]

Tr = R * T % [-0.7321; 2.7321]
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Prika�imo ovu rotaciju i slikom. Najprije ćemo prikazati kru�ni luk
izmed̄u to�caka T i Tr , pri �cemu nam poma�e da uvedemo kompleksni
broj z pridru�en to�cki T jer kru�nica kojoj pripada taj luk ima radijus
jzj. Sam luk de�niramo pomoću veli�cina x i y ovisnih o parametru t .
Vrijednosti parametra t zadajemo naredbom linspace(angle(z),

angle(z) + alpha) koja generira vektor s komponentama izme d̄u
arg z i arg z + � , a pomoću kojih ra�cunamo vrijednosti x i y . Više
o naredbi linspace mo�e se pronaći u 9.4.5. U posljednjoj liniji koris-
timo naredbu plot za prikaz luka, uz argument �k--� za prikaz luka
crnom iscrtkanom linijom (ne treba miješati s �k-� za prikaz crnom
punom linijom):

z = 2 + 2 * i

t = linspace(angle(z), angle(z) + alpha)

x = abs(z) * cos(t)

y = abs(z) * sin(t)

plot(x, y, �k--�)

Nastavljamo dalje s crtanjem drugih elemenata prikaza:

hold on

plot([0 T(1)], [0 T(2)], �k-�, [0 Tr(1)], [0 Tr(2)], �k-�)

pts = [T Tr]

plot(pts(1, :), pts(2, :), �r.�, �MarkerSize�, 16)

text(pts(1, :) + [0.2, -0.5], pts(2, :), {�T�, �Tr�})

xlim([-4 6]); ylim([-2 5])

ax = gca

ax.XAxisLocation = �origin�

ax.YAxisLocation = �origin�

xlabel(�x�); ylabel(�y�)

3.4.2 Zapis i geometrijski prikaz transformacija prostora. Na-
redba plot3

Kod transformacija prostora, umjesto plot , koristi se naredba plot3

za vizualni prikaz u tri dimenzije. Dajemo primjer simetrije to�cke
T(2,3,4) s obzirom na xy-ravninu:
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S = [1 0 0; 0 1 0; 0 0 -1]

T = [2; 3; 4]

Ts = S * T % [2, 3, -4]

pts = [T Ts]

plot3(pts(1,:), pts(2,:), pts(3,:), �r.�, �MarkerSize�, 16)

hold on

plot3(pts(1,:), pts(2,:), pts(3,:), �k--�)

text(pts(1, :) + 0.4, pts(2, :), pts(3, :), {�T�, �Ts�})

xlim([-6 6]); ylim([-6 6]); zlim([-6 6])

xlabel(�x�); ylabel(�y�); zlabel(�z�)

grid on

3.4.3 Zadavanje nekih specijalnih matrica. Naredbezeros ,
eye , diag i transpose

Za generiranje nulmatrice i jedini�cne matrice koristimo redom zeros

i eye , uz navod̄enje reda matrice:

O = zeros(3)

O =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

I = eye(3)

I =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Skalarnu matricu zadajemo tako da jedini�cnu matricu pomno�imo
odgovarajućim skalarom:

A = 2* eye(3)

A =
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2 0 0

0 2 0

0 0 2

Za de�niranje dijagonalne matrice koristimo naredbu diag , uz pret-
hodno zadavanje vektora dijagonalnih elemenata:

dijagonala = [2 -3 -1]

A = diag(dijagonala)

A =

2 0 0

0 -3 0

0 0 -1

Transponiranu matricu od A daje naredba transpose(A) ili njoj ekvi-
valentna naredba/oznaka A.� :

A = [3 -4 2; 5 1 -1]

A�

At = transpose(A)

A.' =

3 5

-4 1

2 -1

At =

3 5

-4 1

2 -1

Na kraju, pogledajmo primjer dviju matrica, od koji je jedna sime-
tri�cna, a druga nije. Provjeru simetri�cnosti provodimo pomoću na-
redbe issymmetric koja vraća logi�cku vrijednost 1, tj. true ako je
matrica simetri�cna, a 0, tj. false ukoliko nije.

A = [2 1 3; 1 -3 0; 3 0 -1]

B = [2 1 2; 1 -3 0; 3 0 -1]

provjeraA = issymmetric(A)

provjeraB = issymmetric(B)

provjeraA =

logical

1

provjeraB =

logical

0

A = [2 1 3; 1 -3 0; 3 0 -1]

B = [2 1 2; 1 -3 0; 3 0 -1]
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3.5 pitanja i zadatci

1. Zapišite pomoću koordinata i matrica simetriju ravnine s obzi-
rom na pravac s jednad�bom y = - x (simetrala II i IV kva-
dranta).

2. Napišite matrice sljedećih preslikavanja prostora:

(i) simetrija s obzirom na yz-ravninu

(ii) projekcija na xz-ravninu

(iii) rotacija oko x-osi za kut � .

3. Napišite matricu simetrije prostora s obzirom na ravninu koju
razapinju z-os i simetrala xy-ravnine, tj. pravac y = x.

4. Kakva matrica nastaje transponiranjem jednostup�cane, a kakva
transponiranjem jednoret�cane matrice?

5. Kakva matrica nastaje transponiranjem gornje trokutaste ma-
trice?

6. (i) Je li svaka dijagonalna matrica simetri�cna?

(ii) Je li svaka simetri�cna matrica dijagonalna?
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4 A LG E B R A M AT R I C A .
D E T E R M I N A N TA

U lekciji se obrad̄uju svojstva zbrajanja i mno�enja matrica, uvodi se
pojam inverzne matrice i daju uvjeti za postojanje inverza te se uvodi
pojam determinante matrice i njena veza s inverznom matricom.

4.1 pripadni problem

Ako zamislimo dvije matrice kao linearne operatore, tj. kao preslika-
vanja s prostora u prostor, onda se prirodno nameću sljedeća pitanja:
što je sa zbrojem tih dvaju preslikavanja, a što s kompozicijom, tj. s
preslikavanjem koje se dobije tako da prvo djeluje jedan od operatora,
a potom da na rezultat djeluje drugi. Tako d̄er, zanima nas postoji li
za zadano linearno preslikavanje njemu inverzno preslikavanje i, ako
postoji, kako se mo�e zapisati. Ti se problemi rješavaju pojmovima
zbroja i umnoška matrica i svojstvima tih operacija.

4.2 potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo, koje se oslanja na gradivo iz prethodne
lekcije. Za razumijevanje treba ponoviti svojstva operacija zbrajanja i
mno�enja realnih brojeva.

4.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

4.3.1 Zbrajanje matrica

Treba uo�citi sljedeće �cinjenicu: zbrajanje matrica potpuno je ana-
logno zbrajanju brojeva i provodi se zbrajanjem odgovarajućih eleme-
nata matrice. Ipak, treba imati na umu da se zbrajaju (i oduzimaju)
matrice istog reda, da je broju nula analogon nulmatrica (oznaka O),
a analogon suprotnog broja suprotna matrica - matrica koja se do-
bije iz po�cetne tako da se svakom elementu promijeni predznak, na
primjer:

-

2

4
2 1 3
1 - 3 0
2 0 - 1

3

5 =

2

4
- 2 - 1 - 3
- 1 3 0
- 2 0 1

3

5 .

Dakle, imamo ova o�cita svojstva zbrajanja matrica :
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1. Komutativnost: A + B = B + A

2. Asocijativnost: (A + B) + C = A + ( B + C)

3. Neutralni element za zbrajanje : A + O = A

4. Suprotni element: A + (- A) = 0.

4.3.2 Mnoºenje matrica

Mno�enje matrica nije analogno mno�enju brojeva niti se tako jed-
nostavno provodi. Već smo vidjeli kako se matrica mno�i s jednos-
tup�canom matricom. Ponavljajući taj postupak sa svakim stupcem
druge matrice, dobijemo produkt matrica.

Primjer 4.1. [Mno�enje matrica]
Neka je

A =
�

2 - 1
1 0

�
, B =

�
3 2
4 - 2

�
.

Tada je

AB =
�

2 - 1
1 0

� �
3 2
4 - 2

�
=

�
2 6
3 2

�

BA =
�

3 2
4 - 2

� �
2 - 1
1 0

�
=

�
8 - 3
6 - 4

�

odakle vidimo da je, općenito,

AB 6= BA,

tj. mno�enje matrica, za razliku od mno�enja brojeva, nije komu-
tativno. To zna�ci da kompozicija linearnih operatora nije komuta-
tivna.

Iako je kompliciranije, mno�enje matrica je prirodno i do njega se
analogno dolazi kao do zbrajanja: kako zbrajanje odgovara zbraja-
nju pripadnih linearnih operatora, tako umno�ak matrica odgovara
njihovom uzastopnom djelovanju, tj. kompoziciji .

Primjer 4.2. [Umno�ak matrica rotacije ravnine]
Rotacija ravine oko ishodišta za kut � + � odgovara kompoziciji rota-
cija za kutove � i � , a matrica rotacije za � + � dobije se kao umno�ak
matrica rotacija za � i � :

�
cos� - sin �
sin � cos�

� �
cos� - sin �
sin � cos�

�
=

=
�

cos� cos� - sin � sin � -( sin � cos� + cos� sin � )
sin � cos� + cos� sin � cos� cos� - sin � sin �

�

=
�

cos(� + � ) - sin (� + � )
sin (� + � ) cos(� + � )

�
.
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Uo�cimo da je u ovom slu�caju umno�ak komutativan, što odgovara
tome da je svejedno hoćemo li najprije rotirati ravninu za kut � , a
potom za � ili obratno (Slika 4.1).

Slika 4.1: Rotacija ravnine oko ishodišta za kutove � , � i � + �

Neutralni element za mno�enje : ono što je broj jedan za mno�enje
brojeva, to je jedini�cna matrica I za mno�enje kvadratnihmatrica. To
zna�ci da za svaku kvadratnu matricu A istog reda kao i I vrijedi

AI = IA = A.

Mno�enje matrice brojem : matricu mno�imo brojem tako da joj
svaki element pomno�imo tim brojem. Na primjer,

2

2

4
2 - 1 3
1 0 4
3 2 - 1

3

5 =

2

4
4 - 2 6
2 0 8
6 4 - 2

3

5 .

Uo�cimo da brojem mo�emo mno�iti bilo koju matricu, ne samo kva-
dratnu. Primijetimo tako d̄er da se skalarna matrica dobije mno�e-
njem jedini�cne matrice nekim brojem. Na primjer,

3

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5 =

2

4
3 0 0
0 3 0
0 0 3

3

5 .

Skalarne se matrice ponašaju kao i obi�cni brojevi (na primjer, one
komutiraju sa svakom matricom).

4.3.3 Inverzni element za mnoºenje matrica - inverzna matrica

Svaki realni broj a razli�cit od nule ima inverzni element s obzirom na
mno�enje - to je recipro�cni element a- 1 , tj. 1

a koji je jednozna�cno odre-
d̄en uvjetom a � a- 1 = 1, a takod̄er i uvjetom a- 1 � a = 1. Analogno
tome, inverzna matrica matrice A je matrica A - 1 takva da vrijedi

AA - 1 = A - 1A = I .
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Iz ovih jednakosti mo�e se vidjeti da problem odre d̄ivanja inverzne
matrice ima smisla samo ako je matrica A kvadratnamatrica i da tada
nu�no i A - 1 , ukoliko postoji, tako d̄er mora biti kvadratna i to istog
reda kao i A.

O�cite su sljedeće �cinjenice:

1. I je sama sebi inverzna jer jeI � I = I , sli�cno kako je 1 � 1 = 1

2. Nulmatrica O nema inverzne matrice jer je A � O = O � A = O za
svaku matricu A istog reda kao i O, sli�cno kako je a � 0 = 0 � a =
0 za sve realne brojevea.

Postavlja se pitanje koje kvadratne matrice imaju inverznu matricu i
kako se inverzne matrice odred̄uju.

Primjer 4.3. [Inverz matrice drugog reda]
Odredimo, ako postoji, inverznu matricu matrice

A =
�

2 - 1
1 0

�
.

Treba naći matricu B drugog reda tako da bude AB = I (mogli bismo
gledati i BA = I ). Stavimo

B =
�

x y
u v

�
.

Treba odrediti brojeve x, y, u i v. Iz uvjeta AB = I , tj. iz
�

2 - 1
1 0

� �
x y
u v

�
=

�
1 0
0 1

�

dobijemo

2x - u = 1

2y - v = 0

x = 0

y = 1,

odnosno x = 0, y = 1, u = - 1, v = 2 pa je

A - 1 = B =
�

0 1
- 1 2

�
.

Lako je vidjeti da je B zaista inverzna matrica od A i, takod̄er, da
bismo isti rezultat dobili da smo razmatrali uvjet BA = I .

Sli�cno kako smo postupili u prethodnom primjeru, mogli bismo pos-
tupiti za svaku kvadratnu matricu

A =
�

a b
c d

�
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drugog reda. Dobili bismo sljedeću formulu za inverznu matricu
matrice drugog reda (kasnije ćemo dati formulu za inverznu matricu
općenitog reda):

A - 1 =
1

ad - bc

�
d - b

- c a

�
.

Uo�cavamo pravilo za odre d̄ivanje inverza matrice drugog reda:

1. Zamijenimo elemente na glavnoj dijagonali.

2. Elementima na sporednoj dijagonali promijenimo predznake.

3. Tako dobivenu matricu podijelimo s ad - bc.

Takod̄er, iz gornje formule vidimo da vrijedi sljedeći uvjet za posto-
janje inverza matrice drugog reda :

ad - bc 6= 0.

Naime, u suprotnom bismo dijelili s nulom, što nije dozvoljeno. Dakle,
matrice za koje je ad - bc = 0 nemaju inverz. Taj se uvjet mo�e zapi-
sati kao ad = bc, odnosno kao a : c = b : d, što zna�ci da su retci
matrice, a ujedno i stupci, proporcionalni.

4.3.4 Determinanta

Matrice drugog reda: vidjeli smo va�nost izraza ad - bc za (kvadratnu)
matricu drugog reda

A =
�

a b
c d

�
.

Taj se izraz zovedeterminanta matrice drugog reda A i ozna�cava kao
det A, katkad i kao jAj, odnosno

�
�
�
�

a b
c d

�
�
�
� .

Vidimo da je
det A 6= 0

uvjet za postojanje inverzamatrice drugog reda. Taj uvjet vrijedi za sve
kvadratne matrice, a ne samo za matrice drugog reda.

Matrice trećeg reda: determinanta matrice trećeg reda mo�e se izra�cu-
nati pomoću determinante matrice drugog reda razvojem po nekom
retku ili stupcu , na primjer, razvojem po prvom retku:

�
�
�
�
�
�

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

�
�
�
�
�
�

=

= a11

�
�
�
�

a22 a23

a32 a33

�
�
�
� - a12

�
�
�
�

a21 a23

a31 a33

�
�
�
� + a13

�
�
�
�

a21 a22

a31 a32

�
�
�
� .
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Primjer 4.4. [Determinanta matrice trećeg reda]
�
�
�
�
�
�

2 - 1 3
1 0 4
3 2 - 1

�
�
�
�
�
�

= 2

�
�
�
�

0 4
2 - 1

�
�
�
� - (- 1)

�
�
�
�

1 4
3 - 1

�
�
�
� + 3

�
�
�
�

1 0
3 2

�
�
�
�

= 2(0 - 8) + (- 1 - 12) + 3(2 - 0)

= - 23.

Sli�cno bismo dobili nekim drugim razvojem, na primjer po drugom
stupcu. Pritom se koristimo pravilom da je na presjeku i -tog retka i
j -tog stupca, tj. na mjestu elementa a ij , predznak (- 1) i + j i da izba-
cujemo elemente tog retka i tog stupca.

Primjer 4.5. [Determinanta matrice trećeg reda]
Ra�cunamo determinantu razvojem po drugom stupcu (i dobivamo
isti rezultat kao u Primjeru 4.4):

�
�
�
�
�
�

2 - 1 3
1 0 4
3 2 - 1

�
�
�
�
�
�

= -(- 1)

�
�
�
�

1 4
3 - 1

�
�
�
� + 0

�
�
�
�

2 3
3 - 1

�
�
�
� - 2

�
�
�
�

2 3
1 4

�
�
�
�

= - 13+ 0 - 10

= - 23.

Vidimo da je ovaj postupak lakši od onog u Primjeru 4.4 jer, od tri
determinante drugog reda, moramo ra�cunati samo dvije jer se jedna
od njih mno�i nulom. Zato općenito treba raditi s onim stupcem,
odnosno retkom, u kojemu ima najviše nula.

Matrice bilo kojeg reda: determinanta matrice bilo kojeg reda de�nira
se tako da se razvija po nekom retku ili stupcu pa se tako svodi na
determinante ni�eg reda. To pokazujemo na primjeru determinante
�cetvrtog reda, uz napomenu da je za matrice reda većeg od tri deter-
minantu bolje ra�cunati jednom drugom metodom koju ćemo obra d̄i-
vati u šestoj lekciji.

Primjer 4.6. [Determinanta matrice �cetvrtog reda]

�
�
�
�
�
�
�
�

2 0 3 0
1 2 0 1
0 2 - 1 0
1 1 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

= 2

�
�
�
�
�
�

2 0 1
2 - 1 0
1 1 0

�
�
�
�
�
�
+ 3

�
�
�
�
�
�

1 2 1
0 2 0
1 1 0

�
�
�
�
�
�

= 2 � 1

�
�
�
�

2 - 1
1 1

�
�
�
� + 3 � 2

�
�
�
�

1 1
1 0

�
�
�
�

= 0.

Tu smo prvo determinantu �cetvrtog reda razvili po prvom retku i tako
sveli na dvije determinante trećeg reda (jer su samo dva elementa tog
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retka razli�cita od nule). Potom smo prvu od determinanta trećeg reda
razvili po trećem stupcu, a drugu po drugom retku (a mogli smo
i po trećem stupcu) i dobili rezultat. Ovo općenito nije optimalan
postupak za ra�cunanje determinante, kako ćemo vidjeti poslije.

4.3.5 Formula za ra£unanje inverzne matrice

Inverz matrice trećeg reda: pravilo za ra�cunanje inverzne matrice objaš-
njavamo na primjeru.

Primjer 4.7. [Inverz matrice trećeg reda]
Odred̄ujemo inverz matrice

A =

2

4
2 - 1 3
1 0 4
3 2 - 1

3

5 .

1. korak Ra�cunanje determinante: detA = - 23, što znamo od prije.

2. korak Odre d̄ivanje transponirane matrice od A:

A | =

2

4
2 1 3

- 1 0 2
3 4 - 1

3

5 .

3. korak Odre d̄ivanje adjungirane matrice A � matrice A: adjungiranu
matricu odre d̄ujemo tako da u transponiranoj matrici svaki po-
jedini element zamijenimo determinantom drugog reda koju do-
bijemo brisanjem retka i stupca tog elementa, pomno�enom s
� 1 prema već re�cenom pravilu:

A � =

2

4
- 8 5 - 4
13 - 11 - 5
2 - 7 1

3

5 .

Na primjer, tu smo element - 8 dobili kao +

�
�
�
�

0 2
4 - 1

�
�
�
� , element

- 5 kao -

�
�
�
�

- 1 2
3 - 1

�
�
�
� itd.

4. korak Ra�cunanje inverzne matrice korištenjem formule A - 1 = 1
det A A � :

A - 1 = -
1
23

2

4
- 8 5 - 4
13 - 11 - 5
2 - 7 1

3

5 .

Lako se provjeri izravnim mno�enjem da vrijedi AA - 1 = A - 1A =
I .
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Inverz matrice bilo kojeg reda: pokazuje se da je, kao i u prethodnim
slu�cajevima, detA 6= 0 uvjet za postojanje inverza matrice A bilo kojeg
reda te da vrijedi sljedeća formula za inverznu matricu :

A - 1 =
1

detA
A � ,

gdje se adjungirana matrica A � od A de�nira analogno kao za ma-
trice trećeg reda. U šestoj ćemo lekciji opisati jednu br�u metodu za
odred̄ivanje inverza matrice.

Dajemo i sljedeća svojstva mno�enja matrica - prva tri svojstva su
o�cita, a preostala nisu:

1. Neutralni element za mno�enje: AO = OA = O

2. Jedini�cni element za mno�enje: AI = IA = A

3. � (AB) = ( �A )B = A(�B )

4. Asocijativnost: (AB)C = A(BC)

5. Distributivnost: A(B + C) = AB + AC

6. (AB)- 1 = B- 1A - 1

7. (AB)t = Bt A t

8. (AB) � = B� A �

9. det (AB) = detA � detB.

Primjer 4.8. [Inverzi matrica transformacija ravnine i prostora]
Odredimo inverze matrica povezanih s va�nim transformacijama pros-
tora ili ravnine:

(i) geometrijski, tj. koristeći se �cinjenicom da inverzna matrica od-
govara inverznoj transformaciji.

(ii) analiti�cki, tj. koristeći se formulom

A - 1 =
1

detA
A � .

1. Rotacija ravnine oko ishodišta za kut �

(i) Inverz rotacije za kut � suprotno kazaljci na satu jest rotacija za
kut � u skladu s kazaljkom na satu, a to je upravo rotacija za kut
- � suprotno kazaljci na satu. Na Slici 4.2 to�cka T0 dobivena je
rotacijom to�cke T oko ishodišta za kut � suprotno kazaljci sata,
a to�cka T00rotacijom za kut � u skladu s kazaljkom na satu.
Dakle, ako je

A =
�

cos� - sin �
sin � cos�

�
,
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onda je

A - 1 =
�

cos(- � ) - sin(- � )
sin(- � ) cos(- � )

�
=

�
cos� sin �

- sin � cos�

�
.

Uo�cimo da smo mogli razmišljati i ovako: inverz rotacije za kut
� je rotacija za kut 360� - � (sve suprotno od kazaljke na satu).

(ii) Tu je

detA = cos� � cos� - (- sin � ) � sin � = ( cos� )2 + ( sin � )2 = 1

pa se, korištenjem formule za inverz matrice drugog reda, do-
bije isti rezultat kao geometrijskim pristupom.

Slika 4.2: Rotacija ravnine oko ishodišta za kut � , odnosno - �

2. Centralna simetrija prostora s obzirom na ishodište

(i) O�cito je da je centralna simetrija sama sebi inverzna, pa je tu
A - 1 = A.

(ii) Zaklju�cak do kojeg smo došli geometrijskim pristupom lako se
provjeri i analiti�cki invertiranjem pripadne matrice transforma-
cije

A =

2

4
- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 - 1

3

5 .

3. Simetrija ravnine s obzirom na koordinatne osi i os y = x

Pokazujemo na primjeru simetrije ravnine obzirom na pravac
y = x. Ova je transformacija takod̄er inverzna sama sebi pa je

A - 1 = A =
�

0 1
1 0

�
,

što se lako provjeri i geometrijski i analiti�cki. Analogno zaklju-
�cujemo i u slu�caju simetrija s obzirom na koordinatne osi.

4. Simetrija prostora s obzirom na xy-ravninu
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Svaka je simetrija sama sebi inverzna pa vrijedi

A - 1 = A =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 - 1

3

5 .

5. Projekcija prostora na xy-ravninu

(i) Ako znamo projekciju neke to�cke na ravninu, tada ne mo�emo
sa sigurnošću rekonstruirati tu to�cku jer beskona�cno mnogo to-
�caka - �citav pravac - ima istu projekciju. To zna�ci da projek-
cija nema inverznu transformaciju i zato matrica transformacije
nema inverznu matricu.

(ii) Tu je

A =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 0

3

5

pa je o�cito detA = 0 (razvoj po trećem retku ili stupcu). Stoga
A - 1 ne postoji.

6. Rotacija prostora oko z-osi za kut �

Tu je

A =

2

4
cos� - sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

3

5

pa, kao i za rotaciju ravnine oko ishodišta, geometrijskim argu-
mentom dobijemo

A - 1 =

2

4
cos� sin � 0

- sin � cos� 0
0 0 1

3

5 ,

što se lako provjeri i analiti�cki.

4.4 primjena matlab-a

4.4.1 Zadavanje matrica i ra£unanje s njima

U prethodnim lekcijama već smo koristili matrice, a sada ćemo ih
obraditi detaljnije. Matrica s 2 retka i 3 stupca zadaje se kao u pri-
mjeru:

A = [5 -3 2; 7 4 1]

A =

5 -3 2

7 4 1
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Ukoliko �elimo dobiti neki od redaka ili stupaca matrice, odnosno
pojedini element matrice, koristimo se naredbama poput ovih:

A(2, :) % [7 4 1]

A(:, 3) % [2; 1]

A(2, 3) % 1

Matricu mo�emo zadati i tako da najprije zadamo vektore, a potom
od njih na�cinimo matricu:

u1 = [5 -3 2]

u2 = [7 4 1]

A = [u1; u2] % [5 -3 2; 7 4 1]

ili

v1 = [5; 7]

v2 = [-3; 4]

v3 = [2; 1]

A = [v1 v2 v3] % [5 -3 2; 7 4 1]

Matrice zbrajamo, oduzimamo i mno�imo skalarom korištenjem ope-
racija + , - i � . Mno�enje matrica tako d̄er se provodi korištenjem
znaka � , što pokazujemo na Primjeru 4.1. Najprije ra�cunamo AB:

A = [2 -1; 1 0]

B = [3 2; 4 -2]

AB = A * B % [2 6; 3 2]

Podsjetimo da se da mno�enje matrica općenito nije komutativno što
potvr d̄uje i ovaj primjer:

BA = B * A % [8 -3; 6 -4]

4.4.2 Determinanta, adjungirana i inverzna matrica. Naredbe
det , adjoint i inv

Determinanta, adjungirana i inverzna matrica dobivaju se korište-
njem naredbi det , adjoint i inv , redom. Za matricu A iz Primjera
4.5 i 4.7 imamo

A = [2 -1 3; 1 0 4; 3 2 -1]

det(A) % -23

adjA = adjoint(A)

invA = inv(A)

adjA =

-8.0000 5.0000 -4.0000

13.0000 -11.0000 -5.0000

2.0000 -7.0000 1.0000

invA =

0.3478 -0.2174 0.1739

-0.5652 0.4783 0.2174

-0.0870 0.3043 -0.0435

64



algebra matrica. determinanta

Primijetimo da je rezultat izra�en decimalnim brojevima. To je zato
što MATLAB za zadani prikaz brojeva koristi tzv. short prikaz bro-
jeva, u kojem brojeve prikazuje u decimalnom zapisu, zaokru�ene na
�cetiri decimalna mjesta. Ako �elimo prikazati rezultat pomoću raz-
lomaka, tj. cijelih brojeva, koristimo naredbu format s argumentom
rational :

format rational

invA = inv(A)

invA =

8/23 -5/23 4/23

-13/23 11/23 5/23

-2/23 7/23 -1/23

Pogledajmo što se dogad̄a ako pokušamo izra�cunati determinantu i
invertirati matricu koja nema inverznu matricu, tj. matricu �cija je
determinanta jednaka nuli:

A = [3 6; 1 2]

det(A) % 3.3307e-16

invA = inv(A)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 4.625929e-18.

invA =

1.0e+16 *
0.6005 -1.8014

-0.3002 0.9007

Vidimo da za determinantu nismo dobili nulu već broj blizu nule
te da je MATLAB upozorio na to da bi matrica mogla biti singu-
larna. Ukoliko bismo pomoću naredbe sym preveli numeri�cke vri-
jednosti elemenata gornje matrice u simboli�cke objekte, dobili bismo
to�can rezultat za determinantu i beskona�cne vrijednosti za elemente
"inverzne" matrice:

symA = sym(A)

det(symA) % 0

invsymA = inv(symA)

invsymA =

[Inf, Inf]

[Inf, Inf]

4.4.3 Zadavanje simboli£kih veli£ina. Naredbasyms

Poka�imo i to da MATLAB mo�e obaviti simboli�cki ra�cun s veli�ci-
nama koje nisu zadane konkretnim vrijednostima. Takve veli�cine za-
dajemo naredbom syms, koja se od naredbesym razlikuje po tome što

65



algebra matrica. determinanta

stvara simboli�cke varijable (za razliku od sym koja prevodi numeri�cku
vrijednost u pripadni simboli�cki objekt).
De�nirajmo opću matricu drugog reda te izra�cunajmo njen inverz
korištenjem naredbe inv :

syms a b c d

A = [a b; c d]

invA = inv(A)

invA =

[ d/(a * d - b * c), -b/(a * d - b * c)]

[-c/(a * d - b * c), a/(a * d - b * c)]

Sada de�nirajmo matricu invAformula pomoću formule za inverznu
matrice iz ove lekcije:

invAformula = adjoint(A) / det(A)

invAformula =

[ d/(a * d - b * c), -b/(a * d - b * c)]

[-c/(a * d - b * c), a/(a * d - b * c)]

Vidimo da je rezultat identi�can onomu dobivenom preko naredbe inv .
Provjeru mo�emo obaviti i naredbom isAlways koja uspored̄uje do
koje su mjere dva logi�cka izraza jednaka:

provjera = isAlways(invAformula == invA)

provjera =

2×2 logical array

1 1

1 1

Rezultat kojeg smo dobili (same jedinice) govori da je matrica invAformula

jednaka matrici inv(A) dobivenoj naredbom inv .
Ukoliko bismo pak naredbom isAlways , na primjer, usporedili dvije
matrice koje se razlikuju na jednom (ili više) mjesta, rezultat bi uka-
zao na ta mjesta:

A = [3 1; -2 4]

B = [3 2; -2 4]

provjera = isAlways(A == B)

provjera =

2×2 logical array

1 0

1 1

4.5 pitanja i zadatci

1. Neka je A matrica simetrije ravnine s obzirom na x-os, a B s
obzirom na y-os. Izra�cunajte AB i BA. Rezultat komentirajte i
geometrijski.
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2. Neka je A matrica simetrije ravnine s obzirom na x-os, a C s
obzirom na pravac y = x. Izra�cunajte AC i CA. Rezultat ko-
mentirajte i geometrijski.

3. Neka je C matrica simetrije ravnine s obzirom na pravac y = x,
a D s obzirom na y = - x. Izra�cunajte CD i DC. Rezultat
komentirajte i geometrijski.

4. Neka je C matrica simetrije ravnine s obzirom na pravac y = x,
a E matrica rotacije ravnine za kut od 60� oko ishodišta. Izra�cu-
najte CE i EC. Rezultat komentirajte i geometrijski.

5. Riješite Zadatak 4. ako je E bilo koji kut � . Komentirajte ako je
� = 90� , � = 180� , odnosno � = 270� .

6. Koliko mno�enja treba izvršiti kod ra�cunanja determinante dru-
gog reda, a koliko kod ra�cunanja determinante trećeg reda (re-
cimo, razvojem po prvom retku)? Pokušajte razmišljanje nasta-
viti za determinante �cetvrtog i većeg reda.

7. Provjerite mno�enjem istinitost formule (AB)- 1 = B- 1A - 1 .
Uputa: treba mno�iti matricu AB s matricom B- 1A - 1 (s lijeva i
zdesna).

8. Formulirajte pravilo za determinantu dijagonalne matrice (bilo
kojeg reda). Uputa: odgovor treba biti u terminima elemenata
na dijagonali. Koji je uvjet da bi determinanta bila razli�cita od
nule?

9. Formulirajte pravilo za inverz dijagonalne matrice (bilo kojeg
reda). Koji je uvjet za postojanja inverza?
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5
S K A L A R N I , V E K TO R S K I I
M J E ’ O V I T I U M N O š A K
V E K TO R A

U lekciji se obrad̄uju skalarni, vektorski i mješoviti umno�ak vektora i
njihova veza s kutom me d̄u vektorima, površinom paralelograma ko-
jeg razapinju dva vektora i obujmom paralelepipeda kojeg razapinju
tri vektora.

5.1 pripadni problem

Vidjeli smo da rezultanta djelovanja dviju sila ne ovisi samo o njiho-
vim veli�cinama već i o kutu pod kojim one djeluju. Problem odre d̄i-
vanja tog kuta matemati�cki se rješava pomoću skalarnog umnoška.
Pokus pokazuje da na elektri�cnu �cesticu koja se giba u nekom mag-
netskom polju u svakoj to�cki djeluje inducirana sila koja je okomita i
na smjer brzine �cestice u toj to�cki i na smjer sile magnetskog polja, a
po veli�cini je proporcionalna veli�cini sile magnetskog polja, veli�cini br-
zine �cestice i naboju �cestice. Ako se �zikalne jedinice usklade, onda
je koe�cijent proporcionalnosti sinus kuta izme d̄u vektora brzine i
sile magnetskog polja. Dakle, sila je najveća ako je brzina okomita
na magnetsko polje, a iš�cezava ako brzina i magnetsko polje imaju
isti smjer. To se matemati�cki rješava pojmom vektorskog umnoška
vektora.
Pomoću vektorskog umnoška lako se ra�cuna površina paralelograma
što ga razapinju dva vektora, a pomoću mješovitog obujam paralele-
pipeda što ga razapinju tri vektora.

5.2 potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo. Za razumijevanje je potrebno ponoviti
pojam vektora i kuta me d̄u vektorima te pojam determinante.

5.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

5.3.1 Skalarni umnoºak vektora

Ova je tema blisko povezana s pojmom kuta med̄u vektorima i s poj-
mom projekcije vektora na vektor. Pogledajmo dva primjera vektora
i kuta me d̄u njima (Slika 5.1).
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Slika 5.1: Projekcija vektora
�!
b na vektor �! a

Vidimo da se izraz �
�
�
�!
b

�
�
� cos�

prirodno javlja pri projekciji vrha vektora
�!
b na vektor �! a . To�cnije, taj

izraz mjeri duljinu projekcije vektora
�!
b na vektor �! a skupa s predz-

nakom, koji je pozitivan ako je kut šiljast, tj. ako projekcija ima isto
usmjerenje kao i �! a , a negativan ako je kut tup, tj. ako projekcija ima
suprotno usmjerenje. Ako gornji izraz pomno�imo s

�
��! a

�
�, dobijemo

skalarni umno�ak (produkt) �! a �
�!
b vektora �! a i

�!
b :

�! a �
�!
b =

�
��! a

�
�
�
�
�
�!
b

�
�
� cos� .

Vrijede sljedeća svojstva skalarnog mno�enja - prva tri su o�cita, a
posljednje nije:

1. Komutativnost: �! a �
�!
b =

�!
b � �! a

2. (� �! a ) �
�!
b = �! a � (�

�!
b ) = � (�! a �

�!
b )

3.
�!
i �

�!
i =

�!
j �

�!
j =

�!
k �

�!
k = 1 jer je cos0� = 1

�!
i �

�!
j =

�!
j �

�!
k =

�!
k �

�!
i = 0 jer je cos90� = 0

4. Distributivnost na zbrajanje: �! a � (
�!
b + �! c ) = �! a �

�!
b + �! a � �! c . Pri

zapisu desne strane ove jednakosti ne trebaju zagrade jer je do-
govor da je operacija skalarnog mno�enja višeg reda u odnosu
na zbrajanje.

Koristeći se svojstvima skalarnog mno�enja vektora, za analiti�cki za-
pisane vektore prostora

�! a = a1
�!
i + a2

�!
j + a3

�!
k

�!
b = b1

�!
i + b2

�!
j + b3

�!
k

dobijemo formulu za skalarni umno�ak :

�! a �
�!
b = a1b1 + a2b2 + a3b3 .

Ovo je formula za vektore trodimenzionalnog prostora. Analogne
formule postoje za vektore iz vektorskog prostora bilo koje dimenzije.
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Primjer 5.1. [Skalarni umno�ak vektora]
Izra�cunajmo skalarni umno�ak dvaju vektora i odredimo je li kut
med̄u njima šiljast, pravi ili tup:

(i) Ako je �! a = 2
�!
i + 3

�!
j + 4

�!
k i

�!
b = 2

�!
i - 3

�!
j + 4

�!
k , onda je

�! a �
�!
b = 2 � 2+ 3 � (- 3) + 4 � 4 = 11.

Tu je skalarni umno�ak pozitivan, a to zna�ci da je kut me d̄u
vektorima šiljast.

(ii) Ako je �! a = 2
�!
i + 3

�!
j + 4

�!
k i

�!
b = 3

�!
i + 2

�!
j - 3

�!
k , onda je

�! a �
�!
b = 2 � 3+ 3 � 2+ 4 � (- 3) = 0.

Tu je skalarni umno�ak jednak nuli, a to zna�ci da su vektori
okomiti.

(iii) Ako je �! a = 2
�!
i + 3

�!
j + 4

�!
k i

�!
b = 2

�!
i + 3

�!
j - 4

�!
k , onda je

�! a �
�!
b = 2 � 2+ 3 � 3+ 4 � (- 4) = - 3.

Tu je skalarni umno�ak negativan, a to zna�ci da je kut me d̄u
vektorima tup.

Vrijedi i općenito (Slika 5.2):

- kut med̄u vektorima je šiljast ako i samo ako je skalarni umno-
�ak veći od nule.

- kut med̄u vektorima je tup ako i samo ako je skalarni umno�ak
manji od nule.

- vektori su okomiti ako i samo ako je skalarni umno�ak jednak
nuli - to je uvjet okomitosti dvaju vektora . Na primjer, razli�citi
jedini�cni vektori me d̄usobno su okomiti, i zaista vrijedi

�!
i �

�!
j =

�!
j �

�!
k =

�!
k �

�!
i = 0.

Slika 5.2: Odnos skalarnog umnoška i kuta me d̄u vektorima

Uvjet okomitosti vektora rije�cima mo�emo izreći ovako:

Vektori su okomiti ako i samo ako je

njihov skalarni umno � ak jednak nuli .
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Dalje, ako promatramo skalarni umno�ak vektora sa samim sobom, do-
lazimo do veze izmed̄u duljine vektora i skalarnog umnoška: za
�! v = a

�!
i + b

�!
j + c

�!
k iz �! v � �! v = a2 + b2 + c2 =

�
��! v

�
�2 dobijemo

�
��! v

�
� =

p
�! v � �! v .

Pomoću skalarnog produkta mo�emo lako odrediti kut me d̄u vekto-
rima , a ne samo provjeriti je li taj kut šiljast, tup ili pravi. Naime,
vrijedi:

cos� =
�! a �

�!
b

�
� �! a

�
�
�
�
�
�!
b

�
�
�
,

gdje je � mjera kuta med̄u vektorima. Primijetimo da je ovo samo
malo druk�cije napisana formula za skalarni produkt.

Primjer 5.2. [Kut me d̄u vektorima]
Za vektore iz Primjera 5.1 vrijedi:

(i) Tu je cos� = 11p
29 �

p
29

= 11
29 pa je, pribli�no, � = 67� 43

0
.

(ii) Tu je cos � = 0 pa je � = 90� , kako smo i prije rekli.

(iii) Tu je cos � = - 3
29 pa je, pribli�no, � = 95� 56

0
.

5.3.2 Vektorski umnoºak vektora

Oslanjajući se na �zikalnu predod�bu o sili koja se javlja pri gibanju
elektri�cne �cestice kroz magnetsko polje, dolazimo do geometrijskede-
�nicije vektorskog umnoška (produkta) dvaju vektora �! a i

�!
b kao

vektora
�! a �

�!
b

zadanog smjerom, duljinom i orijentacijom ovako (Slika 5.3):

Slika 5.3: Vektorski umno�ak vektora �! a i
�!
b
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1. Smjer: �! a �
�!
b okomit je i na �! a i

�!
b .

2. Duljina: jednaka je površini P paralelograma razapetog vekto-
rima �! a i

�!
b , tj.

�
�
� �! a �

�!
b

�
�
� = P =

�
��! a

�
�
�
�
�
�!
b

�
�
� sin � ,

gdje je � kut med̄u vektorima �! a i
�!
b , Slika 5.4.

Slika 5.4: Paralelogram razapet vektorima �! a i
�!
b

3. Orijentacija: poštuje pravilo desne ruke - gledajući s vrha vek-
tora �! a �

�!
b , gibanje od vektora �! a prema vektoru

�!
b kroz kut

� odvija se suprotno kazaljci na satu. Drugim rije�cima, vektori
�! a ,

�!
b i �! a �

�!
b �cine kon�guraciju poput

�!
i ,

�!
j i

�!
k .

Primijetimo da ovako de�niran vektorski produkt vektora ima smisla
samo za vektore iz trodimenzionalnog vektorskog prostora.

Iz formule
�
�
� �! a �

�!
b

�
�
� =

�
� �! a

�
�
�
�
�
�!
b

�
�
� sin � dobije se va�an uvjet kolinear-

nosti dvaju vektora :

Vektori su kolinearni ako i samo ako je

njihov vektorski umno � ak jednak nulvektoru .

Naime, ka�emo da su dva vektora razli�cita od nulvektora kolinearna
ako imaju isti smjer, tj. ako se jedan od njih mo�e dobiti iz drugoga
mno�enjem sa skalarom. To zna�ci da je kut me d̄u njima 0� (ista orijen-
tacija) ili 180� (suprotna orijentacija). Ako je jedan od dvaju vektora
nulvektor, onda se kut me d̄u njima ne de�nira, ali, prema dogovoru,
uzimamo da je vektorski umno�ak nula.

Vrijede sljedeća svojstva vektorskog mno�enja - prva �cetiri su o�cita,
a posljednje nije:

1. Antikomutativnost:
�!
b � �! a = - �! a �

�!
b . Ovo svojstvo proizlazi

iz de�nicije orijentacije vektorskog produkta (Slika 5.5).

2. �! a � �! a =
�!
0 jer je kut kojeg vektor zatvara sa samim sobom

jednak nula-kutu. Svojstvo tako d̄er proizlazi iz prvog svojstva,
ako stavimo

�!
b = �! a .
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3. (� �! a ) �
�!
b = � (�! a �

�!
b ) = �! a � (�

�!
b )

4.
�!
i �

�!
i =

�!
j �

�!
j =

�!
k �

�!
k =

�!
0

�!
i �

�!
j =

�!
k ,

�!
j �

�!
k =

�!
i ,

�!
k �

�!
i =

�!
j

5. Distributivnost na zbrajanje: �! a � (
�!
b + �! c ) = �! a �

�!
b + �! a � �! c .

Pri zapisu desne strane ove jednakosti ne trebaju zagrade jer
je dogovor da je operacija vektorskog mno�enja višeg reda u
odnosu na zbrajanje.

Slika 5.5: Svojstvo antikomutativnosti vektorskog mno�enja

Koristeći se svojstvima vektorskog mno�enja vektora te pojmom de-
terminante, za analiti�cki zapisane vektore prostora

�! a = a1
�!
i + a2

�!
j + a3

�!
k

�!
b = b1

�!
i + b2

�!
j + b3

�!
k

dobijemo formulu za vektorski umno�ak :

�! a �
�!
b =

�
�
�
�
�
�
�

�!
i

�!
j

�!
k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

�
�
�
�
�
�
�

= ( a2b3 - a3b2)
�!
i - ( a1b3 - a3b1)

�!
j + ( a1b2 - a2b1)

�!
k .

Primjer 5.3. [Vektorski umno�ak vektora]
Odredimo vektorski umno�ak vektora �! a = 2

�!
i + 3

�!
j + 4

�!
k i

�!
b =

3
�!
i + 2

�!
j - 3

�!
k te površinu paralelograma što ga oni razapinju:

�! a �
�!
b =

�
�
�
�
�
�
�

�!
i

�!
j

�!
k

2 3 4
3 2 - 3

�
�
�
�
�
�
�

= - 17
�!
i + 18

�!
j - 5

�!
k

P =
�
�
� �! a �

�!
b

�
�
� =

q
(- 17)2 + 182 + (- 5)2 =

p
638.
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5.3.3 Mje²oviti umnoºak vektora

Mješoviti umno�ak triju vektora �! a ,
�!
b i �! c de�niramo kao broj

(�! a �
�!
b ) � �! c .

Iz formula za ra�cunanje skalarnog i vektorskog umnoška vektora, za
prostorne vektore

�! a = a1
�!
i + a2

�!
j + a3

�!
k

�!
b = b1

�!
i + b2

�!
j + b3

�!
k

�! c = c1
�!
i + c2

�!
j + c3

�!
k

dobivamo sljedeću formulu za mješoviti umno�ak :

(�! a �
�!
b ) � �! c =

�
�
�
�
�
�

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

�
�
�
�
�
�
.

Primjer 5.4. [Mješoviti umno�ak vektora]
Odredimo mješoviti umno�ak vektora �! a = 2

�!
i + 3

�!
j + 4

�!
k ,

�!
b =

3
�!
i + 2

�!
j - 3

�!
k i �! c = 5

�!
i +

�!
j -

�!
k :

(�! a �
�!
b ) � �! c =

�
�
�
�
�
�

2 3 4
3 2 - 3
5 1 - 1

�
�
�
�
�
�

= - 62.

Mješoviti umno�ak vektora ima sljedeće geometrijsko zna�cenje : uo�cimo
paralelepiped razapet vektorima �! a ,

�!
b i �! c , tj. kosu prizmu kojoj je

baza paralelogram razapet vektorima �! a i
�!
b , a treći joj je brid odre-

d̄en vektorom �! c (Slika 5.5).

Slika 5.6: Paralelepiped razapet vektorima �! a ,
�!
b i �! c
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Obujam V tog paralelepipeda je dan s

V =
�
�
�(�! a �

�!
b ) � �! c

�
�
� ,

odnosno
(�! a �

�!
b ) � �! c = � V,

gdje je predznak + ili - , ovisno o tome �cine li vektori �! a ,
�!
b i �! c (u

tom redoslijedu) desni sustav ili ne, tj. �cine li oni kon�guraciju poput
�!
i ,

�!
j i

�!
k ili ne, što mo�emo provjeriti pomoću pravila desne ruke.

Na primjer, vektori iz Primjera 5.4 ne �cine desni sustav i razapinju
paralelogram obujma V = 62. Broj - 62 koji je jednak mješovitom um-
nošku neki zovu orijentirani obujam.

Vrijedi sljedeće o�cito svojstvo mješovitog mno�enja : ako u izrazu
(�! a �

�!
b ) � �! c dva vektora zamijene mjesta, vrijednost izraza ostaje ista

ili samo promijeni predznak. To je zato što se obujam paralelepipeda
razapet tim vektorima ne mijenja - uvijek ostaje isti paralelepiped.
Preciznije, vrijedi:

(�! a �
�!
b ) � �! c = (

�!
b � �! c ) � �! a = ( �! c � �! a ) �

�!
b ,

kao i za preostale tri kombinacije poretka vektora:

(�! a � �! c ) �
�!
b = (

�!
b � �! a ) � �! c = ( �! c �

�!
b ) � �! a ,

ali se vrijednost kod posljednje tri jednakosti, u odnosu na prve tri
jednakosti, mijenja u suprotnu.

Za tri vektora ka�emo da su komplanarni ako le�e u istoj ravnini.
Ako su vektori razli�citi od nulvektora, to je ekvivalentno tome da se
jedan (bilo koji) od njih mo�e izraziti kao linearna kombinacija pre-
ostalih dvaju. Iz geometrijske interpretacije mješovitog produkta kao
orijentiranog obujma paralelepipeda dobije se uvjet komplanarnosti
triju vektora :

Tri vektora su komplanarni ako i samo ako je

njihov mje šoviti umno � ak jednak nuli .

Naime, tri su vektora komplanarna ako i samo ako je paralelepiped
koji razapinju degeneriran, tj. ako je obujam tog paralelepipeda jed-
naku nuli, a to će biti ako i samo ako je njihov mješoviti umno�ak
jednak nuli.
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5.4 primjena matlab-a

5.4.1 Skalarni umnoºak vektora i kut mežu vektorima. Na-
redba dot

Poka�imo na Primjeru 5.1 (i) kako se koristi naredba dot za ra�cunanje
skalarnog umnoška:

a = [2 3 4]

b = [2 -3 4]

dot(a, b) % 11

Podsjetimo se da smo pomoću skalarnog umnoška i modula vektora
mogli ra�cunati i kosinus kuta me d̄u vektorima. Poka�imo kako se,
pomoću naredbe acos za arkus kosinus, dobiva kut me d̄u vektorima:

acos(dot(a, b) / (norm(a) * norm(b))) % 1.1817

Rezultat je izra�en u radijanima. Ukoliko taj kut �elimo dobiti u
stupnjevima, umjesto acos koristimo acosd :

acosd(dot(a, b) / (norm(a) * norm(b))) % 67.7090

5.4.2 Vektorski umnoºak vektora. Naredbacross

Vektorski umno�ak vektora ra�cunamo naredbom cross , što pokazu-
jemo na primjeru vektora iz Primjera 5.3. Ujedno ra�cunamo i povr-
šinu paralelograma razapetog tim vektorima:

a = [2 3 4]

b = [3 2 -3]

cross(a, b) % [-17 18 -5]

P = norm(cross(a, b)) % 25.2587

Simboli�cki ra�cun upoznali smo u prošloj lekciji, a ovdje pokazujemo
da MATLAB kod naredbe cross koristi formulu za vektorski umno-
�ak identi�cnu onoj iz ove lekcije:

syms a1 a2 a3 b1 b2 b3

a = [a1 a2 a3]

b = [b1 b2 b3]

axb = cross(a, b)

axb = [a2 * b3 - a3 * b2, a3 * b1 - a1 * b3, a1 * b2 - a2 * b1]

5.4.3 Mje²oviti umnoºak vektora

S obzirom na to da u MATLAB-u ne postoji naredba za mješoviti um-
no�ak vektora, de�nirajmo je sami i izra�cunajmo mješoviti umno�ak
vektora iz Primjera 5.4, a ujedno i volumen paralelepipeda razapetog
tim vektorima:
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a = [2 3 4]

b = [3 2 -3]

c = [5 1 -1]

mix = @(a, b, c) dot(cross(a, b), c)

vol = @(a, b, c) abs(mix(a, b, c))

mix(a, b, c) % -62

vol(a, b, c) % 62

5.5 pitanja i zadatci

1. (i) Neka sile
�!
F i

�!
G imaju zajedni�cko hvatište. Odredite in-

tenzitet rezultantne sile u terminima intenziteta
�
�
�
�!
F

�
�
� ,

�
�
�
�!
G

�
�
� i

kuta � med̄u silama
�!
F i

�!
G.

(ii) Provedite postupak iz (i) ako je
�
�
�
�!
F

�
�
� = 5N,

�
�
�
�!
G

�
�
� = 3N i

� = 60� .

Uputa: koristite formulu
�
��! v

�
� =

p �! v � �! v za modul vektora �! v u

koju uvrstite �! v =
�!
F +

�!
G.

2. (i) Odredite kut izme d̄u vektora �! u + �! v i �! u u terminima
�
��! u

�
�,�

� �! v
�
� i kuta � med̄u vektorima �! u i �! v .

(ii) Provedite postupak iz (i) ako je
�
� �! u

�
� = 5,

�
� �! v

�
� = 3 i � = 60� .

Uputa: koristite Zadatak 1. kako bi odredili
�
� �! u + �! v

�
�.

3. Izra�cunajte �! a �
�!
i , �! a �

�!
j i �! a �

�!
k . Uo�cite pravilo i formulirajte

ga za vektore u prostoru bilo koje dimenzije.

4. Neka je �! a = a1
�!
i + a2

�!
j + a3

�!
k i

�!
b = b1

�!
i + b2

�!
j + b3

�!
k . Uvr-

štavajući u formulu za ra�cunanje vektorskog produkta pomoću
determinante poka�ite da je:

(i)
�!
b � �! a = - �! a �

�!
b

(ii) �! a � �! a =
�!
0 .

5. Koristeći svojstva vektorskog produkta obrazlo�ite zašto je

(�! a +
�!
b ) �

�!
b = �! a �

�!
b .

Obrazlo�ite i koristeći de�niciju vektorskog produkta, pomoću
smjera, apsolutne vrijednosti i orijentacije.

6. Izra�cunajte �! a �
�!
i , �! a �

�!
j i �! a �

�!
k . Uo�cite pravilo i formuli-

rajte ga.

7. Koristeći svojstva determinante obrazlo�ite zašto je

(�! a �
�!
b ) � �! c = (

�!
b � �! c ) � �! a .
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8. Koristeći smjer vektorskog produkta obrazlo�ite zašto je

(�! a �
�!
b ) � �! a = 0.

Obrazlo�ite isto koristeći svojstva determinante.
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6 L I N E A R N I S U S TAV I I
N J I H O V O R J E ’ AVA N J E

U lekciji se obrad̄uje linearni sustav, njegov matri�cni zapis i rješavanje
pomoću inverzne matrice (ako je to moguće), Cramerovim pravilom
te Gauss-Jordanovom metodom. Takod̄er se obrad̄uje jedan brz algo-
ritam za odre d̄ivanje determinante i inverzne matrice.

6.1 pripadni problem

Mnogi se prakti�cni i teoretski problemi svode na linearne sustave.
Naime, veli�cine koje se razmatraju u pravilu nisu nezavisne, već su
povezane odred̄enim jednad�bama. Najjednostavnija, ali vrlo �cesta
situacija jest ona kad su te jednad�be linearne. Tada svaka bitno nova
jednad�ba smanjuje stupanj slobode za jedan. Ako veza (jednad�ba)
ima koliko i veli�cina (nepoznanica), onda se, u praksi, u pravilu do-
biva jedinstveno rješenje (stupanj slobode nula), koje se, potom, inter-
pretira kao jedinstveno rješenje problema.

6.2 potrebno predznanje

Potrebno je poznavati sustav dviju linearnih jednad�ba s dvjema ne-
poznanicama, pojam rješenja i metode njihova rješavanja (gradivo iz
osnovne i srednje škole) te osnovna svojstva matrica i determinanta.

6.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

6.3.1 Pojam linearnog sustava

Linearni sustav od m jednad�ba s n nepoznanica jest sustav oblika:

a11 x1 + a12 x2 + � � � + a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 + � � � + a2n xn = b2

...

am1 x1 + am2 x2 + � � � + amn xn = bm .

Brojevi a ij , i = 1,2, : : : ,m, j = 1,2, : : : , n i b1 , b2 , : : : , bm zovu se
koe�cijenti , a x1 , x2 , : : : , xn nepoznanice.

79



linearni sustavi i njihovo rje²avanje

Na primjer, za m = 2 i n = 3 dobije se sustav od dviju jednad�ba s
trima nepoznanicama:

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 = b1

a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 = b2 .

Konkretno:

Primjer 6.1. [Linearni sustav od dviju jednad�ba s trima nepoznani-
cama]

2x1 - 3x2 + 4x3 = 5

3x1 - 4x2 + 5x3 = 7.

Ako je m = n, tj. ako linearni sustav ima jednako jednad�ba kao i
nepoznanica, sustav zovemo kvadratnim sustavom n-tog reda:

a11 x1 + a12 x2 + ...+ a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 + ...+ a2n xn = b2

...

an1 x1 + an2 x2 + ...+ ann xn = bn .

Na primjer:

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 = b1

a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 = b2

a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 = b3

je zapis općeg sustava trećeg reda. Konkretno:

Primjer 6.2. [Kvadratni sustav trećeg reda]

x1 + x2 + x3 = 4

2x1 - 3x2 + 4x3 = 5

3x1 - 4x2 + 5x3 = 7.

Rješenje linearnog sustava s n nepoznanica je svaka ured̄ena n-torka
(� 1 , � 2 , : : : , � n ) koja, ako se uvrsti umjesto nepoznanica (x1 , x2 , : : : , xn ),
zadovoljava sve jednad�be sustava.

Primjer 6.3. [Rješenje linearnog sustava]
Trojka (2,1,1) rješenje je sustava iz Primjera6.1 jer je

2 � 2 - 3 � 1+ 4 � 1 = 5

3 � 2 - 4 � 1+ 5 � 1 = 7.
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I trojka (1, - 1, 0) je rješenje tog sustava jer je

2 � 1 - 3 � (- 1) + 4 � 0 = 5

3 � 1 - 4 � (- 1) + 5 � 0 = 7.

Ina�ce, gornji sustav ima beskona�cno mnogo rješenja. Da je trojka
(2,1,1) rješenje sustava pišemo kao(x1 , x2 , x3) = ( 2,1,1) ili kao x1 =
2, x2 = 1, x3 = 1.
Lako se vidi da je (2,1,1) jedino (jedinstveno) rješenje sustava iz Pri-
mjera 6.2.

Općenito, mogu nastati tri mogućnosti:

1. sustav ima jedinstveno rješenje

2. sustav ima beskona�cno mnogo rješenja

3. sustav nema rješenja.

6.3.2 Matri£ni zapis sustava

Ako se koe�cijenti uz nepoznanice postave u matricu sustava , tj. u
matricu s m redaka i n stupaca (m � n matricu)

A =

2

6
6
6
4

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
...

...
am1 am2 : : : amn

3

7
7
7
5

,

a slobodni koe�cijenti b1 , b2 , : : : , bm i nepoznanice x1 , x2 , : : : , xn u
jednostup�cane matrice

b =

2

6
6
6
4

b1

b2
...

bm

3

7
7
7
5

, x =

2

6
6
6
4

x1

x2
...

xn

3

7
7
7
5

,

sustav se kratko mo�e zapisati u matri�cnom obliku kao

Ax = b.

Gornji zapis zovemo matri�cni zapis sustava .

Primjer 6.4. [Matri�cni zapis sustava]
Matri�cni zapis sustava iz Primjera 6.2 jest

2

4
1 1 1
2 - 3 4
3 - 4 5

3

5

2

4
x1

x2

x3

3

5 =

2

4
4
5
7

3

5 .
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6.3.3 Regularni sustav i njegovo rje²avanje

Kvadratni linearni sustav Ax = b zove se regularnim ako mu je ma-
trica sustava A regularna, tj. ako ima inverznu matricu A - 1 , što vri-
jedi ako je zadovoljen uvjet det A 6= 0. Takav sustav ima jedinstveno
rješenje koje se mo�e dobiti na više na�cina:

(i) Metoda invertiranja matrice sustava : rješenje regularnog sus-
tava Ax = b je dano s

x = A - 1b.

Uo�cimo analogiju s linearnom jednad�bom ax = b i njenim
rješenjem x = a- 1b, tj. x = b

a , samo što je kod nje uvjet a 6= 0
(da bismo mogli dijeliti s a), a u linearnom sustavu det A 6= 0
(da bi postojala inverzna matrica matrice A).

Primjer 6.5. [Metoda invertiranja matrice sustava]
U Primjeru 6.4, matrica sustava je

A =

2

4
1 1 1
2 - 3 4
3 - 4 5

3

5 .

Dobije se detA = 4 i, korištenjem poznate formule A - 1 =
1

det A A � ,

A - 1 =
1
4

2

4
1 - 9 7
2 2 - 2
1 7 - 5

3

5 .

Sustav je regularan i rješenje mu je, prema formuli x = A - 1b,

2

4
x1

x2

x3

3

5 =
1
4

2

4
1 - 9 7
2 2 - 2
1 7 - 5

3

5

2

4
4
5
7

3

5 =

2

4
2
1
1

3

5 ,

tj. x1 = 2, x2 = 1, x3 = 1, kako smo i prije dobili.

(ii) Cramerovo pravilo : to je samo raspisana varijanta metode po-
moću inverzne matrice. Kako se to pravilo, iako vrijedi opće-
nito, koristi ponajviše za rješavanje sustava drugog i trećeg reda
(jer je za sustave većeg reda zamorno), objasnit ćemo ga na kon-
kretnom, već vi d̄enom primjeru sustava trećeg reda.

Primjer 6.6. [Cramerovo pravilo]
Riješimo Cramerovim pravilom sustav iz Primjera 6.4. U Pri-
mjeru 6.5 vidjeli smo da je determinanta sustava D = 4. Treba
još izra�cunati determinante D1 , D2 i D3 tako da u determinanti
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sustava redom zamjenjujemo prvi, drugi, odnosno treći stupac
sa stupcem slobodnih koe�cijenata:

D1 =

�
�
�
�
�
�

4 1 1
5 - 3 4
7 - 4 5

�
�
�
�
�
�

= 8

D2 =

�
�
�
�
�
�

1 4 1
2 5 4
3 7 5

�
�
�
�
�
�

= 4

D3 =

�
�
�
�
�
�

1 1 4
2 - 3 5
3 - 4 7

�
�
�
�
�
�

= 4.

Sad je, prema Cramerovu pravilu:

x1 =
D1

D
=

8
4

= 2

x2 =
D2

D
=

4
4

= 1

x3 =
D3

D
=

4
4

= 1,

kako smo i prije dobili.

(iii) Gauss-Jordanova metoda: to je u biti metoda suprotnih koe�-
cijenata (koja se obrad̄uje već u osnovnoj školi), samo što se
ne pišu jednad�be već se vrše tzv. elementarne operacije -
transformacije na koe�cijentima sustava, to�cnije, na retcima tzv.
proširene matrice sustava

�
A j b

�
:

1. zamjena redaka

2. mno�enje retka brojem razli�citim od nule

3. dodavanje retka drugom retku.

Napomenimo da je ova metoda pogodna za rješavanje svih line-
arnih sustava, a ne samo kvadratnih ili regularnih. Pored toga,
ova metoda je posebno pogodna za rješavanje velikih sustava
jer je algoritamski neusporedivo br�a od obje prethodno opi-
sane metode.
Metodu ćemo objasniti na već rješavanom primjeru.

Primjer 6.7. [Gauss-Jordanova metoda - regularan sustav]
Gauss-Jordanovom metodom riješimo sustav iz Primjera 6.4. Kre-
ćemo od proširene matrice sustava dobivene tako da matrici
sustava dodamo stupac slobodnih koe�cijenata:
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2

4
1 1 1 j 4
2 - 3 4 j 5
3 - 4 5 j 7

3

5 1s

2

4
1 1 1 j 4
0 - 5 2 j - 3
3 - 4 5 j 7

3

5

2s

2

4
1 1 1 j 4
0 - 5 2 j - 3
0 - 7 2 j - 5

3

5 3s

2

4
1 1 1 j 4
0 2 0 j 2
0 - 7 2 j - 5

3

5

4s

2

4
1 1 1 j 4
0 1 0 j 1
0 - 7 2 j - 5

3

5 5s

2

4
1 1 1 j 4
0 1 0 j 1
0 0 2 j 2

3

5

6s

2

4
1 1 1 j 4
0 1 0 j 1
0 0 1 j 1

3

5 ,

gdje smo izvršili sljedeće elementarne operacije:
1s prvi redak pomno�ili smo s - 2 i dodali drugom
2s prvi redak pomno�ili smo s - 3 i dodali trećem
3s od drugog retka oduzeli smo treći
4s drugi redak podijelili smo s 2
5s drugi redak pomno�ili smo sa 7 i dodali trećem
6s treći redak podijelili smo s 2.

Do ovog mjesta postupak se obi�cno zove Gaussova metoda -
prepoznajemo je po tome što smo u prvom dijelu matrice došli
do gornje trokutaste matrice s jedinicama na dijagonali. Njome
smo po�cetni sustav sveli na

x1 + x2 + x3 = 4

0 � x1 + x2 + 0 � x3 = 1

0 � x1 + 0 � x2 + x3 = 1,

tj. x2 = x3 = 1 i x1 + x2 + x3 = 4, odakle dobijemo x1 = 2, kako
smo i prije imali.
Mi ćemo nastaviti rješavati sustav matri�cno i to tako da sad
idemo od najdonjeg retka prema gore - to je Jordanova metoda
koja, skupa s Gaussovom, �cini Gauss-Jordanovu metodu. Po-
ka�imo Jordanovu metodu (nastavljamo tamo gdje smo stali u
Gaussovoj metodi):

7s

2

4
1 1 0 j 3
0 1 0 j 1
0 0 1 j 1

3

5 8s

2

4
1 0 0 j 2
0 1 0 j 1
0 0 1 j 1

3

5 ,

gdje smo izvršili sljedeće elementarne operacije:
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7s od prvog retka oduzeli smo treći
8s od prvog retka oduzeli smo drugi.

Sad iz posljednje matrice izravno �citamo: x1 = 2, x2 = 1, x3 =
1.

6.3.4 Rje²avanje neregularnih sustava

Kao što smo već rekli, Gauss-Jordanova metoda pogodna je (za raz-
liku od druge dvije opisane metode) za rješavanje svih, a ne samo
regularnih sustava. Dakle, mo�emo je koristiti i za rješavanje sustava
koji imaju beskona�cno mnogo rješenja te za rješavanje sustava koji
nemaju rješenja.

Primjer 6.8. [Gauss-Jordanova metoda - neregularan sustav]
Gauss-Jordanovom metodom riješimo sustav

2x1 - 3x2 + 4x3 = 5

3x1 - 4x2 + 5x3 = 7

x1 - x2 + x3 = 2.

Da bismo na po�cetku imali 1 (što je pogodno), treću jednad�bu sta-
vimo na prvo mjesto. Vidimo da smo dobili sustav koji se samo za
jedan predznak razlikuje od onog kojeg smo rješavali u prethodnim
primjerima. Vidjet ćemo da ovaj sustav ima beskona�cno mnogo rje-
šenja. Postupak ćemo ubrzati tako što ćemo, kad to bude zgodno,
obaviti više elementarnih operacija:

2

4
2 - 3 4 j 5
3 - 4 5 j 7
1 - 1 1 j 2

3

5 1s

2

4
1 - 1 1 j 2
3 - 4 5 j 7
2 - 3 4 j 5

3

5

2s

2

4
1 - 1 1 j 2
0 - 1 2 j 1
0 - 1 2 j 1

3

5 ,

gdje smo izvršili sljedeće elementarne operacije:
1s zamijenili smo prvi i treći redak

2s od drugog retka oduzeli smo trostruki prvi, a od trećeg dvos-
truki prvi.

Dobili smo isti drugi i treći redak, tako da treći mo�emo odbaciti. Do
istog zaklju�cka došli bismo da smo od trećeg retka oduzeli drugi jer
bi tada treći redak sadr�avao same nule. Dakle, od sad imamo samo
dva retka te nastavljamo s elementarnim operacijama:

�
1 - 1 1 j 2
0 - 1 2 j 1

�
3s

�
1 - 1 1 j 2
0 1 - 2 j - 1

�

4s
�

1 0 - 1 j 1
0 1 - 2 j - 1

�
,
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gdje smo izvršili sljedeće elementarne operacije:

3s drugi redak pomno�ili smo s - 1

4s drugi redak dodali smo prvom.

Došli smo do jedini�cne 2 � 2 matrice na lijevom dijelu proširene ma-
trice sustava �ciji treći stupac ne mo�emo dalje sre d̄ivati jer smo ukla-
njanjem trećeg retka izgubili jedini�cni element na glavnoj dijagonali.
Stoga ovdje stajemo i o�citavamo skup rješenja u ovisnosti o x3 :

x1 = 1+ x3

x2 = - 1+ 2x3 .

Nepoznanicu x3 mo�emo birati po volji. Na primjer:

(i) za x3 = 0 dobijemo x1 = 1, x2 = - 1

(ii) za x3 = 1 dobijemo x1 = 2, x2 = 1

(iii) za x3 = 1
2 dobijemo x1 = 3

2 , x2 = 0, itd.

Uo�cimo da smo tako riješili i sustav iz Primjera 6.1. U ovom slu�caju
(kad jednu nepoznanicu biramo po volji) ka�emo da je skup rješenja
jednodimenzionalan.

6.3.5 Algoritam za ra£unanje determinante

Pomoću elementarnih operacija na retcima mo�e se izra�cunati deter-
minanta. Ta je metoda, općenito, neusporedivo br�a od one s razvo-
jem po stupcu ili retku.
Od postupka u Gauss-Jordanovoj metodi razlikuje se po tome što se
pri dijeljenju nekog retka brojem, taj broj treba izlu�citi i što se pri
zamjeni mjesta dvaju redaka, mijenja predznak.

Primjer 6.9. [Ra�cunanje determinante pomoću elementarnih opera-
cija]
Izra�cunajmo determinantu matrice

A =

2

4
1 1 1
2 - 3 4
3 - 4 5

3

5 .

Već smo u Primjeru 6.5 vidjeli da je det A = 4. Sad ćemo taj rezul-
tat dobiti ovom metodom, uz oznake za elementarne operacije na
retcima kao u Primjeru 6.7:
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�
�
�
�
�
�

1 1 1
2 - 3 4
3 - 4 5

�
�
�
�
�
�

1=

�
�
�
�
�
�

1 1 1
0 - 5 2
3 - 4 5

�
�
�
�
�
�

2=

�
�
�
�
�
�

1 1 1
0 - 5 2
0 - 7 2

�
�
�
�
�
�

3=

�
�
�
�
�
�

1 1 1
0 2 0
0 - 7 2

�
�
�
�
�
�

4= 2

�
�
�
�
�
�

1 1 1
0 1 0
0 - 7 2

�
�
�
�
�
�

5= 2

�
�
�
�
�
�

1 1 1
0 1 0
0 0 2

�
�
�
�
�
�

6= 2 � 2

�
�
�
�
�
�

1 1 1
0 1 0
0 0 1

�
�
�
�
�
�

= 4.

Primjer 6.10. [Ra�cunanje determinante pomoću elementarnih opera-
cija]
Izra�cunajmo determinantu matrice

A =

2

4
2 - 3 4
3 - 4 5
1 - 1 1

3

5 .

Determinantu rješavamo koristeći iste prve dvije elementarne opera-
cije kao u Primjeru 6.8, samo što kod prve operacije, zbog zamjene
redaka determinanta mijenja predznak, a operacija ovdje ozna�cena s
3 od trećeg retka oduzima drugi:

�
�
�
�
�
�

2 - 3 4
3 - 4 5
1 - 1 1

�
�
�
�
�
�

1= -

�
�
�
�
�
�

1 - 1 1
3 - 4 5
2 - 3 4

�
�
�
�
�
�

2= -

�
�
�
�
�
�

1 - 1 1
0 - 1 2
0 - 1 2

�
�
�
�
�
�

3= -

�
�
�
�
�
�

1 - 1 1
0 - 1 2
0 0 0

�
�
�
�
�
�

= 0.

Vidimo da posljednji redak sadr�ava samo nule pa se razvojem po
tom retku lako mo�emo uvjeriti da je det A = 0. Ovo ujedno ukazuje
na �cinjenicu da sustav iz Primjera 6.8 nije regularan (tamo smo vidjeli
da je to sustav koji ima beskona�cno mnogo rješenja).

6.3.6 Metoda za odreživanje inverzne matrice

Pomoću elementarnih operacija na retcima mo�e se odrediti inverz
matrice. Ta je metoda, općenito, neusporedivo br�a od one s adjungi-
ranom matricom. Od postupka u Gauss-Jordanovoj metodi razlikuje
se po tome što nema zamjene redaka.
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Opis metode: do matrice A dodamo jedini�cnu matricu I i vršimo ele-
mentarne operacije na retcima dok se jedini�cna matrica ne pojavi na
lijevoj strani. Tada je inverz A - 1 na desnoj:

�
A j I

�
s � � � s

�
I j A - 1

�
.

Primjer 6.11. [Odred̄ivanje inverza pomoću elementarnih operacija]
Odredimo inverz matrice

A =

2

4
1 1 1
2 - 3 4
3 - 4 5

3

5 .

Inverz smo već ra�cunali u Primjeru 6.5. Sad ćemo to obaviti ovom
metodom, uz oznake za elementarne operacije na retcima kao u Pri-
mjeru 6.7, s time da ćemo ovdje postupak ponegdje ubrzati tako što
ćemo, tamo gdje je moguće, u jednom koraku obaviti više operacija:

2

4
1 1 1 j 1 0 0
2 - 3 4 j 0 1 0
3 - 4 5 j 0 0 1

3

5 1,2
s

2

4
1 1 1 j 1 0 0
0 - 5 2 j - 2 1 0
0 - 7 2 j - 3 0 1

3

5

3s

2

4
1 1 1 j 1 0 0
0 2 0 j 1 1 - 1
0 - 7 2 j - 3 0 1

3

5 4s

2

4
1 1 1 j 1 0 0
0 1 0 j 1

2
1
2 - 1

2
0 - 7 2 j - 3 0 1

3

5

5s

2

4
1 1 1 j 1 0 0
0 1 0 j 1

2
1
2 - 1

2
0 0 2 j 1

2
7
2 - 5

2

3

5 6s

2

4
1 1 1 j 1 0 0
0 1 0 j 1

2
1
2 - 1

2
0 0 1 j 1

4
7
4 - 5

4

3

5

7,8
s

2

4
1 0 0 j 1

4 - 9
4

7
4

0 1 0 j 1
2

1
2 - 1

2
0 0 1 j 1

4
7
4 - 5

4

3

5 .

Sad stajemo jer smo na lijevoj strani dobili jedini�cnu matricu. Inverznu
matricu o�citavamo na desnoj strani. Vidimo da je, kao i u Primjeru
6.5,

A - 1 =

2

4

1
4 - 9

4
7
4

1
2

1
2 - 1

2
1
4

7
4 - 5

4

3

5 =
1
4

2

4
1 - 9 7
2 2 - 2
1 7 - 5

3

5 .

Primjer 6.12. [Odred̄ivanje inverza pomoću elementarnih operacija]
Odredimo inverz matrice

A =

2

4
1 1 1
2 - 3 4
3 - 2 5

3

5 .

Primijetimo da se zadana matrica razlikuje od one iz prethodnog pri-
mjera samo u drugom elementu zadnjeg retka. Stoga koristimo iste
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prve dvije elementarne operacije na retcima kao u Primjeru 6.11, dok
operacija ovdje ozna�cena s3 od drugog retka oduzima treći:

2

4
1 1 1 j 1 0 0
2 - 3 4 j 0 1 0
3 - 2 5 j 0 0 1

3

5 1,2
s

2

4
1 1 1 j 1 0 0
0 - 5 2 j - 2 1 0
0 - 5 2 j - 3 0 1

3

5

3s

2

4
1 1 1 j 1 0 0
0 0 0 j 1 1 - 1
0 - 5 2 j - 3 0 1

3

5 .

Sada smo u drugom retku dobili same nule, što zna�ci da nećemo
moći postići da taj redak izgleda kao drugi redak jedini�cne matrice.
Stoga ovaj postupak ne mo�emo nastaviti dalje, što ukazuje na to da
matrica A nema inverznu matricu.

6.4 primjena matlab-a

6.4.1 Zadavanje i rje²avanje linearnog sustava. Naredbasolve

Poka�imo na sustavu iz Primjera 6.2 kako se zadaje linearni sustav i
kako se rješava korištenjem naredbesolve :

syms x1 x2 x3

jed1 = x1 + x2 + x3 == 4

jed2 = 2 * x1 - 3 * x2 + 4 * x3 == 5

jed3 = 3 * x1 - 4 * x2 + 5 * x3 == 7

rjesenje = solve([jed1, jed2, jed3], [x1, x2, x3])

rjesenje =

struct with fields:

x1: [1×1 sym]

x2: [1×1 sym]

x3: [1×1 sym]

Ovdje za rješenje dobivamo strukturu, tip podatka u MATLAB-u u
kojem su sli�cni podaci grupirani zajedno u polja kojima pristupamo
s imeStrukture.imePolja . Konkretno, do rješenja zadanog linearnog
sustava dolazimo ovako:

[rjesenje.x1; rjesenje.x2; rjesenje.x3] % [2; 1; 1]

6.4.2 Matri£ni zapis i matri£no rje²avanje sustava. Naredbe
equationsToMatrix i linsolve

Matri�cni zapis sustava dobivamo pomoću equationsToMatrix . Poka-
�imo to na Primjeru 6.4, tj. na istom sustavu kao u 6.4.1:

[A,B] = equationsToMatrix([jed1, jed2, jed3], [x1, x2, x3])
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A =

[1, 1, 1]

[2, -3, 4]

[3, -4, 5]

B =

4

5

7

Tako zapisani sustav sada rješavamo naredbom linsolve :

X = linsolve(A,B) % [2; 1; 1]

Sustav smo mogli zadati i tako da najprije zadamo A i B, a potom ga
riješimo pomoću linsolve .

6.4.3 Rje²avanje regularnog sustava

Sustav iz 6.4.1 odnosno 6.4.2 je regularan, u što se mo�emo dodatno
uvjeriti provjerom da je determinanta matrice sustava razli�cita od
nule. Stoga ga mo�emo riješiti i metodom invertiranja matrice sus-
tava:

det(A) % 4

inv(A) * B % [2; 1; 1]

6.4.4 Rje²avanje neregularnog sustava

Neregularni sustavi ne mogu se zadovoljavajuće riješiti pomoću solve ,
linsolve ili inv . Na primjer, za sustav iz Primjera 6.8 za rezultat na-
redbe linsolve(A, B) dobili bismo upozorenje da nešto nije u redu,
ali i jedno od beskona�cno mnogo rješenja:

A = [2 -3 4; 3 -4 5; 1 -1 1]

B = [5; 7; 2]

X = linsolve(A, B)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 2.775558e-18.

X =

-0.5000

-4.0000

-1.5000

Naredba inv dala bi isto upozorenje i ponudila jedno rješenje za ko-
jega se mo�e provjeriti da je neto�cno:

X = inv(A) * B
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Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 2.775558e-18.

X =

-6

0

-4

6.5 pitanja i zadatci

1. Zapišite matri�cno sustav

x1 + x3 = 4

2x1 - 3x2 = 3

3x1 - 4x2 + 5x3 = 6.

Je li sustav regularan? Uputa: izra�cunajte determinantu matrice
sustava.

2. (i) Kojim se obrad̄ivanim metodama mo�e rješavati sustav

x1 + 2x2 + 3x3 = 4

2x1 - 3x2 + 4x3 = 5

3x1 - x2 + 7x3 = 9?

Uputa: izra�cunajte determinantu matrice sustava.

(ii) Koliko sustav ima rješenja? Uputa: treća jednad�ba dobije
se zbrajanjem prve i druge, pa se mo�e izostaviti.

3. Koliko rješenja ima sustav

x1 - 2x2 + 3x3 = 4

2x1 - 4x2 + 6x3 = 8

- 3x1 + 6x2 - 9x3 = - 12?

Uputa: druga se jednad�ba dobije iz prve mno�enjem s 2, a
treća mno�enjem s - 3, pa se mogu izostaviti.

4. Koliko rješenja ima sustav

x1 + 2x2 + 3x3 = 4

2x1 - 3x2 + 4x3 = 5

3x1 - x2 + 7x3 = 6?

5. (i) Zapišite matri�cno sustav

ax + by = e

cx + dy = f .
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(ii) Riješite sustav iz (i) koristeći inverznu matricu i pomoću
Cramerove metode (uz pretpostavku da je sustav regula-
ran). Usporedite rezultate.

6. Koliko mno�enja treba izvršiti kod ra�cunanja determinante dru-
gog reda, a koliko kod ra�cunanja determinante trećeg reda po-
moću elementarnih operacija? Pokušajte razmišljanje nastaviti
za determinante �cetvrtog i višeg reda. Usporedite s brojem mno-
�enja kod metode razvoja po nekom stupcu ili retku.

7. Odredite inverz matrice:

2

4
0 1 1
2 3 - 2

- 1 0 2

3

5 .

Uputa: u prvom koraku oduzmite treći redak od prvoga tako
da bi zapo�cinjao s 1 (a ne s nulom).

8. Koristeći elementarne operacije odredite inverz dijagonalne ma-
trice. Komentirajte.
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7 S V O J S T V E N E V R I J E D N O S T I
I S V O J S T V E N I V E K TO R I

U lekciji se obrad̄uju pojam te geometrijsko i �zikalno zna�cenje svoj-
stvene vrijednosti i svojstvenog vektora na primjerima matrica dru-
gog reda.

7.1 pripadni problem

Mrlja u obliku kruga, sastavljena od �cestica jednoliko raspore d̄enih
oko središta, radijalno se širi. Jedna od najjednostavnijih mogućnosti
jest da to širenje, geometrijski, bude dilatacija ili kontrakcija u svim
smjerovima. Takve se pojave opisuju skalarnim matricama (koje dje-
luju prakti�cno kao brojevi).
Nešto slo�enija je situacija kad imamo takvo rastezanje koje je radi-
jalno samo uzdu� koordinatnih osi (ali, mo�da, po svakoj osi s dru-
gim intenzitetom). Ono se opisuje dijagonalnim matricama.
Takvo djelovanje u ravnini, koje je radijalno po dvama okomitim prav-
cima kroz ishodište, opisuje se simetri�cnim matricama. Sli�cno vrijedi
za prostor i za više dimenzije. To jedan od glavnih razloga va�nosti
simetri�cnih matrica i njihove uloge u primjenama - one su vrlo bliske
brojevima, odnosno dijagonalnim matricama.

7.2 potrebno predznanje

Ovo je potpuno novo gradivo. Za usvajanje je potrebno razumjeti
pojam vektora, matrice i djelovanja transformacija, tj. matrica tran-
sformacija na to�cke ravnine ili prostora.

Primjer 7.1. [Posebni smjerovi djelovanja nekih transformacija]
U ovom ćemo primjeru, uz ostalo, razmatrati u što se transformiraju,
pri djelovanju transformacije ravnine, kvadrat s vrhovima u (� 1, � 1)
i jedini�cna kru�nica sa središtem u ishodištu, odnosno pripadni krug.

(i) Uo�cite da simetrija ravnine s obzirom na x-os, od svih pravaca
koji prolaze ishodištem, tj. smjerova, ima dva istaknuta:

x-os, �ciju svaku to�cku ostavlja na miru. Za svaki takav
pravac ka�emo da je �ksni pravac .

y-os, koju ostavlja na miru, ali ne i njene to�cke već ih zrcali
s obzirom na ishodište.
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To se o�cituje i u matri�cnom zapisu simetrije:

A =
�

1 0
0 - 1

�
,

gdje se broj 1 odnosi na x-os, a broj - 1 na y-os. To se vidi i iz
djelovanja na jedini�cne vektore:

A(
�!
i ) =

�!
i , A(

�!
j ) = -

�!
j .

Uo�cimo, tako d̄er, da pri simetriji s obzirom na x-os, navedeni
kvadrat i krug prelaze u sebe, samo se dio iznad x-osi zamje-
njuje s onim ispod (Slika 7.1).

Slika 7.1: Primjer 7.1 (i)

(ii) Rotacija ravnine oko ishodišta za kut nema istaknutih smje-
rova, osim ako je to rotacija za 0� ili 180� kad su svi smjerovi
istaknuti. Navedeni kvadrat i krug prelaze u neki drugi suk-
ladni kvadrat ili krug (samo se zavrte). Ishodište je jedina to�cka
koja ostaje na miru pa ga zovemo �ksna to�cka .

(iii) Skalarna matrica

A =
�

2 0
0 2

�

odred̄uje homotetiju s obzirom na ishodište s koe�cijentom 2
(dilataciju).

Slika 7.2: Primjer 7.1 (iii)
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Njoj su svi smjerovi kroz ishodište istaknuti, tj. svaka se to�cka
preslikava u to�cku na istoj zraci kroz ishodište, ali na dva puta
većoj udaljenosti (Slika 7.2).

Pripadni kvadrat prelazi u kvadrat s vrhovima (� 2, � 2), a krug
u krug sa središtem u ishodištu polumjera 2 (Slika 7.3).

Slika 7.3: Primjer 7.1 (iii)

I tu je ishodište jedina to�cka koja ostaje na miru.
Fizikalno, mo�emo zamišljati da je u jedini�cnom krugu oko isho-
dišta bila nakupina �cestica, koja se radijalno širila neko vrijeme,
a novi krug predo�cuje novo stanje. To što su ovdje svi smjerovi
istaknuti, odnosno da po svim pravcima kroz ishodište transfor-
macija djeluje kao dilatacija s koe�cijentom 2, mo�emo zapisati
kao

A(�! v ) = 2�! v

za sve vektore �! v (Slika 7.4).

Slika 7.4: Primjer 7.1 (iii)

(iv) Dijagonalna matrica

A =
�

3 0
0 2

�

odred̄uje slo�eno rastezanje . Ima dva istaknuta smjera, tj. dva
pravca kroz ishodište koji prelaze u sebe:

x-os koja odgovara broju 3 i na kojemu transformacija dje-
luje kao dilatacija s koe�cijentom 3
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y-os koja odgovara broju 2 i na kojemu transformacija dje-
luje kao dilatacija s koe�cijentom 2.

I tu je ishodište jedina to�cka koja ostaje na miru.
Pripadni kvadrat prelazi u pravokutnik s vrhovima (� 3, � 2),
a jedini�cna kru�nica u elipsu sa središtem u ishodištu s polu-
osima 3, odnosno 2 (Slika 7.5).

Slika 7.5: Primjer 7.1 (iv)

Na jeziku jednad�ba imamo

x2 + y2 = 1 !
x2

9
+

y2

4
= 1.

Fizikalno, mo�emo zamišljati da je u jedini�cnom krugu oko is-
hodišta bila nakupina �cestica, koja se širila neko vrijeme, ali
radijalno samo po koordinatnim osima i to razli�citim brzinama;
zato �cestice izvan koordinatnih osi imaju otklon prema x-osi.
Takod̄er, �cestice ostaju unutar kvadranata u kojima su bili na
po�cetku.
Mehani�cki, mo�emo zamišljati da smo krug rastezali s obje strane
x-osi s koe�cijentom 3 i s obje strane y-osi s koe�cijentom 2, a
pri tom se krug deformirao u elipsu.
Dilatacije po x-osi, odnosno y-osi u ovom primjeru mo�emo za-
dati i uvjetima:

A(
�!
i ) = 3

�!
i , A(

�!
j ) = 2

�!
j .

7.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

7.3.1 Svojstvena vrijednost i svojstveni vektor matrice

U Primjeru 7.1 vidjeli smo da za dijagonalne matrice drugog reda pos-
toje dva istaknuta smjera i da svaki odgovara po jednom broju koji je
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na dijagonali te matrice. Posebno, za skalarne matrice svi su smjerovi
istaknuti. Postavlja se pitanje postoje li takvi smjerovi i za neke ma-
trice koje nisu dijagonalne. Vidjet ćemo da takvi, me d̄usobno okomiti
smjerovi, postoje za simetri�cnematrice (vidjeli smo da za matrice koje
odgovaraju rotacijama u ravnini takvi smjerovi ne postoje).

Ka�emo da je broj � svojstvena vrijednost matrice A ako postoji vek-
tor razli�cit od nulvektora �! v tako da bude

A(�! v ) = � �! v ,

a svaki takav vektor �! v zove sesvojstveni vektor matrice A pridru�en
svojstvenoj vrijednosti � .

Primjer 7.2. [Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori]
Za matrice iz Primjera 7.1 imamo:

(i) simetrija s obzirom na x-os ima dvije svojstvene vrijednosti:

- broj 1, a svaki vektor razli�cit od nulvektora proporcionalan
�!
i pripadni je svojstveni vektor. Zato je dovoljno reći da je

�!
i svojstveni vektor.

- broj - 1 sa svojstvenim vektorom
�!
j

(ii) rotacije, osim dviju istaknutih (za � = 0� i � = 180� ), nemaju
svojstvenih vrijednosti ni vektora, to�cnije, nemaju realnih svoj-
stvenih vrijednosti ni vektora

(iii) homotetija s koe�cijentom 2 ima jednu svojstvenu vrijednost:
broj 2, a svaki vektor razli�cit od nulvektora joj je svojstveni vek-
tor

(iv) dijagonalna matrica

A =
�

3 0
0 2

�

ima dvije svojstvene vrijednosti:

- broj 3 sa svojstvenim vektorom
�!
i

- broj 2 sa svojstvenim vektorom
�!
j .

Primjer 7.3. [Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori]

(i) Poka�imo da su brojevi 1 i 6 svojstvene vrijednosti matrice

A =
�

2 2
2 5

�
.

(ii) Odredimo pripadne svojstvene vektore.
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(iii) Odredimo slike kvadrata, odnosno jedini�cnog kruga pri ovoj
transformaciji.

(i-ii) Ozna�cimo
�! v =

�
x
y

�
.

Tada uvjet A(�! v ) = 1 � �! v postaje linearni sustav

2x + 2y = x

2x + 5y = y

koji se svodi na jednu jednad�bu x = - 2y. Netrivijalno rješenje
(razli�cito od nulvektora) je, na primjer, x = - 2 i y = 1, tj. �! v1 =
- 2

�!
i +

�!
j je svojstveni vektor pridru�en svojstvenoj vrijednost

1 (ostali su mu proporcionalni).
Uvjet A(�! v ) = 6 � �! v postaje linearni sustav

2x + 2y = 6x

2x + 5y = 6y,

tj. y = 2x. Netrivijalno rješenje je, na primjer, x = 1 i y = 2, tj.
�! v2 =

�!
i + 2

�!
j je svojstveni vektor pridru�en svojstvenoj vrijed-

nosti 6 (ostali su mu proporcionalni).
Uo�cimo da su vektori �! v1 i �! v2 okomiti, a takvi su ujedno i pri-
padni istaknuti smjerovi zadani jednad�bama x = - 2y, od-
nosno y = 2x.

(iii) Kvadrat s vrhovima (� 1, � 1) prelazi u paralelogram s vrhovima
(4,7), (0, 3), (- 4, - 7) i (0, - 3), Slika 7.6.

Slika 7.6: Primjer 7.3 (iii) - slika kvadrata
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Jedini�cna kru�nica prelazi u elipsu sa središtem u ishodištu i
poluosima duljine 1 (na istaknutom pravcu s jednad�bom x =
- 2y), odnosno 6 (na istaknutom pravcu s jednad�bom y = 2x),
Slika 7.7. Geometrijski, ta je elipsa nastala rastezanjem s koe�ci-
jentom 6 uzdu� pravca s jednad�bom y = 2x.

Slika 7.7: Primjer 7.3 (iii) - slika jedini�cnog kruga

Takod̄er, mo�emo zamišljati da se nakupina �cestica u jedini�c-
nom krugu širi tako da �cestice na pravcu s jednad�bom x = - 2y
(tj. na pravcu s jednad�bom y = - 1

2 x) ostaju na miru, �cestice na
pravcu y = 2x šire se radijalno, a ostale da imaju otklon prema
pravcu y = 2x. Pritom �cestice ne izlaze iz kvadranata odre d̄enih
istaknutim smjerovima.

Primjer 7.4. [Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori]

(i) Poka�imo da su brojevi 2 i 1 svojstvene vrijednosti matrice

A =
�

2 1
0 1

�
.

(ii) Odredimo pripadne svojstvene vektore.

(iii) Odredimo slike kvadrata, odnosno jedini�cnog kruga pri ovoj
transformaciji.

(i-ii) Uz oznake kao u Primjeru 7.2, uvjet A(�! v ) = 2 � �! v postaje line-
arni sustav

2x + y = 2x

y = 2y,
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tj. y = 0 pa je x-os istaknut smjer za svojstvenu vrijednost 2, tj.
�! v1 =

�!
i je svojstveni vektor pridru�en svojstvenoj vrijednost 2.

Uvjet A(�! v ) = 1 � �! v postaje linearni sustav

2x + y = x

y = y,

tj. y = - x. Netrivijalno rješenje je, na primjer, x = - 1 i y =
1, tj. �! v2 = -

�!
i +

�!
j je svojstveni vektor pridru�en svojstvenoj

vrijednosti 1.
Uo�cimo da vektori �! v1 i �! v2 nisu okomiti, a ujedno ni pripadni
istaknuti smjerovi (zadani jednad�bama y = 0, odnosno y =
- x), Slika 7.8.

Slika 7.8: Primjer 7.4 (ii)

(iii) Kvadrat s vrhovima (� 1, � 1) prelazi u paralelograms vrhovima
(3,1), (- 1, 1), (- 3, - 1) i (1, - 1), Slika 7.9.

Slika 7.9: Primjer 7.4 (iii) - slika kvadrata

Jedini�cna kru�nica prelazi u elipsusa središtem u ishodištu i po-
luosima koji nisu na istaknutim smjerovima i treba ih posebno
odred̄ivati (Slika 7.10).
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Slika 7.10: Primjer 7.4 (iii) - slika jedini�cnog kruga

Mo�emo zamišljati da se nakupina �cestica širi tako da �cestice na
pravcu y = - x ostaju na miru, �cestice na x-osi šire se radijalno,
a ostale da imaju otklon prema x-osi (gdje je veća svojstvena vri-
jednost). Pritom �cestice ne izlaze iz kosih kvadranata odre d̄enih
istaknutim smjerovima.

7.3.2 Metoda odreživanja svojstvenih vrijednosti

Iz prethodnih smo primjera vidjeli kako se odre d̄uju svojstveni vek-
tori, ako su poznate svojstvene vrijednosti. Sad ćemo na primjeru ma-
trica drugog reda pokazati kako se odre d̄uju svojstvene vrijednosti, a
ista će metoda biti primjenjiva i na bilo koje matrice.
Neka je

A =
�

a b
c d

�

bilo koja matrica drugog reda. Uvjet A(�! v ) = � �! v svodi se na sustav
ax + by = �x , cx + dy = �y , tj. na

(a - � )x + by = 0

cx + ( d - � )y = 0.

Ako �elimo da taj sustav, osim o�citog rješenja (0,0), ima i neko netrivi-
jalno (jer mora biti �! v 6=

�!
0 ), determinanta sustava mora biti jednaka

nuli (ina�ce bi rješenje bilo jedinstveno: x = y = 0). Dakle, treba biti
�
�
�
�

a - � b
c d - �

�
�
�
� = 0,

tj.
� 2 - ( a + d)� + ( ad - bc) = 0.

To je kvadratna jednad�ba pa mo�e imati dva realna, dvostruko re-
alno ili kompleksno-konjugirana rješenja.

Primjer 7.5. [Metoda odre d̄ivanja svojstvenih vrijednosti]
Odredimo formulom svojstvene vrijednosti:
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(i) dijagonalne matrice
�

a 0
0 d

�

(ii) matrice iz Primjera 7.3.

(iii) matrice iz Primjera 7.4.

(iv) matrice rotacije
�

cos� - sin �
sin � cos�

�
.

(i) Već smo na primjerima vidjeli da su brojevi a i d na dijagonali
dijagonalne matrice drugog reda, svojstvene vrijednosti te ma-
trice. Isto se dobije formulom: � 2 - ( a + d)� + ( ad - bc) = 0,
zbog b = c = 0, postaje

� 2 - ( a + d)� + ad = 0,

s rješenjima � 1 = a i � 2 = d.

(ii) Tu je
� 2 - 7� + 6 = 0

pa je � 1 = 1 i � 2 = 6, kako smo već provjerili.

(iii) Tu je
� 2 - 3� + 2 = 0

pa je � 1 = 2 i � 2 = 1, kako smo već provjerili. Uo�cimo da su ta
dva broja na dijagonali matrice (sli�cno vrijedi za svaku gornju
trokutastu ili donju trokutastu matricu).

(iv) Geometrijskim smo argumentima zaklju�cili da ta matrica, osim
dvaju izuzetaka, nema istaknutih smjerova, a to zna�ci da joj svoj-
stvene vrijednosti nisu realni brojevi. Isto se dobije formulom:

� 2 - 2cos� � � + ( cos2 � + sin2 � ) = 0

� 2 - 2cos� � � + 1 = 0.

Diskriminanta te jednad�be je D = 4cos2 � - 4, što je manje od
nule osim ako je cos� = � 1, a to je za � = 0� ili � = 180� .

Primjer 7.6. [Svojstvene vrijednosti i vektori simetri�cne matrice]
Poka�imo da simetri�cne matrice imaju realne svojstvene vrijednosti i
okomite pripadne svojstvene vektore. Tu je, zbog c = b,

� 2 - ( a + d)� + ( ad - b2) = 0

pa je diskriminanta jednaka

D = ( a + d)2 - 4(ad - b2) = ( a - d)2 + b2 ,

što je veće od nule. Stoga imamo dva razli�cita realna rješenja, osim
ako je a = d i b = 0 (skalarna matrica kad su svi vektori svojstveni).
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U slu�caju razli�citih realnih svojstvenih vrijednosti � 1 i � 2 , okomitost
pripadnih svojstvenih vektora v1 i v2 pokazujemo koristeći jednakost

Av1 � v2 = v1 � A | v2 ,

gdje � ozna�cava skalarni umno�ak vektora. Ova jednakost vrijedi i
općenito, a ne samo za svojstvene vektore i nije ju teško provjeriti
za matrice reda 2. Takod̄er, koristimo i �cinjenicu da je A simetri�cna
matrica pa gornja jednakost postaje Av1 � v2 = v1 � Av2 . Ra�cunamo:

� 1(v1 � v2) = ( � 1v1) � v2 = Av1 � v2 = v1 � Av2 = v1 � (� 2v2) = � 2(v1 � v2),

tj.
(� 1 - � 2)v1 � v2 = 0.

Kako su � 1 i � 2 razli�citi realni brojevi, tj. vrijedi � 1 6= � 2 , mora
vrijediti v1 � v2 = 0, što zna�ci da su svojstveni vektori v1 i v2 okomiti.

7.4 primjena matlab-a

7.4.1 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori. Naredbaeig

Svojstvene vrijednosti dobivamo pomoću naredbe eig , Primjer 7.3:

A = [2 2; 2 5]

eig(A) % [1; 6]

Naredbom eig mogu se dobiti i svojstveni vektori, a ne samo svoj-
stvene vrijednosti. U donjem primjeru stupci matrice V predstavljaju
pojedine svojstvene vektore, a dijagonalna matrica L na elementima
dijagonale ima svojstvene vrijednosti:

[V, L] = eig(A)

V =

-0.8944 0.4472

0.4472 0.8944

L =

1 0

0 6

Pojedine svojstvene vektore mo�emo dobiti tako da iz matrice V iz-
dvojimo odgovarajući stupac, a pojedine svojstvene vrijednosti tako
da izdvojimo odgovarajući dijagonalni element matrice L. Na primjer,
svojstvenoj vrijednosti 1, koju detektiramo u prvom stupcu matrice L,
pripada svojstveni vektor [-0.8944; 0.4472] , kojega detektiramo u
prvom stupcu matrice V. Koristimo već poznate naredbe za dobiva-
nje pojedinih stupaca ili elemenata matrice:

- prva svojstvena vrijednost i pripadni svojstveni vektor:
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lambda1 = L(1, 1) % 1

v1 = V(:, 1) % [-0.8944; 0.4472]

- druga svojstvena vrijednost i pripadni svojstveni vektor:

lambda2 = L(2, 2) % 6

v2 = V(:, 2) % [0.4472; 0.8944]

Napomenimo da nismo dobili svojstvene vektore �! v 1 = - 2
�!
i +

�!
j i

�! v 2 =
�!
i + 2

�!
j kao u Primjeru 7.3 već njima proporcionalne, što nije

bitna razlika.

Sada se, na primjer za vektor v2 i svojstvenu vrijednost lambda2 , mo-
�emo uvjeriti u jednakost A(�! v ) = � �! v koja povezuje svojstvene vri-
jednosti i pripadne svojstvene vektore:

A * v2 % [2.6833, 5.3666]

lambda2 * v2 % [2.6833, 5.3666]

Obavimo ra�cun svojstvenih vektora i svojstvenih vrijednosti i za ma-
tricu trećeg reda:

B = [8 4 -1; -9 -5 1; 6 4 1]

[V, L] = eig(B)

V =

0.4082 -0.5774 0.4082

-0.8165 0.5774 -0.4082

0.4082 -0.5774 0.8165

L =

-1.0000 0 0

0 3.0000 0

0 0 2.0000

Vidimo da su svojstvene vrijednosti - 1, 3 i 2, redom, s pripadnim
svojstvenim vektorima u odgovarajućim stupcima matrice V. Ukoliko
�elimo doći do jasnije predod�be o svojstvenim vektorima, mo�emo
upotrijebiti naredbu sym za simboli�cki prikaz rezultata:

symV = sym(V)

symV =

[ 6^(1/2)/6, -3^(1/2)/3, 6^(1/2)/6]

[-(2^(1/2) * 3^(1/2))/3, 3^(1/2)/3, -6^(1/2)/6]

[ 6^(1/2)/6, -3^(1/2)/3, (2^(1/2) * 3^(1/2))/3]

Primjećujemo da sve komponente svojstvenog vektora s pripadnom

svojstvenom vrijednošću - 1 imaju faktor
p

6
6 . Stoga rezultat mo�emo

pojednostaviti mno�enjem prvog stupca matrice symV inverzom tog
faktora i korištenjem naredbe simplify . Sli�cno mo�emo postupiti i
za preostale svojstvene vektore:
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simplify(6/sqrt(6) * symV(:, 1)) % [1; -2; 1]

simplify(3/sqrt(3) * symV(:, 2)) % [-1; 1; -1]

simplify(6/sqrt(6) * symV(:, 3)) % [1; -1; 2]

7.4.2 Karakteristi£ni polinom. Naredbecharpoly , roots i
poly

Metoda nala�enja svojstvenih vrijednosti pomoću karakteristi�cnog po-
linoma, u ovoj lekciji dana kao rješavanje kvadratne jednad�be pridru-
�ene matrici drugog reda, provodi se pomoću naredbi charpoly za
koe�cijente karakteristi�cnog polinoma te roots za nala�enje njegovih
korijena, tj. rješenja pripadne jednad�be. Poka�imo kako to napraviti
za matricu A iz 7.4.1:

A = [2 2; 2 5]

p = charpoly(A) % [1 -7 6]

roots(p) % [6; 1]

Napomenimo da je rezultat naredbe charpoly ret�cani vektor koe�ci-
jenata karakteristi�cnog polinoma, a sam karakteristi�cni polinom dobi-
vamo na ovaj na�cin:

syms x

charpoly(A, x) % x^2 - 7 * x + 6

Takod̄er, umjesto naredbe charpoly mo�emo koristiti i naredbu poly :

poly(A) % [1 -7 6]

Ponovimo ovaj postupak za matricu trećeg reda B iz 7.4.1:

B = [8 4 -1; -9 -5 1; 6 4 1]

syms x

p = charpoly(B, x) % x^3 - 4 * x^2 + x + 6

Ovdje je karakteristi�cni polinom trećeg stupnja, a za matricu reda n
bio bi n- tog stupnja.

7.5 pitanja i zadatci

1. (i) Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore ma-
trice

A0 =
�

5 2
2 2

�
.

(ii) Odredite slike jedini�cne kru�nice pri pripadnoj transforma-
ciji ravnine. Usporedite s Primjerom 7.3 i komentirajte.

Uputa: uo�cite da se matrica A0 dobije zamjenom elemenata na
dijagonali matrice A iz Primjera 7.3.

105



svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

2. (i) Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore ma-
trice

A0 =
�

2 0
1 1

�
.

(ii) Odredite slike jedini�cne kru�nice pri pripadnoj transforma-
ciji ravnine. Usporedite s Primjerom 7.4 i komentirajte.

Uputa: uo�cite da je matrica A0 transponirana matrica matrice A
iz Primjera 7.4.

3. Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore nulmatrice.

4. (i) Opišite svojstvene vrijednosti matrice (razli�cite od nulma-
trice) A kojoj je determinanta jednaka nuli. Uputa: koris-
tite se karakteristi�cnom jednad�bom � 2 - ( a + b)� + ( ad -
bc) = 0.

(ii) Objasnite zašto je

�
- b
a

�
ili

�
- d
c

�

svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost 0. Komentirajte
ulogu ovog 'ili'. Uputa: posebno razmotrite matrice kojima
je jedan redak od redaka nula-redak (svi su mu elementi
0).

5. Kakva je veza med̄u svojstvenim vrijednostima matrice i njoj
transponirane matrice? Što je sa svojstvenim vektorima? Uputa:
napišite pripadne karakteristi�cne jednad�be.

6. Usporedite kakrakteristi�cne jednad�be matrice i njoj inverzne
matrice.

7. Objasnite da inverzna matrica ima realne svojstvene vrijednosti
ako matrica ima realne svojstvene vrijednosti.

8. Obrazlo�ite zašto je svaki vektor proporcionalan vektoru �! v svoj-
stveni vektor za svojstvenu vrijednost � �cim je vektor �! v svoj-
stveni vektor za tu svojstvenu vrijednost.
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8 P O J A M F U N KC I J E , G R A FA I
I N V E R Z N E F U N KC I J E

U lekciji se obrad̄uju pojam funkcije i njena uloga u in�enjerstvu,
njena geometrijska interpretacija (graf), osnovna svojstva funkcija i
pojam inverzne funkcije.

8.1 pripadni problem

U prou�cavanju prirode i u in�enjerstvu javljaju su razne veli�cine (vri-
jeme, masa, brzina, temperatura, obujam, udaljenost, polo�aj itd.). U
tipi�cnoj situaciji razmatraju se dvije veli�cine koje nisu neovisne jedna
od druge, već promjena jedne utje�ce na promjenu druge, dakle te su
dvije veli�cine povezane. Problem opisivanja takvih veza je temeljni
in�enjerski problem, a matemati�cki se rješava uvo d̄enjem pojma funk-
cije.
Da bi se bolje uo�cavale spomenute veze, dobro ih je geometrijski pre-
do�citi. Matemati�cki, to se ostvaruje grafom funkcije.

8.2 potrebno predznanje

Pojam funkcije i grafa funkcije obra d̄uje se već u osnovnoj, a sustav-
nije u srednjoj školi: linearna, kvadratna, eksponencijalna i logaritam-
ska funkcija, trigonometrijske funkcije i polinomi. U ovoj lekciji va�no
će biti poznavanje linearne i kvadratne funkcije. Tako d̄er, bit će po-
trebno poznavanje realnih brojeva i koordinatnog sustava na pravcu i
ravnini.

8.3 nove definicije i tvrdnje s primjerima

8.3.1 Primjeri zavisnih veli£ina

Primjer 8.1. [Proteklo vrijeme i polo�aj �cestice koja se giba na pravcu]
Zamislimo da se �cestica giba po pravcu. Temeljni problem opisatog
gibanja jest da se odredi pravilo koje će nam kazati koji je polo�aj te
�cestice u svakom odabranom trenutku. Da bi se taj problem matema-
tizirao i (barem na�celno) matemati�cki riješio, treba:

1. Uvesti koordinatni sustav na pravac po kojemu se odvija giba-
nje: izabrati ishodište, mjernu jedinicu za duljinu i usmjerenje
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(tj. odabrati to�cku pravca koja će imati koordinatu 0, odnosno 1).
Sad polo�aj �cestice na pravcu mo�emo interpretirati kao broj -
koordinatu polo�aja; tako je polo�aj veli�cina (oznaka s) koja ima
realne vrijednosti.

2. Dogovoriti se za nulto vrijeme i jedinicu mjerenja vremena -
tako je vrijeme veli�cina (oznaka t ) koja takod̄er ima realne vri-
jednosti.

Sad se problem opisa tog gibanja mo�e prevesti na sljedeći matema-
ti�cki problem:

za svaku vrijednost veli �cine t treba odrediti vrijednost veli �cine s .

Da bismo nazna�cili da neka vrijednost veli�cine s odgovara nekoj vri-
jednosti t vremena, pišemo s(t ), dakle (Slika 8.1):

s(t ) := koordinata polo � aja �cestice u trenutku t .

Slika 8.1: Primjer 8.1

Na primjer, s(2) = 4 zna�ci da je za t = 2 �cestica bila u to�cki s koordi-
natom 4.
Uo�cimo da je u ovom va�nom primjeru, vrijeme t primarna veli�cina,
a polo�aj s sekundarna. Ka�emo da veli�cina s zavisi o veli�cini t .

Varijante: svaku veli�cinu koja ovisi o vremenu prirodno mo�emo za-
mišljati kao gibanje po pravcu. Naime, zamišljamo kako se, dok vri-
jeme protje�ce, vrijednost te veli�cine giba po brojevnom pravcu.

Na primjer:

- masa m nekog spoja koji nastane u nekoj reakciji za neko vri-
jeme.

- temperatura � koja nastane pri nekoj reakciji u nekom vremenu.

- brzina v kojom se odvija neka reakcija u nekom vremenu.

Općenito, ako imamo dvije veli�cine tako da druga ovisi o prvoj, ta
je zavisnost analogna gibanju po pravcu. Naime, vrijednosti druge
(zavisne) veli�cine mijenjaju se (gibaju) na brojevnom pravcu dok se
mijenja prva veli�cina (koja u ovim okolnostima zamjenjuje vrijeme).
Pri gibanju po pravcu �cestica na�celnomo�e biti u svakom polo�aju
pa je, općenito, skup vrijednosti veli�cine s (koja registrira polo�aj)
skup realnih brojeva. Skup vrijednosti koje zaista posti�eta veli�cina u
konkretnom slu�caju, u pravilu je manji.
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Primjer 8.2. [Vrijednosti koje posti�e veli�cina]
Opišimo skup vrijednosti koje pri vertikalnom hicu mo�e postići veli-
�cina:

(i) polo�aja s

(ii) vremena t .

(i) Ovaj problem nema jednozna�can odgovor. On ovisi o više fak-
tora:

1. Uvod̄enje koordinatnog sustava na pravac po kojemu se
odvija gibanje: uobi�cajeno je da je ishodište u razini zemlje
i da je pozitivni smjer (usmjerenje) prema uvis (Slika 8.2).
Ako to prihvatimo, onda je skup vrijednosti koje s mo�e
postići segment [0,H], gdje je H visina do koje do d̄e �cestica
prije nego po�cne padati.

Slika 8.2: Primjer 8.2

2. Visina na kojoj je bila �cestica kad smo je bacili u vis.

3. Brzina kojom je �cestica ba�cena u vis.

Ima i više drugih faktora (otpor zraka, stvarna zemljina sila
koja djeluje na �cesticu itd.), ali njih zanemarujemo, jer ovdje
razmatramo gibanje u idealnim uvjetima.

(ii) Ni ovaj problem nema jednozna�cno rješenje. On tako d̄er ovisi o
više faktora - uz faktore 2. i 3. tu je još:

4. Odabir nultog vremena (i jedinice za vrijeme). Obi�cno se
uzima da je u t = 0 �cestica izba�cena u vis. Tada t pos-
ti�e segment [0,T], gdje je T vrijeme u trenutku kad �cestica
udari u pod.
Mo�emo zamisliti da se gibanje i nakon pada nastavlja
(samo što �cestica miruje) pa t posti�e vrijednosti iz [0, 1 i .
Dalje, mo�emo zamisliti da je gibanje bilo i prije izbaci-
vanja u vis (samo što je �cestica mirovala). Tada t posti�e
svaku realnu vrijednost.
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Uo�cimo da, pri gibanju po pravcu, svakoj vrijednosti veli�cine t odgo-
vara to�cno jedna (jedinstvena) vrijednost veli�cine s, a da obratno ne
mora biti.

Primjer 8.3. [Vrijednosti koje posti�e veli�cina]

(i) Pri jednolikom pravom gibanju �cestice po pravcu, svakoj vri-
jednosti veli�cine t odgovara jedinstvena vrijednost veli�cine s i
obratno, tj. �cestica se ne mo�e naći u istom polo�aju za dva
razli�cita trenutka.

(ii) Pri vertikalnom hicu, svakom t odgovara jedinstven s, med̄utim
obratno ne vrijedi jer će �cestica neke polo�aje postići dva puta -
pri gibanju u vis i pri padu (Slika 8.3):

- u t = t 1 �cestica je u to�cki A i giba se prema gore

- u t = t 2 �cestica je takod̄er u to�cki A, ali se giba prema
dolje.

Slika 8.3: Primjer 8.4

8.3.2 Pravilo prema kojem su povezane dvije veli£ine

Dvije zavisne veli�cine na razli�cite na�cine mogu ovisiti jedna o drugoj.

Primjer 8.4. Odredimo pravilo prema kojemu zavise t i s pri gibanju
po pravcu stalnom brzinom v = 3 ako je:

(i) u t = 0 �cestica bila u s = 0

(ii) u t = 0 �cestica bila u s = 2.

(i) s(t ) = 3t

(ii) s(t ) = 3t + 2.

Uo�cimo da se pomoću tih formula mo�e odrediti polo�aj u svakom
trenutku.
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Primjer 8.5. Odredimo pravilo prema kojem zavise (Slika 8.4):

(i) duljina stranice kvadrata x i njegova površina y

(ii) polumjer kugle x i njen obujam y.

(i) y(x) = x2

(ii) y(x) = 4�
3 x3 .

Slika 8.4: Primjer 8.5

8.3.3 Pojam funkcije

Gibanje po pravcu mogli smo zamisliti kao pridru�ivanje koje svakoj
vrijednosti varijable t pridru�uje neku vrijednost varijable s. Sli�cno
bi se mogle interpretirati veze drugih spomenutih veli�cina. Svugdje
mo�emo uo�citi:

1. Skup A vrijednosti prve veli�cine

2. Skup B vrijednosti druge (zavisne) veli�cine

3. Pravilo zavisnosti , tj. pravilo f prema kojemu druga (zavisna)
veli�cina ovisi o prvoj. Vrijednost druge veli�cine koja odgovara
vrijednosti x prve veli�cine, prema pravilu f , ozna�cava se kao
f (x).

Ka�emo da je f funkcija sa skupa A u skup B i pišemo

f : A ! B.

Prva (nezavisna) varijabla x naziva se i argument . Ka�emo da je:

f (x) vrijednost funkcije f u x

A domena - podru�cje de�nicije

B kodomena - podru�cje vrijednosti .

Primjer 8.6. [Pravila zavisnosti]
Zapišimo pomoću f pravila zavisnosti iz prethodnih primjera:
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Primjer 8.4

(i) f (t ) := 3t

(ii) f (t ) := 3t + 2.

Primjer 8.5

(i) f (x) := x2

(ii) f (x) := 4�
3 x3 .

Ovakvim zapisima ka�emo da smo funkciju zadali analiti�cki jer smo
dali formulu prema kojoj funkcija djeluje. Uo�cimo da se analiti�cki
zapis funkcije sastoji od:

1. lijeve strane, na primjer, f (x). Tu je f funkcija, a x argument
(prva varijabla)

2. znaka := koji se �cita jednako je prema de�niciji. Taj znak koristimo
umjesto obi�cne jednakosti, da bi se zadavanje funkcije razliko-
valo od jednad�be.

3. desne strane - analiti�ckog izraza, na primjer x2 .

Sve skupa, tj. f (x) := x2 zna�ci da se vrijednosti funkcije f ra�cunaju
prema pravilu koje je zadano izrazom na desnoj strani.
U analiti�ckom zapisu funkcije nigdje se ne spominje kako se ozna�cava
druga varijabla (a mo�emo je ozna�citi kao y, z, : : : ).

Primjer 8.7. [Vrijednost funkcije u to�cki]
Odredimo vrijednost u 4 funkcija f iz Primjera 8.4 i 8.5. Treba izra�cu-
nati f (4):

Ako je f (t ) := 3t, onda je f (4) = 3 � 4 = 12.

Ako je f (t ) := 3t + 2, onda je f (4) = 3 � 4+ 2 = 14.

Ako je f (x) := x2 , onda je f (4) = 42 = 16.

Ako je f (x) := 4�
3 x3 , onda je f (4) = 4�

3 43 = 256
3 � .

8.3.4 Graf funkcije

Da bismo je bolje do�carali, funkciju mo�emo predo�citi dinami�cki. Na
primjer, gibanje na pravcu mo�emo kompjutorski simulirati tako da
do�ivimo kretanje �cestice, promjenu brzine i sl.
Drugi, puno va�niji i tehni�cki jednostavniji pristup, jest gra��cko predo-
�cavanje funkcije, kojim, za svaku vrijednost argumenta x (nezavisne va-
rijable), geometrijski predo�cavamo odgovarajuću vrijednost zavisne
varijable y, tj. vrijednost f (x).
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To posti�emo tako da u koordinatnoj ravnini na horizontalnu os na-
nosimo x-vrijednosti, a na vertikalnu y-vrijednosti. Da nazna�cimo da
vrijednosti argumenta x odgovara vrijednost f (x) zavisne varijable y,
ucrtavamo to�cku, odnosno ure d̄eni par (x, f (x)) . Skup svih takvih
to�caka, gdje x prolazi domenom funkcije f , zovemo graf funkcije i
ozna�cavamo s Gf ili � f , Slika 8.5:

� f := f(x, f (x))g.

Slika 8.5: Graf � f funkcije f

Uo�cimo sljedeće:

Koordinatna se ravnina sastoji od svih mogućih ure d̄enih pa-
rova (x, y) gdje su x i y realni brojevi. Tu su koordinate x i y
nezavisne, tj. med̄u njima nema nikakvih veza; zato je ravnina
dvodimenzionalna.

Graf funkcije sastoji se od ured̄enih parova (x, y) gdje x i y nisu
nezavisni, već med̄u njima postoji jedna veza:

y = f (x).

Zato se dimenzija spušta za 1, pa je graf funkcije jednodimen-
zionalan, a kako je potpuno odre d̄en gornjom vezom, nju zo-
vemo jednad�ba grafa . Tu jednad�bu obi�cno i pišemo uz graf,
umjesto oznake � f .

Dakle, treba razlikovati:

f - to je funkcija

f (x) - to je vrijednost funkcije f u x

y = f (x) - to je jednad�ba grafa (jednad�ba s dvjema nepozna-
nicama, poput jednad�be pravca, kru�nice i sl.)

f (x) = 0 - to je jednad�ba (s jednom nepoznanicom) pridru�ena
funkciji f .
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Primjer 8.8. [Graf funkcije]
Neka je funkcija f zadana s f (x) := x2 - 4. Tada je njen graf parabolas
jednad�bom

y = x2 - 4.

Skup rješenja te jednad�be je beskona�can jer se radi o jednoj jed-
nad�bi s dvjema nepoznanicama - i geometrijski je parabola.
Jednad�ba

x2 - 4 = 0

je jednad�ba (s jednom nepoznanicom) pridru�ena funkciji f i ima
dva rješenja: � 2, a geometrijski su to apscise to�caka u kojima graf
funkcije f sije�ce x-os, Slika 8.6.

Slika 8.6: Primjer 8.8

8.3.5 O£itavanje vrijednosti funkcije iz grafa funkcije

Ako je poznat graf funkcije, onda mo�emo gra��cki pribli�no odrediti
vrijednost funkcije f u x ovako (Slika 8.7):

1. korak: iz to�cke s koordinatom x na x-osi povla�cimo okomicu.

2. korak: odred̄ujemo to�cku u kojoj okomica sije�ce graf.

3. korak: kroz to�cku presjeka povla�cimo paralelu s x-osi.

4. korak: odred̄ujemo to�cku u kojoj paralela sije�ce y-os: ta to�cka
ima koordinatu f (x).

Slika 8.7: O�citavanje vrijednosti funkcije iz grafa funkcije
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8.3.6 O£itavanje svojstava funkcije iz grafa funkcije

Iz grafa funkcije zorno se o�cituju va�na svojstva funkcije:

(i) pozitivnost/negativnost , Slika 8.8

Slika 8.8: Pozitivnost/negativnost

(ii) rast/pad, Slika 8.9

Slika 8.9: Rast/pad

(iii) ubrzani rast/pad i usporeni rast/pad , Slika 8.10.

Slika 8.10: Ubrzani rast/pad i usporeni rast/pad
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Primjer 8.9. [s-t dijagram]
To je graf zavisnosti polo�aja s �cestice koja se giba po pravcu i vre-
mena t . On do�carava kako se �cestica giba po pravcu s-osi, dok vri-
jeme protje�ce (ide po t -osi od lijeva prema desno). Treba razlikovati
ova jednostavna gibanja po pravcu:

1. Mirovanje - graf je paralelan s t -osi (Slika 8.11)

Slika 8.11: s - t dijagram - prikaz mirovanja

2. (i) Jednoliko u pozitivnom smjeru - graf je pravac s pozitiv-
nim koe�cijentom smjera (Slika 8.12 (i))

(ii) Jednoliko u negativnom smjeru - graf je pravac s negativ-
nim koe�cijentom smjera (Slika 8.12 (ii))

Slika 8.12: s - t dijagram - prikaz jednolikog gibanja

3. (i) Ubrzano u pozitivnom smjeru - graf je rastući i konveksan
(Slika 8.13 (i)). Smisao je da se u jednakim vremenskim
intervalima vrijednosti funkcije povećavaju za sve veće iz-
nose.

(ii) Ubrzano u negativnom smjeru - graf je padajući i konka-
van (Slika 8.13 (ii)). Smisao je da se u jednakim vremen-
skim intervalima vrijednosti funkcije smanjuju za sve veće
iznose.

4. (i) Usporeno u pozitivnom smjeru - graf je rastući i konkavan
(Slika 8.13 (iii)). Smisao je da se u jednakim vremenskim
intervalima vrijednosti funkcije povećavaju za sve manje
iznose.
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(ii) Usporeno u negativnom smjeru - graf je padajući i konvek-
san (Slika 8.13 (iv)). Smisao je da se u jednakim vremen-
skim intervalima vrijednosti funkcije smanjuju za sve ma-
nje iznose.

Slika 8.13: s - t dijagram - prikaz ubrzanog i usporenog gibanja

8.3.7 Gra�£ko rje²avanje jednadºba - inverzna funkcija

Uo�cimo ovo svojstvo grafa funkcije:

Pravac okomit na x-os, tj. pravac s jednad�bom

x = a

sije�ce graf funkcije to�cno u jednoj to�cki ili ni u jednoj - ovisno o
tome postoji li f (a) ili ne postoji (Slika 8.14).

Slika 8.14: Presjek pravcax = a i grafa funkcije
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Razmotrimo sad pravac usporedan s x-osi, tj. pravac s jednad�bom

y = b

i njegov presjek s grafom funkcije. Tu mogu nastupiti ove moguć-
nosti:

1. Pravac ne sije�ce graf funkcije f - to zna�ci da jednad�ba f (x) = b
nema rješenja (Slika8.15)

2. Pravac sije�ce graf funkcije f u jednoj to�cki - to zna�ci da jed-
nad�ba f (x) = b ima to�cno jedno rješenje (Slika 8.15)

Slika 8.15: Presjek pravcay = b i grafa funkcije - mogućnosti 1. i 2.

3. Pravac sije�ce graf funkcije f u dvije ili više to�caka - to zna�ci da
jednad�ba f (x) = b ima dva ili više rješenja (Slika 8.16).

Slika 8.16: Presjek pravcay = b i grafa funkcije - mogućnost 3.

Ako nastaju samo mogućnosti 1. i 2. onda funkcija ima inverznu
funkciju . O tome ćemo više govoriti u sljedećoj lekciji.
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8.4 primjena matlab-a

8.4.1 Zadavanje funkcija i rad s njima. Naredbe@, function ,
feval i fplot

Funkcije se mogu zadavati korištenjem funkcijskog operatora @. Na
primjer, za funkciju f (x) = x2 - 4 iz Primjera 8.8 imamo:

f = @(x) x.^2 - 4

Primijetimo to�cku u gornjem izrazu - ona je tu zato što su u MATLAB-
u varijable zadane vektorski: oznaka x.^2 zna�ci da se kvadrira svaki
pojedinielement vektora x.
Druga mogućnost za zadavanje funkcija je pomoću function ...

end s tim da se to treba uraditi na na kraju tog programa:

function f(x)

f = x.^2 - 4

end

Vrijednost funkcije f u to�cki ra�cunamo na uobi�cajeni na�cin ili s feval :

f(3) % 5

feval(f, 3) % 5

Za brzo crtanje grafa koristimo fplot bez dodatnih argumenata:

fplot(f)

Granice unutar kojih se prikazuje graf zadan s fplot(f) odred̄ene
su automatski. Ukoliko �elimo sami odrediti elemente prikaza, koris-
timo dodatne argumente. Na primjer, kako bismo graf prikazali na
intervalu [- 4, 4] linijom crne boje i odgovarajuće širine, pišemo:

fplot(f, [-4 4], �k�, �LineWidth�, 1)

Za još bolju kontrolu nad prikazom, koristimo naredbe koje smo
upoznali u ranijim lekcijama. Dodatno, kako bismo dobili ljepši pri-
kaz naslova grafa, u naredbi text koristimo LaTeX kao interpreter
teksta. Jednad�bu grafa y = x2 - 4 zbog toga smo stavili unutar
simbola $ $, što je uobi�cajeni na�cin navod̄enja matemati�ckih izraza u
LaTeX-u:

119



pojam funkcije, grafa i inverzne funkcije

xlim([-4, 4]); ylim([-5, 10])

text(-3.5, 9, �$y = x^2 - 4$�, �interpreter�, �latex�)

xlabel(�x�); ylabel(�y�)

ax = gca

ax.XAxisLocation = �origin�

ax.YAxisLocation = �origin�

8.4.2 Odreživanja nulto£aka funkcije. Naredbafzero

Rješavanje jednad�be f (x) = 0 pridru�ene funkciji, tj. ra�cunanje nul-
to�cki, poka�imo na primjeru funkcije f (x) = cos(2x). Koristimo na-
redbu fzero(f, x0) koja nulto�cku tra�i u blizini zadane po�cetne vri-
jednosti x0 . Vidimo da za razli�cite po�cetne vrijednosti dobivamo raz-
li�cite nulto�cke:

f = @(x) cos(2 * x)

x1 = fzero(f, 1) % 0.7854

x2 = fzero(f, 2) % 2.3562

Prika�imo te nulto�cke gra��cki:

fplot(f, [0, pi], �k�, �LineWidth�, 1)

hold on

plot(x1, f(x1), �r.�, x2, f(x2), �r.�, �MarkerSize�, 16)

text(x1, 0.1, �x1�); text(x2 - 0.1, 0.1, �x2�)

ax = gca

ax.XAxisLocation = �origin�

ax.YAxisLocation = �origin�
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Ovdje je bitno napomenuti da fzero pronalazi nulto�cke detekcijom
promjene predznaka vrijednosti funkcije, što zna�ci da za funkciju
f (x) = x2 neće uspjeti naći nulto�cku x0 = 0 jer u njoj funkcija ne
mijenja predznak. Uvjerimo se u to tako da zadamo po�cetnu vrijed-
nost relativno blizu nuli:

f = @(x) x.^2

xnul = fzero(f, 0.1)

Exiting fzero: aborting search for an interval containing a

sign change because NaN or Inf function value encountered

during search. (Function value at -1.37296e+154 is Inf.)

Check function or try again with a different starting value.

xnul = NaN

8.4.3 Simboli£ko zadavanje funkcije. Naredbasyms

Funkcije se mogu zadati i simboli�cki, naredbom syms. Na primjer, za
funkciju iz Primjera 8.8:

syms x

f(x) = x^2 - 4

Primijetimo da ovdje nismo trebali koristiti oznaku x.^2 , već samo
x^2 . S ovako zadanom funkcijom mo�emo raditi isto što i s funkci-
jom zadanom pomoću @, ali imamo i dodatne naredbe: za rješavanje
jednad�ba, za nala�enje inverzne funkcije te za deriviranje, integrira-
nje i rješavanje diferencijalnih jednad�bi, o �cemu će biti više govora u
sljedećim lekcijama.

8.4.4 Odreživanje nulto£aka simboli£ki zadane funkcije. Na-
redbe solve i vpasolve

Poka�imo kako se pomoću naredbe solve simboli�cki nalaze nulto�cke
funkcije, tj. kako se rješava jednad�ba f (x) = 0:

solve(f) % [-2; 2]

Za f (x) = x2 dobivamo nulu kao dvostruku nulto�cku koju, podsje-
timo se, nismo uspjeli dobiti naredbom fzero :

syms x

f(x) = x^2

solve(f) % [0; 0]

Kod funkcije f (x) = cos(2x) koja ima beskona�cno mnogo nulto�caka
ovisnih o parametru, naredbi solve potrebno je dodati argument
�ReturnConditions� s vrijednošću true . Tako solve , pri ispisu rje-
šenja, vraća sve parametre o kojima ovisi rješenje, kao i eventualne
uvjete na rješenje:
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syms x

f(x) = cos(2 * x)

rj = solve(f, �ReturnConditions�, true)

rj =

struct with fields:

x: [1×1 sym]

parameters: [1×1 sym]

conditions: [1×1 sym]

Vidimo da je rješenje struktura s poljima. Ispišimo ta polja:

rjesenje = rj.x % pi/4 + (pi * k)/2

parametri = rj.parameters % k

uvjeti = rj.conditions % in(k, �integer�)

Primjećujemo da smo dobili ispravno rješenje koje ovisi o parametru
k , a uvjet in(k, �integer�) ka�e da parametar k mora biti cijeli broj.

Za razliku od solve , naredba vpasolve rješava jednad�be numeri�cki.
Kod vpasolve mo�emo, ali i ne moramo zadati po�cetnu vrijednost
u okolini koje tra�imo nulto�cku - ako je ne zadamo, algoritam daje
jednu ili više nulto�caka na koje nai d̄e. Vidimo da za funkciju f (x) =
x2 - 4 algoritam pronalazi obje nulto�cke:

syms x

f(x) = x^2 - 4

vpasolve(f) % [-2.0; 2.0]

Kao i kod solve , i kod vpasolve dobivamo dvostruku nulto�cku funk-
cije f (x) = x2 :

syms x

f(x) = x^2

vpasolve(f) % [0; 0]

Kod f (x) = cos(2x) vidimo da, bez zadane po�cetne vrijednosti, al-
goritam pronalazi nulto�cku koja nije posebno zanimljiva. Tako d̄er,
provjeravamo da se doista radi o nulto�cki:

syms x

f(x) = cos(2 * x)

nultocka = vpasolve(f) % -226.98006922186256147892598444194

f(nultocka) % -4.1417367212541150028691564953307e-39

Ako kao po�cetnu vrijednost zadamo to�cku x0 = 1, kao rješenje dobi-
vamo nulto�cku �

4 danu u decimalnom zapisu:

vpasolve(f, 1) % 0.78539816339744830961566084581988
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8.5 pitanja i zadatci

1. Neka je s(t ) = 3t + 2 polo�aj �cestice na koordinatnom pravcu u
trenutku t , kao u Primjeru 8.4 (ii).

(i) Koji će biti polo�aj �cestice u t = 5?

(ii) U kojem će trenutku �cestica biti u polo�aju s = 41?

(iii) U kojem je trenutku �cestica bila u polo�aju s = 11?

2. Funkcija f (x) := 4�
3 x3 opisuje obujam kugle u ovisnosti o polu-

mjeru x, kao u Primjeru 8.5 (ii). Koristeći tu �cinjenicu odredite:

(i) polumjer kugle obujma 1

(ii) koliko puta treba povećati polumjer da bi se obujam udvos-
tru�cio?

3. Mogu li na grafu funkcije dvije to�cke biti jedna iznad druge?

4. Mogu li na grafu funkcije dvije to�cke biti na istoj visini?

5. Nacrtajte graf neke funkcije koja:

(i) ubrzano raste pa usporeno raste

(ii) usporeno raste pa ubrzano raste.

6. Nacrtajte graf neke funkcije koja:

(i) ubrzano pada pa usporeno pada

(ii) usporeno pada pa ubrzano pada.

7. Predo�cite u istom koordinatnom sustavu grafove funkcija f i g
tako da:

(i) jednad�ba f (x) = g(x) nema rješenja

(ii) jednad�ba f (x) = g(x) ima to�cno jedno rješenje

(iii) jednad�ba f (x) = g(x) ima to�cno tri rješenja.
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9 E L E M E N TA R N E F U N KC I J E I
N J I H O V E P R I M J E N E

U lekciji se navode elementarne funkcije, tj. linearne, kvadratne,
kubne funkcije i, općenito, potencije i polinomi, racionalne funkcije,
eksponencijalne i logaritamske funkcije te trigonometrijske i arkus
funkcije. Opisuju se njihova svojstva, crtaju grafovi, usvajaju pri-
padajuće oznake i tehnika ra�cunanja (temeljne elementarne funkcije
upravo su one funkcije koje su ugra d̄ene u kalkulator). Nazna�cuje se
uloga tih funkcija u primjenama.

9.1 pripadni problem

Primjena matematike dobrim je dijelom zasnovana na ra�cunanju. Ra-
�cunanje po�civa na temeljnim ra�cunskim operacijama: zbrajanju (i nje-
noj inverznoj operaciji oduzimanju), mno�enju (i njenoj inverznoj ope-
raciji dijeljenju). Uzastopnim mno�enjem broja sa sobom dolazi se do
operacije potenciranja (toj je operaciji inverzna operacija korjenova-
nja).
U primjenama, te operacije �cesto nisu dovoljne. Drugim rije�cima, pos-
toje veze med̄u zavisnim veli�cinama koje se ne mogu, ili se ne mogu
jednostavno, zapisati pomoću gornjih operacija. Takve su, na primjer,
eksponencijalne veze, odnosno njima inverzne logaritamske veze. Na
primjer, eksponencijalnog je tipa veza izme d̄u koli�cine radioaktivne
materije i proteklog vremena.
Takod̄er, za opis veze izmed̄u polo�aja to�cke koja titra na pravcu i
proteklog vremena, potrebne su trigonometrijske funkcije (njihove
inverzne funkcije zovu se arkus funkcijama).

9.2 potrebno predznanje

Pojam funkcije i grafa funkcije. To su pojmovi koji se obra d̄uje već u
osnovnoj i u srednjoj školi, a mi smo ih ponovili u prethodnoj lekciji.
Takod̄er, u srednjoj je školi obrad̄ivana linearna, kvadratna, eksponen-
cijalna i logaritamska funkcija, trigonometrijske funkcije i polinomi,
med̄utim mi ćemo sve to opet ponoviti. Jedino zaista novo gradivo
jesu arkus funkcije.
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9.2.1 Linearna funkcija - linearna veza mežu veli£inama

Linearna funkcija je funkcija oblika f (x) := ax + b, gdje su realni
brojevi a i b parametri. Obi�cno se tra�i da bude a 6= 0 jer je ina�ce
funkcija konstanta, a graf pravac usporedan s x-osi.
Jednad�ba y = ax + b ujedno je jednad�ba grafa funkcije f i linearne
veze med̄u veli�cinama x i y, Slika 9.1.

Slika 9.1: Graf linearne funkcije

Analiti�cko i geometrijsko zna�cenje parametara a i b:

Analiti�cki, b = f (0), tj. b je vrijednost varijable y kad je vrijed-
nost varijable x jednaka nuli, što se piše i kao y(0) = b. Geome-
trijski, b je odrezak koji graf odsijeca na y-osi.

Analiti�cki, a je stalni omjer prirasta funkcije i prirasta argu-
menta:

f (x2) - f (x1)
x2 - x1

=
ax2 + b - ax1 - b

x2 - x1
= a.

Geometrijski, a je koe�cijent smjera (nagib) pravca - grafa funk-
cije (Slika 9.2):

Slika 9.2: Linearna funkcija - geometrijsko zna�cenje parametra a

(i) ako je a > 0 prikloni je kut pravca šiljast (jer je a = tan � ), a
funkcija je rastuća. To zna�ci da se, pri povećavanju veli�cine
x, povećava i veli�cina y.
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(ii) ako je a < 0 prikloni je kut pravca tup, a funkcija pada-
juća. To zna�ci da se, pri povećavanju veli�cine x, veli�cina y
smanjuje.

Mnoge su veze med̄u veli�cinama linearne, a tipi�cni su primjeri pre-
tvaranje jedinica i jednoliko gibanje po pravcu:

Primjer 9.1. [Pretvaranje jedinica]

(i) Ako je x vrijednost mase u kilogramima, a y vrijednost mase u
gramima, onda je y = 1000x. Jezikom funkcija: linearna funk-
cija f (x) := 1000x"pretvara kilograme u grame".

(ii) ako je x vrijednost temperature u Celziusovim stupnjevima, a
y vrijednost iste temperature u Fahrenheitovim stupnjevima,
onda je y = 9

5 x + 32. Jezikom funkcija: linearna funkcija f (x) :=
9
5 x + 32 "pretvara Celziusove stupnjeve u Fahrenheitove".

Primjer 9.2. [Jednoliko gibanje po pravcu]
Ako je y koordinata polo�aja u trenutku t �cestice koja se giba po
pravcu jednolikom brzinom v0 , a koja u trenutku t = 0 zauzima po-
lo�aj, tj. koordinatu y0 , onda je

y = v0 t + y0 .

Tu je stalna brzina v0 koe�cijent smjera, a y0 odrezak na y-osi i po-
lo�aj �cestice u t = 0, Slika 9.3. Jezikom funkcija: linearna funkcija
f (t ) := v0 t + y0 opisuje polo�aj �cestice koja se giba jednoliko po
pravcu brzinom v0 , a koja u trenutku t = 0 ima polo�aj y0 .

Slika 9.3: Primjer 9.2

9.2.2 Kvadratna funkcija. Potencije

Funkcija f (x) := x2 je funkcija kvadriranja , tj. stavljanje na drugu
potenciju ili, kraće, kvadriranje odnosno druga potencija. Njen je
graf parabola s jednad�bom y = x2 , Slika 9.4.
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Slika 9.4: Graf funkcije kvadriranja

To je primjer kvadratne veze koja, na primjer, povezuje duljinu stra-
nice kvadrata x i njegovu površinu y. Tu y kvadratno ovisi o x.

Nešto slo�enija, a u primjenama puno �cešća kvadratna veza jest ona
oblika y = ax2 s pripadnom funkcijom f (x) := ax2 , gdje je a realni
parametar (u pravilu se tra�i da bude a 6= 0).

Primjer 9.3. [Kvadratne veze]
Kvadratne veze oblika y = ax2 su, na primjer:

(i) izmed̄u duljine stranice jednakostrani�cnog trokuta i njegove po-
vršine

(ii) izme d̄u polumjera kruga i njegove površine

(iii) izme d̄u proteklog vremena i duljine prije d̄enog puta �cestice
koja se giba po pravcu pod utjecajem konstantne (stalne) sile,
ako je u trenutku kad smo po�celi mjeriti vrijeme brzina �cestice
bila nula (zašto je potreban ovaj posljednji uvjet?).

Opća kvadratna funkcija - polinom drugog stupnja je funkcija

f (x) := ax2 + bx + c,

gdje su a, b i c realni parametri i a 6= 0. Graf joj je parabola s jednad�-
bom

y = ax2 + bx + c.

Ta se funkcija i graf podrobno obra d̄ivala u srednjoj školi. Ima ve-
liku ulogu u primjenama, na primjer gibanje na pravcu pod utjeca-
jem stalne sile, poput vertikalnog hitca. Općenito, ona opisuje veze
izmed̄u dviju veli�cina pri kojoj se, pri promjeni jedne od veli�cina, br-
zina promjene druge mijenja linearno, odnosno ako je akceleracija
promjene stalna. O tome će više biti rije�ci poslije.

Potencije su funkcije oblika f (x) := xn , odnosno f (x) := axn , gdje je
n prirodan broj i a realan broj razli�cit od nule. Na Slici 9.5 predo�cene
su potencije za n = 1,2,3,4.
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Slika 9.5: Grafovi potencija

9.2.3 Inverzna funkcija i inverzna veza mežu veli£inama

Inverzna funkcija linearne funkcije : linearna veza y = ax + b med̄u
veli�cinama x i y eksplicitno pokazuje kako y ovisi o x. Inverzna veza
pokazuje kako x ovisi o y: tu je x = y - b

a , tj. x = y
a - b

a .
Inverzna funkcija linearne funkcije f (x) := ax + b je funkcija

f - 1(x) :=
x
a

-
b
a

.

Dakle:

Inverzna funkcija linearne funkcije opet je linearna funkcija .

Uo�cimo da se izraz za inverznu funkciju dobije tako da se u inverznoj
vezi stavi x umjesto y. To treba tuma�citi ovako:

Funkcija f najprije x mno�i s a, potom rezultatu dodaje b.

Inverzna funkcija f - 1 vrši suprotnu (inverznu) radnju, u suprot-
nom redoslijedu: f - 1 najprije od x oduzima b, potom rezultat
dijeli s a.

Linearna veza i njoj inverzna veza u istom koordinatnom sustavu
predo�cene su istim pravcem. Naime, svejedno je piše li y = ax + b ili
x = y

a - b
a . Za razliku od toga, graf linearne funkcije i njoj inverzne

funkcije, predo�ceni u istom koordinatnom sustavu, simetri�cni su s
obzirom na pravac s jednad�bom y = x. To vrijedi općenito, a ne
samo za linearne funkcije.

Primjer 9.4. [Inverzna veza i inverzna funkcija za linearnu funkciju]
Navodimo nekoliko parova me d̄usobno inverznih linearnih veza i
njima pridru�enih parova me d̄usobno inverznih linearnih funkcija.
Crte�om (Slika 9.6) potvr d̄ujemo da su grafovi me d̄usobno inverznih
linearnih funkcija simetri�cni obzirom na pravac y = x.

(i) Veze y = x - 3 i x = y + 3. Na jeziku funkcija imamo

f (x) := x - 3 i f - 1(x) = x + 3,

s jednad�bama pripadnih grafova y = x - 3 i y = x + 3.
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(ii) Veze y = 3x i x = y
3 . Na jeziku funkcija imamo

f (x) := 3x i f - 1(x) =
x
3

,

s jednad�bama pripadnih grafova y = 3x i y = x
3 .

(iii) Veze y = 2x - 3 i x = y + 3
2 . Na jeziku funkcija imamo

f (x) := 2x - 3 i f - 1(x) =
x + 3

2
,

s jednad�bama pripadnih grafova y = 2x - 3 i y = x + 3
2 .

Slika 9.6: Primjer 9.4

Inverzna funkcija funkcije kvadriranja - funkcija "drugi korijen" :
od prije je poznato da je "korjenovanje inverzno potenciranju" i oz-
nake

p
za drugi korijen, odnosno n

p
za n-ti korijen.

Ako je y = x2 onda je, općenito, x = �
p

y. Za te dvije veze ne go-
vorimo da su me d̄usobno inverzne, već samo da su ekvivalentne. To
je zato što u vezi y = x2 dvije razli�cite, me d̄usobno suprotne, vrijed-
nosti veli�cine x odgovaraju istoj vrijednosti veli�cine y. Izuzetak je kad
obje veli�cine imaju vrijednost 0.
Ako se ograni�cimo samo na pozitivnevrijednosti x, onda su

y = x2 i x =
p

y

med̄usobno inverzne veze. Tu smo � izbacili jer je x > 0, a poznato
je da su vrijednosti drugog korijena tako d̄er pozitivne (ili nula). Zato
su funkcije

f (x) := x2 , x > 0 i f - 1(x) :=
p

x

med̄usobno inverzne i njihovi su grafovi simetri�cni s obzirom na pra-
vac s jednad�bom y = x, Slika 9.7.

Slika 9.7: Grafovi funkcija druge potencije i drugog korijena
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Sli�cno:

Veze y = x3 i x = 3
p

y med̄usobno su inverzne, a

f (x) := x3 i f - 1(x) = 3
p

x

med̄usobno su inverzne funkcije (tu nema ograni�cenja na x).
Tako je i za petu, sedmu i, općenito, neparnu potenciju (Slika
9.8).

Slika 9.8: Grafovi funkcija treće potencije i trećeg korijena

Vezey = x4 za x > 0 i x = 4
p

y med̄usobno su inverzne, odnosno

f (x) := x4 za x > 0 i f - 1(x) = 4
p

x

med̄usobno su inverzne funkcije. Tako je i za šestu, osmu i
svaku parnu potenciju (Slika 9.9).

Slika 9.9: Grafovi funkcija �cetvrte potencije i �cetvrtog korijena

Primjer 9.5. [Gra��cko odre d̄ivanje vrijednosti inverzne funkcije]
Zadan je koordinatni sustav u koji je ucrtan graf kvadratne funkcije
f (x) := x2 . Taj nam graf mo�e pomoći da gra��cki pribli�no odredimop

2,
p

3 i, općenito,
p

a, ako je poznat a > 0 . Na primjer,
p

2 dobit
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ćemo tako da na y-osi iz 2 idemo usporedno s x-osi u pozitivnom
usmjerenju do grafa, potom iz te to�cke okomito na x-os, koju ćemo
presjeći u to�cki s koordinatom

p
2, Slika 9.10.

Slika 9.10: Primjer 9.5

9.2.4 Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Ponovimo: ako je baza a > 1 , onda eksponencijalna funkcija

f (x) := ax

ima ova svojstva (Slika 9.11):

1. f ubrzano raste

2. f je pozitivna, tj. graf joj je iznad x-osi

3. f je de�nirana za svaki x, tj. ax postoji za svaki x, odnosno svaki
pravac okomit na x-os sije�ce graf

4. f (0) = 1 jer je a0 = 1, tj. to�cka (0,1) je to�cka grafa

5. (i) ax > 1 za x > 0

(ii) ax < 1 za x < 0 .

Slika 9.11: Graf eksponencijalne funkcije s bazom a većom od 1

Inverzna funkcija eksponencijalne funkcije f (x) := ax je logaritamska
funkcija s bazom a, tj. funkcija

f - 1(x) := loga (x),
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