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Opce upute za siguran rad u laboratoriju

e obavezno je noSenje zastitne odjece (kuta, odgovarajuca obuca), dugu kosu treba vezati da
ne smeta pri radu

e posjete nisu dopustene

¢ pusenje u laboratoriju strogo je zabranjeno

e konzumiranje hrane i pi¢a za vrijeme rada u laboratoriju nije dozvoljeno, pogotovo ne iz
laboratorijskog suda

e sve kemikalije moraju biti oznacene; prije uporabe obavezno provjeriti oznaku na boci

¢ kemikalije nakon uporabe/pretakanja treba vratiti na njithovo mjesto, a ne drzati na radnoj
povrsini

e prirazrjedivanju koncentriranih kiselina treba uvijek dodavati kiselinu u vodu, uz mijesanje

e posebice pazljivo treba raditi s izrazito nagrizaju¢im kiselinama: koncentriranom
sumpornom kiselinom i kromsumpornom kiselinom

e koncentrirane kemikalije i organska otapala pipetiraju se propipetom, nikako ne ustima

e uzorci se ne smiju ispitivati okusom, treba biti pazljiv pri ispitivanju uzoraka mirisom

e otpadna organska otapala zabranjeno je izlijevati u slivnik, tomu su namijenjene posebne
boce

e svakoj ozlijedi treba obavijestiti voditelja vjezbi i traziti prvu pomo¢

¢ voditelja treba obavijestiti o svim kvarovima na instrumentima, pucanju gumenih cijevi za
plamenike itd.

e aparature se u struju smiju ukljuciti tek nakon Sto ih pregleda voditelj ili demonstrator

e razbijeno staklo treba odmah ukloniti



PREDGOVOR

Cilj, koji je postavljen kod pisanja ovog teksta, bio je da se, uz nuzna teorijska objasnjenja,
na izabranim primjerima opiSu eksperimentalne i metode obrade eksperimentalnih rezultata kako bi
se doslo do podataka neophodnih pri projektiranju i vodenju kemijskotehnoloskih procesa. Napisan
je u skladu s nastavnim programom predmeta Termodinamika realnih sustava koji se pre-daje na
Ke-mijskoinzenjerskom studiju Fakulteta kemijskog inZenjerstva i tehnologije na Sveucilistu u
Zagrebu.

U uvodnom dijelu izloZene su samo osnovne postavke neophodne za razumijevanje ciljeva
pojedine vjezbe. Potpuna teorijska obrazlozenja nalaze se u odgovaraju¢im knjigama i izvornim
radovima navedenim na kraju svakog poglavlja. Predmet Termodinamika realnih sustava predaje se
u V. semestru pa se moze pretpostaviti da su studenti potrebna predznanja i laboratorijsko iskustvo
stekli na predmetima Opca kemija, Fizikalna kemija, Matematika i Programiranje racunala.

Vjezbe u laboratoriju organizirane su tako da se student upozna s osnovnim postupcima
pripreme uzorka, mjerenjem te obradom i obrazlozenjem dobivenih rezultata

Znanja koja ¢e studenti ste¢i radom u laboratoriju, obradom rezultata mjerenja te studij-
skim pristupom, pisanjem izvjeSc¢a i pripremanjem ispita u stalnoj suradnji s nastavnicima, dat ¢e
im do-bru osnovu za njihov daljnji rad.

Zahvaljujemo studentima koji su kroz kolokvije, izvjesc¢a i ispite stalno ukazivali na pita-
nja koja treba objasnjavati i time bitno doprinijeli obliku i sadrzaju ovog teksta.

I. Stern

Zagreb, studenoga 2005.
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Teorijske osnove 1

1. TEORIJSKE OSNOVE

1.1. Osnovni pojmovi

Sustav je skup prirodnih ili umjetnih tvorevina, $to ¢ine cjelinu, sjedinjenih
medudjelovanjem i/ili meduzavisnosc¢u. To je ograni¢en dio prostora na koji se mogu primijeniti
odgovarajuée znanstvene metode istrazivanja. Ostali dio prostora jest okolis. Sustav od okolisa
razdvaja stvarna ili zamisljena granicna povrsina. Stvarne grani¢ne povrsine, prema svojim
svojstvima, dijele se na adijabatne i dijatermne. Ako je grani¢na povrsina adijabatna, sustav je
izoliran, iz sustava u okoli$ ili u suprotnom smjeru ne mogu prelaziti niti tvar niti energija. Kad je
grani¢na povrsina dijatermna, sustav je zatvoren, kroz grani¢nu povrsinu mogu¢ je jedino prijenos
energije. Sustav koji s okoliSem moze izmjenjivati tvar i/ili energiju je otvoren.

Sustav se od sustava razlikuje prema obiljezjima. Obiljezje jest svako svojstvo koje se
moze pridruziti promatranom sustavu. Koli¢inski iskazano obiljezje jest velicina.

Stanje sustava odreduje sveukupnost svih obiljezja. Utvrdivanje stanja sustava moguce je
ako su poznate velicine stanja. To su veliCine $to se odnose na sustav u odredenom stanju. Ako
veli¢ine stanja nisu poznate, stanje sustava je neodredeno.

Velic¢ine neophodne za utvrdivanje stanja su parametri, a njihova je koli¢ina brojnost
parametara. Veli¢ine $to zavise od koli¢ine tvari sustava, npr. volumen, entalpija, su ekstenzivne
veli¢ine. Ekstenzivne veliCine kojima se iskazuje koli¢ina (koli¢ina tvari, masa, volumen, povrsina)
su kapacitivne. Ekstenzivne veli¢ine su aditivne, mogu se zbrajati. Veli¢ine §to ne zavise od
koliCine tvari, npr. tlak, gusto¢a, molarni ili specifi¢ni toplinski kapacitet, su intenzivne veli¢ine.

Intenzivne, ekstenzivne i kapacitivne veli¢ine povezuje jednadzba

=— (1.1
Y=y )
gdje su y intenzivna, Y ekstenzivna i K kapacitivna veli¢ina. Npr. 4 = H/n, h je molarna entalpija,
[#]= J/mol; H entalpija, [H] = dzul; n koli¢ina tvari, [r#] = mol.

Intenzivne veliCine $to se odnose na jedinicnu masu, jedini¢nu povrsinu ili jedini¢ni
volumen, su specificne velicine, a one $to se odnose na jedini¢nu koli¢inu tvari su molarne velicine.
Intenzivne veliine oznacavaju se malim slovima (iznimke su 7 za termodinamicku temperaturu, M
za molarnu masu), a ekstenzivne velikim slovima (iznimke su m za masu i n za koli¢inu tvari).

Velic¢ine kojih promjena zavisi jedino od pocetnog i konacnog stanja, ali ne i od nacina
(puta) promjene, imaju svojstva totalnih diferencijala. Od puta promjene zavise npr. toplina i
radnja.

Sustav se moze sastojati od jedne ili viSe faza. Faza jest sveukupnost homogenih dijelova
sustava. Homogeni su oni dijelovi za koje su sva intenzivna obiljeZja (svojstva nezavisna od
koli¢ine) u svim dijelovima faze jednaka. Faza moze, ali ne mora, kontinuirano popunjavati prostor
sustava. Fazu ili njene dijelove od ostalog sustava razdvaja granicna povrsina faze. Svojstva
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grani¢ne povrsine razlikuju se od svojstava unutrasnjosti same faze. Sustavi koji se sastoje od vise
razli¢itih faza su heterogeni.

Tvar koja se moze izdvojiti iz sustava i samostalno postojati jest sastavni dio sustava.
Komponente ili nezavisni sastavni dijelovi su tvari kojih koncentracija odreduje sastav faza
promatranog sustava u stanju ravnoteze. Brojnost stupnjeva slobode (nezavisnih obiljezja,
varijantnosti) jednaka je brojnosti intenzivnih parametara $to se mogu mijenjati, nezavisno jedan
od drugog, uz uvjet da u sustavu ostaju iste faze i iste komponente te da sustav ostaje u stanju
ravnoteze. Za poznavanje sastava viSefaznog sustava potrebno je poznavati sastave sviju faza. Kad
u sustavu dolazi do kemijskih promjena, tada koncentracija pojedinog sastavnog dijela zavisi od
koncentracija ostalih.

Razlikuju se kondenzirane (krutina i kapljevina) i nekondenzirane (plin i para) faze,
odnosno tvari. Tekucine su ili kapljevine ili plinovi (pare), one teku i za njih vrijede fizi¢ki zakoni
koji se odnose na teCenje. Para jest plin koji se nalazi u stanju termodinamicke ravnoteze s
kapljevinom.

Sustav u stanju ravnoteze mora ispunjavati Gibbsov zakon faza
nSs = nKo—nFa +?2 (1.2)

gdje su nSs, nKo i nFa brojnosti stupnjeva slobode, komponenti i faza. Brojnost komponenti, nKo,
koju je potrebno poznavati da se utvrdi sastav faze jednak je razlici brojnosti sastavnih dijelova,
nSd, 1 brojnosti jednadzbi, nJe, $to odreduju omjere njihovih koncentracija, nKo = nSd — nJe.
Brojka “2” odnosi se najé¢esc¢e na tlak i temperaturu. To su vanjske varijable od kojih zavisi stanje
sustava.

Stanje sustava, odredeno odnosom sustava, grani¢ne povrsine i okoli$a, moze biti
ravnotezno, stacionarno ili neodredeno.

Ravnotezno je ono stanje pri kojem pojedina obiljezja promatranog sustava ostaju
nepromijenjena sve dok je i stanje okoliSa nepromijenjeno.

Ravnotezno stanje moze biti stabilno, metastabilno, nestabilno ili neutralno.

Obiljezja stabilne i metastabilne ravnoteze su moguénost osciliranja oko ravnoteznog
stanja te spontanost povratka u stanje ravnoteze nakon prestanka djelovanja koje je dovelo do
pomaka iz stanja ravnoteze. Ukoliko neki sustav moze ravnotezno stanje uspostavljati na vise
nacina, tada je ono stanje oko kojeg je mogucnost osciliranja manja stanje metastabilne ravnoteze.
Ako se sustav, nakon prestanka djelovanja sile $to ga je pomaknula iz polaznog stanja, spontano
nastavi udaljavati od tog stanja, tada je polazno stanje stanje nestabilne ravnoteze. Kad je sustav u
stanju neutralne ravnoteze, tada, nakon prestanka djelovanja sile koja je sustav dovela u novo
stanje, u tom stanju i ostaje.

Stacionarno stanje je ono koje ostaje nepromijenjeno zbog toga Sto sustav s okoliSem
izmjenjuje tvar i/ili energiju.

Prema parametrima $to ih odreduju postoje npr. stanja mehanicke, termicke, kemijske,
termodinamicke ravnoteze.

Mehanicka je ravnoteza ostvarena kad su mehanicke sile u sustavu medusobno u ravnotezi.

Termicka je ravnoteza ostvarena kad temperatura ima isti iznos u svim dijelovima sustava.
Odrzavanje termicke ravnoteze nije uvjetovano i mehanickom ravnotezom.

Kemijska je ravnoteza ostvarena kad se sastav sustava tijekom vremena ne mijenja. Stanje
kemijske ravnoteze uvjetovano je odrzavanjem mehanicke i termic¢ke ravnoteze.
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Stanje termodinamicke ravnoteze je ono pri kojem su istovremeno ostvareni svi oblici
ravnoteze: mehanicka, termicka, kemijska i ostale.

Proces je put, odnosno nacin, prijelaza sustava iz jednog u drugo stanje. Odgovara nizu
medustanja $to slijede jedno za drugim. Tijekom procesa mijenjaju se veli¢ine stanja. Veliine
radnja W i toplina Q kojima promjena, osim od poc¢etnog i kona¢nog stanja, ovisi i 0 nac¢inu (putu)
promjene nisu funkcije stanja.

Neka je poGetna vrijednost neke veligine stanja Y" a kona¢na Y®. Proces tijekom kojeg se
stanje mijenja iz po¢etnog u kona¢no opisuje se izrazom

ALY =Y® —y®, (1.3)

A je operator izraCunavanja razlike veli¢ina konacnog i po€etnog stanja, indeksi uz operator |,
oznacavaju put (nacin) promjene.

Procesi, prema uvjetima pri kojima se provode mogu biti npr. adijabatni (A,Q = 0),
izotermni (T = konst), izobarni (p = konst), izohorni (v = konst), izobarno-izotermni (p = konst i
T = konst).

Procesi Sto se odvijaju u nekom sustavu (ili su posljedica medudjelovanja sustava i okolisa)
mogu biti povrativi (reverzibilni) ili nepovrativi (ireverzibilni). Povrativi su oni koji, nakon
povratka sustava u pocetno stanje, nisu prouzro¢ili promjenu stanja ni sustava ni okolisa. Pri
povrativim procesima sustav prolazi kroz niz ravnoteznih medustanja i to tako da je u svakom
trenutku mogu¢ povratak istim putem na prethodno prijedena medustanja. Prolaz kroz ravnotezna
stanja je nuzan, ali nije i dovoljan uvjet povrativosti nekog procesa.

Kvazistaticki su procesi pri kojima sustav prolazi kroz niz stanja beskonac¢no bliskih
ravnoteznim. To su beskonacno spori procesi.

1.2. SloZeni sustavi

Slozeni se sustavi sastoje od vise komponenti i/ili se nalaze u uvjetima, po stanju i sastavu,
pri kojima se njihovo vladanje ne moZze opisati zakonima za idealne sustave.

Sustavi se prema svojim svojstvima dijele na idealne i realne.

Idealan sustav jest zamisljen fizicki model za koji se pretpostavlja da se vlada prema
odredenim fizickim zakonima.

Realan je svaki prirodan sustav. Prema svojim svojstvima realni se sustavi vise ili manje
razlikuju od idealnih.

Fizicki model jest stvarni, prirodni ili izgraden, sustav izmjerljivih svojstava.

Matematicki model jest matematicki opis fizickog modela. Za matematic¢ki model vrijede
ograni¢enja koja su postavljena pri izgradnji fizickog modela, bilo da je stvaran ili zamisljen.

Da se pojednostavi i olaksa proucavanje realnih sustava, u termodinamici su definirane
veli¢ine kao: fugacitivnost, aktivnost, koeficijent fugacitivnosti, koeficijent aktivnosti i druge. Te
veli¢ine omoguéavaju usporedivanje stanja realnih sustava sa stanjem sustava u standardnom,
dogovorno i svrsishodno utvrdenom, stanju.

Odnos medu parametrima $to odreduju stanje nekog sustava iskazuje se jednadzbama
stanja. Kod sloZenih sustava vaznih u kemijskom inZenjerstvu kao parametri najéesée se susre¢u
sastav (naj¢esce iskazan u molarnim udjelima), tlak, termodinamicka temperatura, fugacitivnost (ili
koeficijent fugacitivnosti) i aktivnost (ili koeficijent aktivnosti).
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1.3. Zakoni termodinamike

Termodinamickim zakonima opisano je vladanje prirodnih ili izgradenih sustava. To su
zakoni o vladanju sustava kao cjeline i tvorevina Sto ¢ine sustav. Iskazuju se rije¢ima ili
matematickim izrazima.

Najvaznije odnose medu veli¢inama u zavisnosti od pojedinih parametara opisuju
jednadzbe §to se izvode na osnovi zakona termodinamike.

Nulti zakon termodinamike iskazuje se na sljedeci nacin: dva sustava §to su u termickoj
ravnotezi s tre¢im sustavom i medusobno su u termi¢koj ravnoteZi.

Prvi se zakon termodinamike, uz pretpostavku da su u sustavu konstantne koli¢ine tvari, a
energija se dovodi ili odvodi jedino kao volumni rad i toplina, moze iskazati sljede¢im
jednadzbama:

dU = 8Q - pdV (1.4)
dH = 30 +Vdp. (1.5)

gdje su A1 U entalpija i unutarnja energija; veliine su stanja, njihova promjena ne zavisi od puta
(na¢ina) promjene stanja i imaju svojstva totalnih diferencijala.

Toplina, O, ni mehanicka radnja, 84 = - pdV, nisu svojstva sustava. Njihova promjena
zavisi od puta (nacina) provedbe procesa, $to je i oznaceno operatorom §.

Unutarnja energija i entalpija su funkcije stanja, imaju svojstva totalnih diferencijala, pa

vrijedi:
av - [a_Uj dT+(a—Uj @, (16)
oT oV
Vv T
dH = 8_H dT + 8—H dp. (1.7)
oT op
p T

Parcijalne derivacije unutarnje energije i entalpije po temperaturi pri konstantnom
volumenu, odnosno tlaku, prema definiciji su toplinski kapacitet pri konstantnom volumenu Cy ,
odnosno toplinski kapacitet pri konstantnom tlaku C,,

(v
() »

(o
C, {aT ]p. (1.9)

Odgovaraju¢i molarni toplinski kapaciteti dobivaju se nakon dijeljenja s koli¢inom tvari, c,
= C,/n, odnosno ¢, = Cy/n, a specifi¢ni nakon dijeljenja s masom, ¢, = C,/m, odnosno c, = Cy/m.
Molarni i specifi¢ni toplinski kapaciteti intenzivne su veli¢ine.

Zavisnost toplinskog kapaciteta od temperature iskazuje se empirijskim funkcijama
polinomnog tipa, kao §to su npr.:
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c, =a,+a,T+a,T* +a,T’, (1.10)
cp:a0+a1T+a_2T_2. (1.11)

Drugi zakon termodinamike omogucéava odredivanje moguceg smjera spontanog procesa i
omjera koliCina tvari u stanju ravnoteze. IzraCunavanja se osnivaju na termodinamickim
funkcijama kao $to su npr. entropija i slobodna entalpija.

Entropija jest termodinamicka funkcija stanja kojoj se za izoliran sustav tijekom
nepovrativog procesa povecava vrijednost, kako bi u stanju ravnoteze postigla maksimalni iznos.

Promjena entropije definirana je jednadzbom:

dS — 8QI’CV

Py 1 . 12

Entropija je mjerilo uredenosti sustava. Prema Boltzmannu, promjena entropije moze se
definirati na sljedeci nacin:

ds=kdnw, (1.13)

gdje su k Boltzmannova konstanta, & termodinamicka vjerojatnost — vjerojatnost uspostavljanja
najvjerojatnijeg stanja sustava.

Sljedece jednadzbe, koje objedinjuju I. i II. zakon termodinamike, omogucavaju da se
odredi zavisnost promjene entropije od osnovnih parametara, p, T'i V:

dU =TdS — pdV, (1.14)
dH =TdS +Vdp. (1.15)

Slobodna entalpija (Gibbsova energija) G i slobodna unutarnja energija (Helmholtzova
energija) F definirane su jednadZbama

G=H-TS, (1.16)
F=U-TS. (1.17)
Nakon diferenciranja, uzevsi u obzir jednadzbe (1.4), (1.5) 1 (1.12) dobiva se:
dG =Vdp - 8dT , (1.18)
dF =—pdV —S8dT . (1.19)

Izvedenim jednadzbama opisuje se zavisnost slobodne entalpije i slobodne unutarnje
energije od tlaka, odnosno volumena, i temperature. Slobodna entalpija i slobodna unutarnja
energija su funkcije stanja, pa se odnosi mogu iskazati totalnim diferencijalima:

a6 =| 99| ar+| 28 dp, (1.20)
oT op
4 T

ar = %E) are| 95 ap (1.21)
or), v ),
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Treci zakon termodinamike omogucava izracunavanje apsolutnog iznosa entropije i
konstante ravnoteze, bez eksperimentalnog utvrdivanja same ravnoteze. Iskazuje se jednadzbom

Tlg(l)lK Sy = 0J/K, (1.22)

odnosno rije¢ima: kad termodinamicka temperatura tezi prema 0 K tada i iznos entropije idealnog
kristala tezi prema nuli.

1.4. Kriteriji ravnoteZe

Prema II. zakonu termodinamike sustav tezi da prijede u najvjerojatnije stanje. Svaki
spontan proces dovodi sustav u stanje koje je ostvarivo na vise nacina od prethodnog. To je proces
koji vodi prema ravnotezi. Kad pri danim uvjetima ne postoji niti jedno stanje koje bi se moglo
ostvariti na viSe nacina od onog koje je ostvareno, sustav je u najvjerojatnijem stanju — stanju
termodinamicke ravnoteze.

Entropiju sustava i termodinamicku vjerojatnost W, brojnost mikrostanja kojima se moze
ostvariti odredeno makrostanje sustava, povezuje jednadzba (1.13).

Na osnovi svojstava termodinamickih funkcija U, H, S, G i F mogu se izvesti kriteriji za
utvrdivanje stabilne ravnoteze i izraziti jednim od sljedecih parova jednadzbi:

oU) =0 A~ (0°U) >0, (1.23)
V.S V,S
(0H), =0 A (2°H) >0, (1.24)
0F) =0 A (0°F) >0, (1.25)
V.,r V,T
(6G),,=0 ~ (&°G) >0, (1.26)
(85),, =0 ~ (825)U’V <0. (1.27)

Svih je pet parova jednadzbi medusobno ekvivalentno, ¢im je ispunjen jedan uvjet moraju
biti ispunjeni i ostali.

1.5. Parcijalne molarne veli¢ine

Tijekom procesa — fizickih ili kemijskih — u viSekomponentnom sustavu najcesc¢e dolazi i
do promjena koli¢ina, odnosno koncentracija, pojedinih tvari. Gradijent promjene pojedine
termodinamicke velic¢ine, do koje dolazi zbog te promjene, pri konstantnim tlaku, temperaturi i
koli¢inama ostalih tvari, jest parcijalna molarna veli¢ina. To su npr. parcijalni molarni volumen,
odnosno parcijalna molarna slobodna entalpija i-te komponente:

[6_@ | (1.28)
on.
! p’T’nﬁﬂ

g = [E] , (1.29)
on,
Ty

1
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gdje indeks j oznacava sve komponente osim i-te. Parcijalna molarna slobodna entalpija i-te
komponente naziva se kemijski potencijal i oznacava s z4:

1= . (1.30)

Opcenito se za neku termodinamicku veli¢inu Z, koja je funkcija stanja i ima svojstva
totalnog diferencijala, moze se za viSekomponentni sustav od nKo napisati:

Z=Z(p,T,n,n,,.n), (1.31)
i dalje
nKo
dz = (a_z] dp+ [a_zj dr + Z[a_z] dn, . (1.32)
ap T.,n 6T p.n i=1 ani p.Tni

U indeksu su ozna¢ene veli¢ine koje se ne mijenjaju; n u indeksu oznacava da se sastav
sustava ne mijenja, odnosi se na sve komponente, n; oznacava koli¢ine svih tvari osim i-te.

Promjena slobodne entalpije prema tome jest:

nKo
dG :{a—GJ dp+{a—GJ dr +2(8—G] dn, , (1.33)
ap T.,n aT pin p,T,nj#i

o\ on,

odnosno, uzevsi u obzir odnose iz (1.18) i (1.20) te (1.29) i (1.30),

nKo

dG =V, ,dp~S,,dT+> p,,, dn. (1.34)
i=1

Pri konstantnim tlaku i temperaturi jednadZba (1.32), nakon dijeljenja s n = Xn;, prelazi u

nKo

dz, . = 2 Zidx;, (1.35)

gdje je x; molarni udio i-te komponente.

Za dvokomponentni sustav:
Z,r =XZ, +X,Z,. (1.36)
Nakon diferenciranja posljednje jednadzbe dobiva se:

dzp’T = x,dz, + z,dx, + x,dz, + Z,dx, . (1.37)

Oduzimanjem jednadzbe (1.35), od jednadzbe (1.37) dolazi se do Gibbs-Duhemove
jednadzbe:

x,dz, +x,dz, =0. (1.38)
Npr., medu koncentracijama i kemijskim potencijalima odnos je sljedeci:

xdy +x,du, =0. (1.39)
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Za sustav u stanju ravnoteze, dG = 0, odnosi izmedu parcijalnih molarnih veli¢ina, tlaka,
temperature i koncentracije, dobivaju se na osnovi jednadzbe (1.34), uzevsi obzir jednadzbe (1.36)
i(1.39):

nKo nKo nKo
(inﬁ] dp—(inEi] dT—(indyi] =0, (1.40)
i=l T.x i=1 Pox i=l p.T

Odnos molarnih udjela i koli¢ine tvari pojedine komponente za dvokomponentni sustav je

sljedeci:
[%J :{a[”l/(”l+”2)]} _n—n :1_x1 (1.41)

b
dn, on, 2

n n

gdje je n = n; + n,. Dalje slijedi:

1-x

dx, = dn, . (1.42)

Do odnosa medu ekstenzivnim i parcijalnim molarnim veli¢inama dolazi se iz osnovne
definicijske jednadzbe. Za binarni se sustav, nakon deriviranja, dobiva:

0
on, ) on, | on, ).

i dalje, uzevsi u obzir (1.42),
oz

EIZZ-F(I—XI)g. (144)
1

Analognim se postupkom moze i druga parcijalna molarna veli¢ina povezati s
odgovaraju¢om intenzivnom veli¢inom:
dz

EzzZ—Xla. (145)
1

1.6. Fugacitivnost i aktivnost

Fugacitivnost i aktivnost su termodinamicke veli¢ine koje omoguc¢avaju da se za realne
sustave izraCunaju iznosi termodinamickih funkcija (kao $to su npr. entropija, slobodna entalpija) i
provede kompletan termodinamicki proracun, te odredi npr. sastav sustava u stanju ravnoteze.

Fugacitivnost se definira na osnovi jednadzbe (1.18). Pri konstantnim temperaturi i sastavu
dobiva se, nakon dijeljenja s n, za idealni plin

dg,,=vdp=RTdlnp. (1.46)

Fugacitivnost | jest tlak koji bi imao realni plin kad bi se vladao kao idealan:

dg;, =vdp=RTdIn f . (1.47)

Nakon integriranja od stanja 1 do stanja 2 dobiva se:
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f(2) ~ 1 7
In G _E;][l vdp . (1.48)

Fugacitivnost i-te komponente visekomponentnog sustava, parcijalna fugacitivnost,
definira se analogno definiranju fugacitivnosti ¢iste tvari. U skladu s jednadZbom (1.47), uzevsi u
obzir (1.30)

du = RTdInf,, (1.49)
gdje je /;1 fugacitivnost i-te komponente u realnoj otopini.

Fugacitivnost, koeficijent fugacitivnosti, ¢, , i tlak pojedine komponente povezani su

jednadzbom
fi=ow. (150)
Integriranjem jednadzbe (1.49) od standardnog do promatranog stanja dobiva se
o _ fi _
M- =RTIn o =RTIna, (1.51)

1
a; je aktivnost i-te komponente, indeksom © oznaceno je standardno stanje.

Aktivnost jest omjer fugacitivnosti i fugacitivnosti u standardnom stanju,

as=s ffo , (1.52)

odnosno za i-tu komponentu,

/;
S (1.53)
f;\/

1.7. Standardna stanja

Standardno stanje je stanje sustava pri svrsishodno utvrdenim uvjetima — tlaku, temperaturi
i sastavu.

Aktivnost i koncentraciju povezuje koeficijent aktivnosti:

v _4__Ji (1.54)

.
xS

Kao standardni sastav sustava naj¢es¢e se odabire jedan od sljedecih:

— Cista tvar, x; = 1;

— beskonacno razrijedena otopina, x; —> 0;

— jednomolalna otopina, ¢y,; = 1 mol/kg;
— zasi¢ena otopina, X; = Xj zs.

Prema jednadzbi (1.54)
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a. =y.x;, (1.55)
Ovdje je y racionalni koeficijent aktivnosti i-te komponente. Racionalnim se koeficijent naziva kad
je koncentracija iskazana kao molarni udio x;.

Zavisno od nacina iskazivanja koncentracije, kao molarna odnosno molalna, jednadzba
(1.55) ima oblik:

a; = yc,ici ’ (156)

[7.] = L/mol, odnosno
4 =V miCm;i» (1.57)

[#] = kg/mol, jer je [a;] = 1.

Aktivnosti i koeficijenti aktivnosti pojedinih komponenti u otopinama odreduju se
pokusom ili izratunavaju na osnovi odgovaraju¢ih modela. Podaci, potrebni pri obradi rezultata
pokusa ili pri izratunavanju nalaze se u tablicama, grafickim prikazima, priru¢nicima ili bazama
podataka; danas su najc¢esce zapisani na magnetskim ili optickim medijima.

Prije koristenja pojedinih podataka potrebno je:

—utvrditi jesu li, s obzirom na podrucje temperature, tlaka i koncentracije primjenjivi u
razmatranom slucaju;

— provjeriti je li testirana, i kojom metodom, njihova konzistentnost;

—utvrditi da li eksperimentalna metoda koristena pri odredivanju omogucéava primjenu
podataka u razmatranom primjeru.

Npr. podaci dobiveni istrazivanjem ravnoteze kapljevina — para ne mogu se uvijek
primijeniti i kod proracuna ravnoteze kapljevina — kapljevina.

Iz Gibbs-Duhemove (1.39) i jednadzbe (1.51) dobivaju se odnosi medu aktivnostima
pojedinih komponenti

xdln g, +x,dlna, =0. (1.58)
Aktivnost, koeficijent aktivnosti i molarna koncentracija povezani su jednadzbom (1.55),
pa slijedi
x,dIn (x,,)+ x,dIn (x,7,) =0, (1.59)
te dalje nakon logaritmiranja, deriviranja i sredivanja, uzevsi u obzir da je x;dlnx; + x,dInx, = dx; +
dx,=0,jerjex; +x;=1,
xdlny, +x,dlny, =0. (1.60)

Gibbs-Duhemova jednadzba na taj nacin povezuje koeficijente aktivnosti pojedinih
komponenti. Prakticki se koristi pri testiranju konzistentnosti rezultata mjerenja.

1.8. Jednadzbe stanja plinova

Jednadzba stanja idealnog plina je matematicki model zamisljenog fizickog sustava.
Izvedena je na osnovi pretpostavki da je volumen Cestica plina zanemariv u odnosu na volumen
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prostora u kojem se nalaze te da su medusobni srazovi Cestica te ¢estica i stjenki posude elasti¢ni.
JednadZba ima oblik

pviy = RT, (1.61)
gdje je viq = Vig/n molarni volumen idealnog plina.
Reducirani parametri tlak, temperatura i volumen definirani su sa:
A (1.62)
Px T, Vi
gdje su py, T 1 v kriticni tlak, temperatura i volumen.

Vladanje realnih plinova ne odgovara pretpostavkama na osnovi kojih je izgradena
jednadzba stanja idealnog plina. Moguce ga je opisati uvodenjem dopunskih parametara, kao $to su
koeficijent kompresibilnosti i Pitzerov koeficijent acentri¢nosti, ili jednadZzbama, kao §to su npr.
Soave-Redlich-Kwongova ili virijalna.

Koeficijent kompresibilnosti z jest omjer volumena realnog i idealnog plina:
z=—". (1.63)
Vid

Nakon eliminiranja vy4 iz jednadzbi (1.61) 1 (1.63) dobiva se korigirana opca plinska
jednadzba:

pv =zRT. (1.64)

Koeficijent kompresibilnosti funkcija je reduciranih tlaka i temperature te Pitzerovog
koeficijenta acentri¢nosti w, izraCunava se na osnovi podataka iz tablica.

z=z(0)(Tr,pr)+a)z(l)(Tr,pr). (1.65)

Prvi ¢lan (indeks ) opisuje vladanje sustava izgradenog od sfernih molekula, a drugi
(indeks V) odstupanje od takvog vladanja.

Primjer jednadzbe stanja jest Soave-Redlich-Kwongova jednadzba (1972); jedna je od
najcesSée primjenjivanih jednadzbi stanja

RT ao
= - , 1.66
P v—b v(v+b) (1.66)
a 1 b su konstante zavisne od vrste tvari, « je parametar zavisan i od temperature.
a=0,42748R’T? / p, . (1.67)
b=0,08664RT, /p, , (1.68)
2
o= [1+(o, 48508 +1,55171-0,156130* ) (1~ 7 )] (1.69)

Posebno je za vodik:

a =1,202exp(-0,30288T; ). (1.70)
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Soave-Redlich-Kwongova jednadzba moze se povezati i s korigiranom opéom plinskom
jednadzbom (1.64); tada ima oblik:

23—22+(A—B—BQ)Z—AB=O, (1.71)
gdje je
aap 0,42747ap,
A= A= , (1.72)
pg_bp _0,08664p (1.73)

RT T

T
Konstante 4 i B zavisne su od tlaka i temperature.

Kod proracuna parametara stanja viSekomponentnih plinskih smjesa pretpostavlja se da se
plin vlada kao pseudoplin kojem je stanje opisano odgovaraju¢om jednadzbom stanja u kojoj
konstante modela zamjenjuju tzv. pseudokonstante, koje se npr. za Soave-Redlich-Kwongov model
izraCunavaju prema jednadzbama:

nKo nKo

ac =Y > yy, (aa)ij, (1.74)

i=1 j=I

(aoz)ij = (l—kij) (ax), (aoc)j . (1.75)
nKo

b= Z:yibi , (1.76)
i1

Azzzyiyinj’ (1.77)

i=1 j=1

4; = (l_kij)\/ 4 4; (1.78)

nKo

B=Y B, (1.79)
i=1

gdje su k;j binarni parametar medudjelovanja, y; sastav plinske smjese iskazan u molarnim udjelima.

1.9. Otopine
Otopine su homogeni kondenzirani sustavi. Mogu biti idealne ili realne.

Pri mijesanju komponenti idealnih otopina nema entalpijskih promjena. Entalpija idealne
otopine prema tome iznosi

nKo

hy =) xh', (1.80)
i=1

gdje su hyq i 1" molarne entalpije idealne otopine i pojedine komponente.

Entropija idealne otopine iznosi:
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nKo nKo
Sy =—RZ:)Ci In x, +insi°. (1.81)
i=1 =1
Prema jednadzbi (1.51) kemijski potencijal i-te komponente u realnoj otopini iznosi:
i =4 +RTIna, (1.82)
auidealnoj, kad je =1,
W= +RTInx,. (1.83)

Razlika u iznosu neke termodinamicke veli¢ine stanja, kojom se opisuje neko svojstvo
. e . ey . . id
realnog sustava, npr. Z, od iznosa koji bi imala ta veli¢ina kad bi se sustav vladao kao idealan, “Z,
definira se kao eksces-veli¢ina, *Z:

“7=7-"7. (1.84)

Veza izmedu parcijalne molarne eksces Gibbsove energije, kemijskog potencijala i
koeficijenta aktivnosti i-te komponente odredena je jednadzbom:

oG =g, ="w =RThny,. (1.85)
ani P.T,n;

Regularne i atermalne otopine

U skladu s jednadzbom (1.16), promjena eksces slobodne entalpije pri nastajanju otopine iz
¢istih komponenti iznosi:

A%g=A“h—-TA"s. (1.86)

Na osnovi iznosa doprinosa entalpijskog i entropijskog ¢lana razlikuju se dvije grani¢ne
skupine otopina: regularne i atermalne.

Za regularne otopine:

A% h

> ‘TA “s

= A%g~A“h. (1.87)
Za atermalne otopine:

\A“h

< ‘TA “s

= A%g~-TA%s. (1.88)

1.10. Modeli zavisnosti koeficijenta aktivnosti od koncentracije

Matematic¢ki model sustava izvodi se na osnovi pretpostavljene fizicke slike ili formalne
pretpostavke o njegovu vladanju. Na ovom mjestu prikazat ¢e se jedino osnovne postavke i konac¢ni
rezultati za modele koji se danas najc¢esce koriste u inZzenjerskoj praksi.
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Van Laarov model

Prema Van Laaru, na osnovi zamisljenog procesa, u koji su ugradene postavke da se
otopina vlada kao regularna, a para prema Van der Waalsovoj jednadzbi, dobiva se za koeficijente
aktivnosti u dvokomponentnom sustavu:

Iny, = A%, , (1.89)
[(A/B)xl + xz]
Bx;]
(1.90)
[x1 (B/ 4 xz]

gdje su 4 i B van Laarove konstante; funkcije su, prema modelu, van der Waalsovih konstanti a i b.

Danas se konstante 4 i B odreduju na osnovi eksperimentalnih podataka o ravnoteznim
sastavima kapljevine i pare. Izracunavanje na osnovi van der Waalsovih konstanti dovodi do
losijeg rezultata. Model danas ima povijesno znacenje.

Wilsonov model

Autor pretpostavlja da se oko sredi$nje ¢estice (molekule, iona) jedne vrste zbog
medudjelovanja okupljaju Cestice iste i drugih vrsta. Lokalne koncentracije Cestica, oko centralne,
zavise o ukupnom sastavu i energijama medudjelovanja pojedinih Cestica.

Koeficijenti aktivnosti za viSekomponentne sustave procjenjuju se prema jednadzbama:

nKo nKo

Iny, =1- anx A ZHKO (1.91)
k ZX AkJ

=1

Vi ﬂij_ﬂ’li
Ajzv—exp —T . (192)

i
gdje su Ajj; A;;, parametri Wilsonovog modela; ovise o temperaturi, energiji medudjelovanja
raznovrsnih odnosno istovrsnih Cestica, 4;j i Ai;, 1 molarnim volumenima komponenti, v;.

Za binarne sustave:

A, A j

X +x,4, xA,+x,

A _ A, J
X +x,4, xA,+x,

Iny, =—In(x, +x,4,)+x, [
(1.93) "

Iny, =-In(xA4, +x2)—x1[

Vrijedi da je A;; = A =1, zasve 1, ], te Ajj # Ajjzai#].

Na osnovi Wilsonovog modela moguce je izracunavanje koeficijenta aktivnosti za Siroki
spektar dvo- i viSekomponentnih polarnih i nepolarnih otopina, s ve¢om to¢nos¢u nego na osnovi
ranijih modela. Kod izracunavanja koeficijenta aktivnosti viSekomponentnih sustava potrebno je
poznavati Wilsonove konstante za parove prisutnih komponenti. Na osnovi Wilsonovih jednadzbi
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moguce je odrediti sastave u stanju ravnoteze kapljevina — para, ali ne i ravnoteZe kapljevina —
kapljevina.

Uvodenje tre¢eg parametra u Wilsonovu jednadzbu omogucilo je izra¢unavanje
koeficijenta aktivnosti i za sustave §to sadrze nemjesljive kondenzirane komponente. To su npr.
modeli Hiranume (1974) te Tsuboke i Katayame (1975).

NRTL — Renon-Prausnitzov model

Renon (1968) je razvio model koji se od Wilsonova razlikuje po tome §to se
medudjelovanje Cestica iskazuje kao slobodna entalpija, a ne kao energija medudjelovanja. Na
stanje u sustavu utjece i nacin raspodjele Cestica. Pri proracunu uzima se u obzir i odstupanje od
statisticke raspodjele. Rezultat Renon-Prausnitzovih razmatranja jest NRTL (Non Random Two
Liquid) jednadZba, koja ima tri konstante i moze se primijeniti i kod prorac¢una koeficijenata
aktivnosti za sustave $to sadrze djelomic¢no ili potpuno mjesljive komponente.

Na osnovi NRTL modela koeficijenti aktivnosti za m-komponentni sustav iznose:

nKo nKo
ijrjiGji Ko .G hIER e
= J U _m=l
ln 7/i Ko + nKo ij nKo > (194)

Z xGy = ; lelj ; X Glj

1=1

a za binarni:

2
G 7,,.G
2 (

X, + X, x,G,, +x2) (195)
) .
x,G,, +x, (x1 + szz1)
7, =(g;-g;)/RT . (1.96)
G, = exp(—aijrij ), (1.97)

gdje su g, 7j, Gy 1 a;j konstante modela. gj; odgovara slobodnoj entalpiji medudjelovanja Cestica. a;
= a;; mjerilo je odstupanja od statisticke raspodjele. Za statisticku, potpuno slucajnu, raspodjelu o;
= 0. Ispitivanja Renona i Prausnitza pokazala su da zavisno od svojstava binarnih sustava ¢ iznosi
od 0,20 do 0,47; prosjecno 0,3.

Pri procjeni koeficijenta aktivnosti u viSekomponentnom sustavu potrebno je raspolagati s
podacima za sve parove komponenti od kojih je izgraden sustav.

UNIQUAC model

Na osnovi Guggenheimove kvazikemijske teorije otopina §to sadrze molekule razli¢itih
veli¢ina Abrams i Prausnitz (1975) razvijaju UNIQUAC (UNIversal QUAsiChemical) model za
izraCunavanje koeficijenta aktivnosti.
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Osnovna postavka na kojoj je izgraden model jest da iznosu eksces slobodne entalpije
doprinose njen kombinatorni i rezidualni dio. Kombinatorni je entropijski doprinos, koji zavisi od
sastava otopine te veliCine i oblika Cestica. Rezidualni doprinos zavisi od medumolekulnih sila,
odgovara promjeni entalpije pri mijesanju.

Koeficijenti aktivnosti izraGunavaju se na osnovi jednadzbe:
Iny, =Iny  +Iny;, (1.98)
gdje su indeksima © i ® ozna¢eni kombinatorni odnosno rezidualni doprinos.

Jednadzbe za izraCunavanje koeficijenta aktivnosti su

nKo

InyS =x, AR q ln +1 - z xil; (1.99)
X 2 X =1

Iny;” =¢;|1 anHmrmk ZnKo , (1.100)

m=1 =1
z em z-ml
m=1

z
liza(ri—qi)—(ri—l), (1.101)
gdje su 7; i ¢; volumni i povrSinski parametri Cistih komponenti; zavise od veli¢ine, volumena
odnosno povrsine molekula. Kod proracuna se kao prosjecna vrijednost koordinacijskog broja
koristi z = 10.

XI"
L (1.102)
ZXI’
6= (1.103)
quj
u,.—u. a, .
Ty Eexp(—%j:exp(—%j. (1.104)

uy je srednja energija medudjelovanja i-te 1 k-te Cestice. 7 je parametar medudjelovanja, odreduje
se eksperimentalno; u tablicama se nalazi kao ay;.

1.11. Modeli doprinosa grupa

Pojedine se molekule mogu promatrati kao tvorevine sastavljene od grupa atoma —
strukturnih grupa. Takve su grupe npr. CH;, CH,, CH, CO, COOH, NH. Brojnost grupa, realno
mogucih i ostvarljivih kombinacija atoma, je ogranicena i bitno manja od brojnosti razli¢itih
molekula. Osnovni ciljevi uvodenja metoda doprinosa grupa, pri izracunavanju termodinamickih
svojstva, bili su da se proracun provede na osnovi manje podataka, za pohranjivanje kojih je
potrebno manje prostora, te da se omoguci procjenu pojedinih svojstava za sustave poznatog
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sastava i grupne strukture molekula. Prema tome, za predvidanje termodinamickih svojstava
sustava nije potrebno neposredno ispitivanje samog sustava; dovoljni su podaci o njegovu sastavu i
0 njegovoj grupnoj strukturi.

Za izraunavanje koeficijenta aktivnosti danas su opéu primjenu nasli modeli ASOG i
UNIFAC.

ASOG model

ASOG (Analytical Solution of Groups) je relativno jednostavna metoda za izraCunavanje
koeficijenta aktivnosti. Detaljno je opisana u monografiji Kojime i Tochigija (1979).

Prema modelu ASOG koeficijenti aktivnosti komponenti otopine zavise od veli¢ina
molekula i medudjelovanja strukturnih grupa sto ¢ine promatranu molekulu:

Iny=Mmy+Iny°’. (1.105)

gdje su ° i % doprinosi i-te komponente koeficijentu aktivnosti zbog veli¢ine molekula odnosno
medudjelovanja grupa.

Doprinos veli¢ine molekula izracunava se prema Flory-Hugginsovoj jednadzbi (1941,
1942), iz teorije atermalnih otopina za molekule razlicitih duljina:

Iny’=1+Inr, -7, (1.106)
gdje je

Vi
__ (1.107)

b
Z XV
=

vi 1 vj su brojnosti (koli€ine) atoma u promatranoj molekuli, ne uraCunavaju¢i H-atome, x; je
molarni udio j-te komponente u otopini. Zbraja se po svim komponentama otopine.

]/i:

Pri odredivanju doprinosa medudjelovanja grupa sastav sustava iskazuje se zavisno od
udjela prisutnih grupa. Molarni udio I-te grupe u otopini izracunava se prema jednadZzbi

nKo

z XV
_ =l
X = , (1.108)
Z ('xi z Vi J
i=1 =1
gdje su v;; brojnost atoma I-te grupe i-te molekule, x; molarni udio i-te komponente, 1 = 1..nGr. nGr
je brojnost grupa u promatranoj komponenti, i = 1..nKo, nKo je brojnost komponenti u otopini.
Kod odredivanja doprinosa koeficijentu aktivnosti na osnovi medudjelovanja, za grupe
H,0, CH i C iznosi v se korigiraju, i iznose Vo= 1,6; vey = 0,8 odnosno 1 = 0,5.

Udio I-te grupe u i-toj molekuli, x; = 1, izraCunava se prema:

P (1.109)

~ nKo

Z Vi
i=1
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Doprinos medudjelovanja grupa koeficijentu aktivnosti pojedine komponente izraCunava se
prema:

lnﬁ’zfvﬁ(lnfl—lnff), (1.110)

=1

gdje su 77 i 77° koeficijenti aktivnosti l-te grupe u razmatranoj odnosno u otopini standardnog
stanja. UobiCajeno je da se za standardno stanje izabere stanje Ciste tvari; tada je:

ro=rv. (1.111)

Koeficijent aktivnosti grupe u otopini izracunava se prema jednadzbi za izraCunavanje
koeficijenta aktivnosti komponente u viSekomponentnom sustavu. Formalno gledano, u jednadzbi
su molarni udjeli komponenti zamijenjeni molarnim udjelima grupa, a parametri medumolekulnog
djelovanja parametrima medudjelovanja grupa. Otopina se promatra kao “otopina grupa” a ne
otopina tvari.

nGr nGr X A
Inl, =1-In) X4, - % (1.112)
I=1 1=1 z Xm Alm
m=1
gdje su X; molarni udjeli grupa, 4y parametar medudjelovanja grupa u otopini.
M
A, :exp(mkl +—j, (1.113)
T
A, #4, 1 4, =1. (1.114)

Parametri my 1 ny, procjenjuju se na osnovi rezultata mjerenja. Podaci potrebni pri
izraCunavanju parametra 4y, za niz sustava nalaze se u tablicama.

UNIFAC model

Fredenslund, Jones i Prausnitz (1975) razvili su model UNIFAC (UNlversal Functional
Activity Coefficient). 1znosu koeficijenta aktivnosti doprinose kombinatorni i rezidualni dio,
jednadzba (1.98). Kombinatorni se doprinos izracunava kao i kod modela UNIQUAC, jednadzba
(1.99), s time da se povrSinski i volumni parametri odreduju prema jednadzbama:

nGr nGr

n=2 ViR, =D VO - (1.115)
k=1 k=1

gdje su 14; brojnost k-te grupe u i-toj molekuli, Ry 1 Ok su volumni i povrSinski parametri grupa.
Rezidualni doprinos koeficijentu aktivnosti izracunava se prema jednadzbi:

nGr

ln;/iR=kai(lan—lan)), (1.116)
k=1

gdje je I koeficijent aktivnosti k-te grupe. Indeks (i) oznacava da je u standardnom stanju k-ta
komponenta Cista tvar, /1~ = LY,
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nr =0 |1-mS'ew S _Wa 1.117
n k_Qk l’lz ml//mk ZnGr > ( )

m=1 =1
z em lr//ml
m=1

nKo

zvmixi
9 _ Qme X — i=1

m nKo ’ m nKo nGr ?

ZQle szjixi

i=1 j=1

(1.118)

gdje su @, povrsinski udio, a X;, koncentracija m-te grupe u otopini.
Vv __ =exp _ % (1.119)
mn T 4 :

Wmn j€ parametar medudjelovanja m-te i n-te grupe.

1.12. Fazna ravnoteZa

Stanje ravnoteZe, pri konstantnim tlaku i temperaturi, u sustavu $to se sastoji od nKo
komponenti (i =1, 2,..nKo) i nFa faza (f=1, II, ..., nFa), uspostavljeno je kad su kemijski
potencijali pojedinih komponenti jednaki u svim fazama:

w=p'==u™ zaVi. (1.120)
Zavisnost kemijskog potencijala od sastava dobiva se iz jednadzbi (1.51) 1 (1.55):
=1 +RTIn(xy;). (1.121)
Za dvofazni se sustav dobiva, nakon uvrstenja u (1.120):
I.1 [SAl el
XV H —H
xiH]/iH =exXp (Tj . (1 . 122)

Ravnoteza para — kapljevina
Za dvofazni sustav para — kapljevina, nakon zamjene oznaka, y; = x;, x; = x;", indeksi “i ¥
oznacavaju paru odnosno kapljevinu, dobiva se:

Y ev _ el
%:exp H A , (1.123)
X7i RT

gdje su x; 1 y; molarni udjeli i-te komponente u kapljevini, odnosno pari.

Budu¢i da se pojedine tvari nalaze u dvjema fazama razlicitih fizi¢kih svojstava, potrebno
je uzeti u obzir i promjenu standardnih kemijskih potencijala za prijelaz iz jedne u drugu fazu.
Konacna jednadzba tada ima sljede¢i oblik:
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gt v 1 %(RT
LT Py ( ) exp| —— [| =-w' |dp |- (1.124)
X %P RT RT A4

Prvi eksponencijalni ¢lan, kojim se korigira promjena kemijskog potencijala zbog
odstupanja tlaka kapljevine od ravnoteznog, je Poyntingov faktor, PF:

v (p-p7)

PF =exp .

(1.125)

Omjer molarnih udjela odredene komponente u pari i kapljevini jest omjer raspodjele i
oznacava se s K;:

=<

K ==—. (1.126)
X
Za idealnu paru, kad je %' =11iv;" =RT/p;, jednadzba (1.124) prelazi u:
A tp? vi(p-»nf
K =2 =Ll (p—pi) (1.127)

X p RT

Jednadzba se moze i dalje pojednostaviti, ako se pretpostavi da su razlike medu
ravnoteznim tlakovima pojedinih komponenti sustava i tlaka sustava malene, p - p*— 0.
Poyntingov faktor tada tezi prema jedan, pa se dobiva:

L °
K=2-08 (1.128)
X p
odnosno
VP =XyD (1.129)

Ako je otopina idealna, %" — 1, dolazi se do Raoultovog zakona:

pi =Xx.p; . (1.130)

JednadZzba (1.124) moze se prikazati i na drugaciji nacin. Drugi eksponencijalni ¢lan, kojim
se iskazuje zavisnost tlaka od volumena plina zamjenjuje se, uzevsi u obzir jednadzbu (1.48), istom
zavisnos$cu iskazanom fugacitivnostima, odnosno koeficijentima fugacitivnosti; dobiva se:

. L _ d
&: J/iLfi exp vi (p pl)
X Vivfip RT

(1.131)

Jednadzba pri vi"(p - p*) << RT i %" = 1 prelazi u:
v =X S (1.132)

Nakon zbrajanja po svim komponentama i sredivanja jednadzbe, y= 1, dobiva se za ukupni
tlak:
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S riop v (p-pi)

=) S xexpl ———|. (1.133

d = e b RT :
Jednadzbe (1.124), (1.131) i one iz njih izvedene, osnova su za izracunavanje medusobnih

odnosa parametara — veli¢ina i konstanti modela — $to odreduju stanje fazne ravnoteze kapljevina —

para.

Pri izraCunavanju sastava za stanje ravnoteze, osim uvjeta ravnoteze (II. zakon
termodinamike), treba biti ispunjen i uvjet ocuvanja koliCine tvari i energije (I. zakon
termodinamike). Taj se uvjet, kad je u pitanju bilanca tvari, moze iskazati na razlicite nacine, npr.:

nKo

dox =1, (1.134)
i=1
nKo
>y =1, (1.135)
i=1

nKo nKo

> x - y=0. (1.136)
i=1 i=1
Kad se razmatra sustav kao cjelina, naj¢es$ée u pocetku kao jednofazan, a kasnije razdvojen
u vise faza, u slucaju ravnoteze kapljevina — para jednadzba bilance tvari jest:
n'=n"+n", (1.137)
gdje sun", n" i n" koli¢ine tvari cijelog sustava, kapljevine, odnosno pare.

Omjer kolicine pare i koliCine tvari u sustavu i iznosi:

v
n
Y=—. (1.138)
n
Bilanca tvari i-te komponente jest:
zn' =yn' +xn", (1.139)

gdje su z,, y, 1 x, molarni udjeli i-te komponente u promatranom sustavu, pari odnosno kapljevini.

Nakon dijeljenja sa n*, uzevsi u obzir jednadzbe (1.128) i (1.138), dobiva se izraz koji povezuje
bilancu tvari, udio parne faze i omjer raspodjele i-te komponente:
Z-
X =—" (1.140)
"oy (K -1)+1

Ravnoteza kapljevina — kapljevina

Uvjet ravnoteze u sustavu koji se sastoji od nFa (f=1, 11, ..., nFa) istovrsnih faza, npr.
kapljevitih, i od nKo komponenti (i=1, ..., nKo), kad se za standardno stanje uzima stanje Ciste

tvari, 1™ = 17" = ... = =" slijedi iz jednadzbe (1.122):

(x7) =(x7, )H =..=(x7)" zavi, (1.141)
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pa se za dvokomponentni dvofazni sustav dobiva:

(7, )I = (7 )H (1.142)

b

(’Cz?’z)I :(x27’2)n' (1.143)

Dobiven je sustav nelinearnih jednadzbi kojeg slozenost zavisi od modela $to opisuju
zavisnost koeficijenta aktivnosti od sastava. Naj¢es¢e su to Renonov NRTL ili Fredenslund-
Prausnitzov UNIFAC model.

Za razliku od sustava para — kapljevina koji najéesc¢e sadrze jednu kondenziranu fazu, kod
sustava koji sadrze vise kondenziranih faza pri proracunu treba obratiti paznju na koeficijente
aktivnosti pojedinih komponenti §to zavise od sastava pojedinih faza, koji mogu biti razliciti.

U dvofaznom trokomponentnom sustavu stanje ravnoteze odredeno je jednadzbama:

(x7) =(x7)"  zai=1,2i3 (1.144)
nKo
x =1, (1.145)
i=1
nKo I
=1, (1.146)
i=1
nF=n1+nH, (1.147)

gdje su n", n' i n" koli¢ine tvari cijelog sustava, I. odnosno I1. faze.

Omjer koliCine 1. faze i koli¢ine tvari u sustavu i iznosi:

1

n
v=—, (1.148)
n
a bilanca tvari i-te komponente jest:
Zil’lF = xilnI + xi“n" , (1.149)

gdje su z;, x' i x" molarni udjeli i-te komponente u promatranom sustavu, I. odnosno II. kapljevitoj
fazi. Nakon dijeljenja sa n", uzevsi u obzir jednadzbe (1.128) i (1.138) dobiva se:

P S (1.150)
Cop(K, 1)+
K, je omjer koeficijenata aktivnosti i-te komponente. Definira se na osnovi jednadzbe (1.144)
0
X =-rx =K x; (1.151)
Vi ’

Omjer koeficijenata aktivnosti i-te komponente K, ; funkcija je sastava, tlaka i temperature.
Za odredivanje njenog iznosa treba raspolagati odgovaraju¢im eksperimentalnim podacima ili
potrebne podatke izracunati na osnovi izabranog modela. Za parnu fazu to su npr. Soave-Redlich-
Kwongovov i Peng-Robinsonov, a kapljevitu npr. NRTL, ASOG, UNIFAC. Na njihovoj se osnovi
izraCunavaju koeficijenti fugacitivnosti, odnosno koeficijenti aktivnosti.



Teorijske osnove 23

U literaturi se nalaze i empirijski podaci o omjeru raspodjele K; kao funkciji tlaka i
temperature. Kod primjene tih jednadzbi treba znati u kojim se podru¢jima tlaka i temperature te za
koje sustave mogu primijeniti.
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2. PARCIJALNI MOLARNI VOLUMENI

Iznosi veli¢ina kojima se iskazuju termodinamicka svojstva viSekomponentnih sustava, kao
Sto su volumen, entalpija, slobodna energija, ovise osim o tlaku i temperaturi i o sastavu.
Medudjelovanje tvari (molekula, iona) u realnim otopinama ima za posljedicu da se njihova
termodinamicka svojstva ne mijenjaju aditivno (linearno) s promjenom sastava. Njihova zavisnost
od sastava iskazuje se parcijalnim molarnim velicinama. Parcijalne molarne veli¢ine odreduju se
eksperimentalno. U ovom poglavlju opisan je postupak odredivanja parcijalnih molarnih volumena
na osnovi podataka dobivenih mjerenjem gustoce.

2.1. Osnovni odnosi

Volumen dvokomponentne otopine V jest ekstenzivna veliCina stanja, prema jednadzbi
(1.36) odreden je s

VP’T =ny, +n,v,, 2.1)

gdje je n; koli¢ina tvari, a v parcijalni molarni volumen i-te komponente.

Za visekomponentni sustav parcijalni molarni volumen definiran je jednadzbom (1.28):

on.
! P:T,"j¢i

j #1uindeksu oznacava da su koli¢ine svih tvari u sustavu osim i-te konstantne. Za pojedine
komponente binarnog sustava prema tome jest:

= 8_V i = 8_V ) (2.3)
on, T, on, .

Nakon dijeljenja jednadzbe (2.1) s n = n; + n, dobiva se:
V=xy,+X,V,, (2.4)
gdje je x; = ny/n molarni udio komponente i. Oznake da su p i T konstantni bit ¢e u daljnjem tekstu
ispustene.

Parcijalni molarni volumeni pojedinih komponenti i molarni volumen otopine povezani su
prema jednadzbama (1.44) i (1.45):

— d
vlzv+(1—xl)i, (2.5)
1
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dv
Vv, =v—Xx,—. (2.6)
2 1 dxl
Volumen idealne otopine iznosi:
4V =ny +nns. 2.7

Ispunjeni kruzi¢ u indeksu oznacava da se veli¢ina odnosi na Cistu tvar.

Razlika realnog volumena i volumena koji bi otopina imala kad bi se vladala kao idealna
jest eksces volumen, prema jednadzbi (1.84):

V=V -V =ny, +ny, —(ny +n,}). (2.8)

Dijeljenjem jednadzbe s n = n; + n, dobiva se

ex\/z)cl(Vl—vl')+xz(\72—v;), (2.9)
te nakon deriviranja po x;:
d“v _ dv, dv,
=V, -V +x,——(v, —v,)+x,—=. (2.10)
dx, 1N ldxl (v, =v3)+x, dx,

Na osnovi Gibbs-Duhemove jednadzbe (1.38) moze se pokazati da je
dv, dv,
Rl R @.11)

1 1

X

pa se uvrStenjem u (2.10) dobiva:
d®v
dxl

=V =V =(mn-n). (2.12)

Nakon mnozenja jednadzbe s x;, odbijanja jednadzbe (2.9) te sredivanja dolazi se do
odnosa eksces molarnog volumena i parcijalnog molarnog volumena:

V, =S v—x, ——+v;. (2.13)
1

Na analogan se nacin dolazi i do izraza za prvu komponentu:

Y (2.14)
1

- _ &
v, = Tv+x,

2.2. Redlich-Kisterov model
Zavisnost eksces volumena od sastava za dvokomponentni sustav opisuje se Redlich-

Kisterovom jednadzbom:

k .
"v=xx,2a(x-x,), (2.15)

=0
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gdje su (k + 1) brojnost ¢lanova u polinomu, g; konstante. Brojnost ¢lanova polinoma odreduje
karakteristika zavisnosti (tip funkcije) i to¢nost §to se Zeli posti¢i. Konstante se odreduju
regresijskom analizom. Za k = 0 funkcija ima oblik:

v =axx, =a,(1-x,)x,. (2.16)
Iz jednadzbe (2.8), nakon dijeljenja s n i sredivanja dobiva se:
v:exv+(1—x2)vl'+x2v;, (2.17)
i nadalje, nakon uvrstenja “*v iz jednadzbe (2.16):
v=a, (l—xz)x2 +(1—x2)v1' +X,V5 =
(2.18)

_ L] L] L] 2
=V +(a0 -V +V2)x2 — X,

Za odredeni sustav, pri odredenim uvjetima, molarni volumeni Cistih tvari su konstante, pa
se moze napisati op¢i izraz za zavisnost volumena od sastava:

v:a+bx2+cx§, (2.19)

gdje je
a=v;, b=a,—-v/+v, 1 c=-aq,, (2.20)

odnosno:
vi=a 1 v,=a+b+c. (2.21)

Zak =1 dobiva se iz jednadzbe (2.15):

“v=a,(1-x,)x, +a,(1-x,)x, (1-2x,) =

(2.22)
= (ao +a, )x2 +(a1 —ao)xz2 -2a,x3,
te dalje nakon uvrstenja u (2.17) i sredivanja
v=a+bx, +cx; +dx;. (2.23)
2.3. Metoda odsjecka
Na osnovi jednadzbe (2.4), uzevsi u obzir da je x; + x, = 1, dobiva se:
V= (Y, -1)x,, (2.24)
odnosno
v=v,+(V, - )x. (2.25)

Zavisnost molarnog volumena otopine od sastava, v = f(x;), prikazana je na slici 2.1. Iznos
ordinate tangente za x, = 0 (x; = 1) jednak je parcijalnom molarnom volumenu komponente 1.
Analogni zakljucak vrijedi i za graficki prikaz v = f(x,), kad je iznos ordinate tangente, pri x; = 0
jednak parcijalnom molarnom volumenu komponente 2. (¥, -7 ), odnosno (¥ -7V, ), jest nagib
tangente. Zbog odnosa molarnih udjela, x; + x, = 1, graficki je prikaz mogu¢ na jednom dijagramu.
Ovakav postupak odredivanja parcijalnih molarnih volumena naziva se metoda odsjecka ili metoda
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intercepta. Podaci o molarnim volumenima dobivaju se na osnovi mjerenja gustoce otopina
razli¢itih koncentracija.

x=1 x,=0
x,=0 x,=1

Slika 2.1. Zavisnost molarnog volumena otopine od sastava i odredivanje parcijalnih molarnih volumena
metodom odsjecka.

Metoda odsjecka (intercepta) moze se primijeniti i na dijagramu ovisnosti eksces volumena
o sastavu, gdje se nagib tangente graficki znatno lakse odreduje. 1z jednadzbe 2.9, uzevsi ponovo u
obzir da je x; + x, = 1, slijedi:

Y S 229
odnosno:
T (R O 02

Graficki postupak odredivanja iznosa v, —v; i v, — v, kao odsje¢aka na ordinatama x,= 0
(x; = 1), odnosno x, = 1 prikazan je na slici 2.2. Parcijalni se molarni volumeni tada lako
izraGunavaju iz poznatih v, , odnosno v;.

X

0

A : )
— L] : Vz_vz
V-V, :

D — v
" .........................................
x=1 S

Slika 2.2. Zavisnost eksces volumena otopine od sastava i odredivanje parcijalnih molarnih volumena
metodom odsjecka.

2.4. Numeric¢ka metoda odredivanja parcijalnih molarnih volumena
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Zavisnost molarnog volumena od sastava opisana je jednadzbom (2.19) odnosno (2.23).
U prvom slucaju, nakon deriviranja po x, dobiva se jednadzba tangente:
d
=Y b+2cx,. (2.28)
dx,

Nakon uvrstavanja jednadzbi (2.26) i (2.19) u (2.5) i sredivanja dobiva se:

V=a-— cx22 . (2.29)

Uvodenjem 1 — x; u jednadzbu (2.19) i deriviranjem po x; dobiva se:
d
=Y o h—2c+2ex,. (2.30)
1

Uvrstavanjem jednadzbi (2.30) i (2.19) u jednadzbu (2.6), uz x; = 1 — x,, nakon sredivanja
dolazi se do:

v, =a+b+2cx, —2cx?. (2.31)

Dobiveni izrazi (2.29) 1 (2.31) omogucavaju direktno izraGunavanje parcijalnih molarnih
volumena pojedinih komponenti na osnovi funkcije v = f(x,). Konstante funkcije odreduju se
regresijskom analizom eksperimentalnih rezultata.

Molarni volumeni €istih tvari, v;", grani¢ni su iznosi parcijalnih molarnih volumena, v,

kad X —> 1.
lim[a—V] =7 > (2.32)

2.5. Eksperimentalno odredivanje parcijalnih molarnih volumena
Zadatak

Odrediti parcijalne molarne volumene u sustavu metanol(1)-voda(2) pri temperaturi od
20°C na temelju izmjerenih gustoca otopina.

Eksperimentalne podatke aproksimirati polinomnom funkcijom izvedenom iz Redlich-
Kisterovog modela. Izracunati eksces volumene zadanih otopina i parcijalne molarne
volumene obiju komponenata na temelju parametara polinomne jednadzbe.

Graficki prikazati:
a) eksperimentalno odredene gustoce u ovisnosti o sastavu otopine, p = f(x,);

b) eksperimentalno odredene i na temelju modela izracunate molarne volumene u ovisnosti
0 sastavu otopine, v = f(x,);

¢) eksperimentalno odredene i na temelju modela izracunate eksces volumene u ovisnosti o
sastavu otopine, v = f(x,);

d) na temelju modela izraCunate parcijalne molarne volumene obiju komponenata u
ovisnosti o sastavu otopine, v; = f(x;) i v» = f(x,).
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Eksperimentalni dio

Jedan od postupaka odredivanja parcijalnih molarnih volumena sastoji se u utvrdivanju
ovisnosti molarnih volumena otopina o sastavu na temelju mjerenja gustoca niza otopina razlicitih
sastava. Gustoce se odreduju piknometrijski, a kao usporedbena kapljevina koristi se voda.

Piknometrijsko odredivanje gustoce

Priprema se niz otopina razli¢itog sastava. Otopine se pripremaju mijeSanjem odredenih
masa pojednih komponenti. Prvo se vaze manje hlapljiva komponenta.

Prethodno vagnuti prazni piknometar pazljivo se puni vodom preko lijevka za piknometar,
pri cemu treba izbjegavati nastajanje mjehuri¢a. Napunjeni piknometar termostatira se 15-20
minuta u termostatu. Nakon termostatiranja, neposredno prije vaganja podesava se razina
kapljevine do oznake na grlu piknometra.

Na sli¢an se nacin provodi odredivanje mase piknometra napunjenog prethodno
pripravljenim otopinama razli¢itog sastava. Sva se mjerenja provode pri istoj temperaturi.

Gustoca otopina izraCunava se prema jednadzbi:
mm — mO

o= (233)
My,0 =My

gdje je pn gustoca otopine, pyo gustoca vode (podatak iz tablica, pri zadanoj temperaturi), m,
masa piknometra napunjenog otopinom, m;0 masa piknometra ispunjenog vodom, a m, masa
praznog piknometra.

Izracunavanje molarnih i eksces volumena
Molarni se volumen izracunava prema jednadzbi:
_xM,+x,M,
Ve—m—m———= =
yo,

gdje x; i M; oznaCavaju molarne udjele, odnosno molarne mase pojedine komponente.

: (2.34)

Podaci 0 molarnim volumenima ¢istih komponenata, v*; i v*,, nalaze se u priru¢nicima, kao
Sto je npr. Perry's Chemical Engineering Handbook.

Eksces volumeni izraCunavaju se izrazom:
ex .. . .
V=V—V X —V,X,. (2.35)

Rezultati se prikazuju u tablici, koja sadrzi sastav otopine, masu piknometra ispunjenog
otopinom, te eksperimentalne podatke o gusto¢i, molarnom i eksces volumenu otopine.

Odredivanje parametara Redlich-Kisterovog modela

Parametri modela odreduju se regresijskom analizom eksperimentalnih podataka,
primjenom racunalnog programa izradenog u programskom sustavu Mathematica koji se nalazi u
prilogu. Parametri modela definiraju funkcijsku ovisnost molarnog volumena, eksces volumena i
parcijalnih molarnih volumena komponenata o sastavu otopine.
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Graficki prikaz rezultata

Graficki se prikazi izraduju u skladu s postavljenim zadatkom. Eksperimentalni podaci
prikazuju se simbolima, a podaci dobiveni modelom krivuljama.

Rasprava i zakljucci

Raspravlja se oblik dobivenih dijagrama. Utvrduje se postoji li odstupanje istrazivanog
sustava od idealnosti, te moguéi uzroci takvog odstupanja na molekulnoj razini.

Raspravlja se prikladnost primijenjenog modela na opis eksperimentalnih podataka.
Utvrduje se postoji li rasipanje eksperimentalnih podataka i mogu¢i uzroci rasipanja.

Eksperimentalni se podaci usporeduju s literaturnim za isti ili sli¢ne sustave.
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3. RAVNOTEZA PARA — KAPLJEVINA

3.1. Uvod

Istovremena prisutnost parne i kapljevite faze susrece se u kemijskoinzenjerskoj praksi pri
nizu tehnoloski vaznih procesa, kao §to su razliciti tipovi destilacija (razdvajanja kapljevitih smjesa
na Ciste komponente ili smjese odredenih sastava), ukljucujuci destilacijsko razdvajanje
azeotropnih smjesa, ekstrakcijsku destilaciju i dr., zatim vlazenje i susenje, isparavanje i
ukapljivanje, apsorpcija plinova, itd. Neposredni kontakt izmedu parne i kapljevite faze uspostavlja
se i pri provedbi mnogih kemijskih reakcija. Stoga su vrlo vazna i brojna laboratorijska istrazivanja
pri kojima se odreduju parametri ravnoteze para — kapljevina (temperatura, tlak i ravnotezni sastavi
faza) te njihova meduzavisnost. Za inZenjersku je praksu posebno vazna, na osnovi
eksperimentalnih podataka, i moguénost procjene konstanti modela kojima se opisuju realni
sustavi.

3.2. Fazni dijagrami

Razlicite nacine vladanja pojedinih faza pregledno se moze prikazati faznim dijagramima,
grafickim zapisima na kojima je prikazan utjecaj temperature, tlaka i sastava na vrste i brojnost faza
u medusobnoj ravnotezi. Vrsta faza ovisi o fizikalnokemijskoj prirodi komponenata, a brojnost faza
odredena je Gibbsovim pravilom faza, jednadzba (1.2).

Najcesce se graficki prikazuju:

1. zavisnost sastava pare od sastava kapljevine pri izotermnim i izobarnim uvjetima, y; =
i) 7 1 yi= 1(xi)3

2. dijagrami vrenja kao:

a) zavisnost ravnoteznog tlaka od sastava pri izotermnim uvjetima, p = f(y;, x;)r 1

b) zavisnost ravnotezne temperature od sastava pri izobarnim uvjetima, 7' = f(x;, yi),.

Zavisnost ravnotezne temperature, odnosno tlaka od sastava kapljevine (x;) odreduje u
dijagramima vrenja tok krivulje vrelista (krivulje isparavanja), a zavisnost ravnotezne temperature,
odnosno tlaka, od sastava pare (y;) odreduje tok krivulje rosista (krivulje ukapljivanja). Sustavi ¢iji
se sastavi nalaze unutar tih dviju krivulja su nestabilni i razdvajaju se, zavisno od uvijeta,
izotermno, odnosno izobarno, na stabilne faze (paru i kapljevinu) u ravnotezi. Svi sustavi ¢iji se

sastavi nalaze izvan navedenog podrucja su stabilni (u stanju pare, odnosno kapljevine).

Razlicite tipove faznog ponasSanja moguce je opisati uvodenjem pojma relativne
hlapljivosti ¢, odredene izrazom:

K
a, :?1, 3.1
2
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gdje se indeks 1, prema dogovoru, pridruzuje hlapljivijoj komponenti. K; jest omjer raspodjele,
jednadzbe (1.126) do (1.128); to je omjer molarnih udjela pojedine komponente u pari, odnosno
kapljevini, u ravnoteznom stanju:.

=<

K =

1

P (3.2)

1

= |

Tip faznog ponaSanja dvokomponentnih smjesa u velikoj je mjeri odreden nac¢inom na koji
se a mijenja sa sastavom.

U idealnim se otopinama (slika 3.1) a ne mijenja sa sastavom pri izotermnim uvjetima, a
vrlo se malo mijenja pri izobarnim uvjetima. U grafickom prikazu y, = f(x,) krivulja koja odgovara
tim sustavima lezi iznad dijagonale. Razdvajanje frakcijskom destilacijom na ¢iste komponente je
moguce.

4
v L p = konst
. T = konst

X XiYs XY

Slika 3.1. Fazni dijagrami za ravnotezu para — kapljevina idealnih sustava. L oznacava kapljevinu a V paru.

U realnim otopinama pravilnog ponaSanja (slika 3.2) « se obi¢no mijenja sa sastavom,
stoga i krivulja y; = f(x;) pokazuje infleksiju, u pravilu u rubnom podrucju sastava (x; — 1). U tom
je podrucju razdvajanje destilacijom otezano, medutim krivulje vreli§ta nemaju ni minimum ni
maksimum.

. ‘ vV L p = konst
. T = konst

Xy X0Ys XY

Slika 3.2. Fazni dijagrami za ravnotezu para — kapljevina u realnim sustavima pravilnog ponasanja

U realnim otopinama nepravilnog ponasanja (azeotropnim sustavima) ¢ se znatno mijenja
sa sastavom, « Z 1. Sastav otopine pri kojem je &= 1 odgovara azeotropnoj tocci, u kojoj su
sastavi pare 1 kapljevine jednaki, x; = y;. U toj toc¢ki krivulja y; = f(x,) ima infleksiju, a izobarne
krivulje vrelista imaju maksimum (slika 3.3) ili minimum (slika 3.4). Azeotropne se smjese
razdvajaju sloZenijim postupcima nego §to je frakcijska destilacija (promjenom tlaka, dodatkom
tre¢e komponente u smjesu, itd.).
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Vi

T = konst

X1

XY,

p = konst

X34

Slika 3.3. Fazni dijagrami za ravnoteZu para — kapljevina u azeotropnim sustavima s minimumom vreliSta.

Vi

T = konst

X1

X, Y4

p = konst

\

X34

Slika 3.4. Fazni dijagrami za ravnotezu para — kapljevina u azeotropnim sustavima s maksimumom vrelista.

Osim navedenih, susrecu se i heterogeni sustavi bez azetoropa (slika 3.5) i heterogeni
sustavi s azeotropom (slika 3.6). Znacajka ovih sustava jest djelomi¢na mjesljivost komponenata u
kapljevitoj fazi, Sto zahtijeva poseban pristup razdvajanju takvih smjesa.

Slika 3.6. Fazni dijagrami za ravnotezu para — kapljevina u heterogenim sustavima s azeotropom.
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3.3. Termodinamicke osnove

Stanje stabilne termodinamicke ravnoteze odredeno je i moze se utvrditi na temelju
razlic¢itih veliCina stanja: entropije, entalpije, unutarnje energije, slobodne unutarnje energije —
Helmholtzove energije, jednadzbe (1.23) do (1.27). Za inzenjersku praksu, gdje se najvise procesa
odvija pri izobarnim uvjetima, kao najprikladniji pokazao se postupak $to se temelji na odredivanju
uvjeta pri kojima je slobodna entalpija (Gibbsova energija) minimalna. Osnovni parametri, tlak i
temperatura, direktno su mjerljivi, a to su i parametri koji su naj¢esée i kljucni pri vodenju procesa.

Stanje stabilne termodinamicke ravnoteze u izoliranom sustavu odredeno je, pri stalnom
tlaku i temperaturi, minimumom Gibbsove energije sustava, jednadzba (1.26):

G,, =min. (3.3)

P

Promjena Gibbsove energije odredena je jednadzbom (1.34):

nKo
dG =Vdp—SdT+_ wdn, =0, (3.4)

i=1

gdje su V' volumen, p tlak, S entropija, 7 termodinamicka temperatura, 44 kemijski potencijal i-te
komponente te #; koli¢ina i-te komponente u sustavu.

Pri konstantnim tlaku i temperaturi, u stanju ravnoteze

nKo

dG =) wdn =0. (3.5)

i=1

Kemijski potencijal, s, jest parcijalna molarna Gibbsova energija pojedine komponente u
sustavu,; to je promjena Gibbsove energije sustava do koje dolazi promjenom beskona¢no male
koliCine i-te komponente pri stalnom tlaku, temperaturi i koli¢ini svih ostalih komponenata,

jednadzbe (1.29) 1 (1.30).
oG
s = (_] . (3.6)
on.
1 PvT)"j¢|

U realnom sustavu kemijski potencijal zavisi od aktivnosti, jednadzba (1.51):
W= +RTIna,. (3.7)
koja je zavisna od koncentracije i koeficijenta aktivnosti, jednadzba (1.55).
a4 = Xi7i» (-8)
Nakon uvrstenja u jednadzbu (3.7) dobiva se:
p=pu" +RTIn(xy,), (3.9)

%, je koeficijent aktivnosti pojedine komponente, pokazatelj je odstupanja vladanja realnog sustava
od idealnog.

Kemijski se potencijal pojedine komponente, y;, izracunava u odnosu na kemijski
potencijal u standardnom stanju, z4°. Pri prora¢unima fazne ravnoteZe u jednostavnim sustavima
para — kapljevina (koji ne sadrze elektrolite ili polimere) standardno je stanje, u pravilu, stanje Ciste
tvari pri uvjetima promatranja sustava.
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Za dvofazni sustav, kad je pri konstantnim p i 7 u stanju ravnoteze, iz jednadzbe (3.5)
dobiva se:

D pdnl +> 7 pl'dn!' =0, (3.10)
gdje suli Il oznake faza.

U dvofaznom izoliranom sustavu u kojem se ne odvijaju kemijske reakcije:
dn! = —dn", (3.11)
pa je uvjet ravnoteze iskazan sa:
u=u' zaVvi. (3.12)

Prema tome, uvjet stanja stabilne termodinamicke ravnoteze za izolirane viSefazne sustave,
pri stalnim tlaku i temperaturi, jest jednakost kemijskih potencijala pojedinih komponenti u svim
fazama.

3.4. Omjer raspodjele

Pri opisu ravnoteze para — kapljevina, naro€ito kod inzenjerskih proracuna, npr. proracuna
vrelista, kapljista ili ravnoteznog sastava faza, kao jedan od kljuc¢nih podataka pojavljuje se omjer
raspodjele K;, definiran s (3.2).

Zavisnost omjera raspodjele Kj, o drugim termodinamickim veli¢inama slijedi iz uvjeta
ravnoteze (3.12). Nakon uvrstenja jednadzbe (3.9) u jednadzbu (3.12) i sredivanja dobiva se:

I o I_ © 1
%zexp % . (3.13)

Primijeni li se konvencija prema kojoj se kapljevita faza oznacava simbolom L (liguid), a
parna faza simbolom V (vapor), sastav kapljevine simbolom x; (x;= x;'), a sastav pare simbolom y;
(i =xi"), tada se preuredenjem jednadzbe (3.13) dobiva:

L S}
V. 7 Au.
K ==t ="exp| —|. 3.14

' v p{ RT} ( )

Xi Vi
Prema tome, za kvantitativni opis fazne ravnoteze potrebno je, u skladu s jednadzbom

(3.14), poznavati koeficijenata aktivnosti, %" i %", i razlike kemijskih potencijala pare i kapljevine
u standardnom stanju. Veli¢ina Az se odreduje razmatranjem hipotetskog procesa prevodenja
tvari iz kapljevine u standardnom stanju u paru u standardnom stanju, pri cemu se standardna stanja
za paru i kapljevinu opéenito razlikuju. UvrStavanjem izraza za Az°, izvedenog na osnovi
hipotetskog procesa, u jednadzbu (3.14) dolazi se do jednadzbe za ravnotezu para — kapljevina u
obliku pogodnom za spomenute kemijskoinzenjerske proracune, jednadzba (1.124)

Ly vi(p-pf 1 2(RT
K =220l oy ( ) exp| —— [| =—" |dp |. (3.15)
X y'p RT RT -\ p

1 bi

1




38 Termodinamika realnih sustava — vjeZzbe

Prvi eksponencijski ¢lan u jednadzbi (3.15) je tzv. Poyntingov faktor (1.125) kojim je
opisana promjena kemijskog potencijala kapljevine pri izotermnoj promjeni tlaka od ravnoteznog
tlaka ¢iste komponente p;* do ravnoteznog tlaka sustava p:

L °
Vi (p — b )
PF) =exp| ——|. (3.16)
(PF), = exp| ———

Drugi eksponent jednadzbe (3.15) jest promjena kemijskog potencijala pare pri izotermnoj
promjeni tlaka od ravnoteznog tlaka Ciste komponente p;” do ravnoteznog tlaka sustava p. Pri vrlo
niskim tlakovima vrijednost se ovog ¢lana (R7/p — v;) priblizava nuli, jer se volumen pare pri tim
uvjetima moze racunati prema jednadzbi stanja za idealne plinove (1.61):

v _RT

V. (3.17)
b

1

Prema tome, pri niskim tlakovima uz pretpostavku idealnog ponasanja pare (" = 1),
jednadzba (3.15) prelazi u jednostavniji oblik, koji je Cesto okosnica kemijskoinzenjerskih
proracuna pri tim uvjetima, jednadzba (1.127):

R vi(p-p!
RANY AW SR (p=ri) . (3.18)
X, p RT

1

K. =

1

Nadalje, jednadzba (3.18) postaje jo$ jednostavnijom ukoliko je ravnotezni tlak Ciste tvari
blizak ukupnom tlaku, pa se moze zanemariti utjecaj Poyntingovog faktora; tada je:

yip=x7{p;. (3.19)

Prema posljednjoj jednadzbi, na osnovi eksperimentalnih podataka za ravnotezni sastav
pare, y;, kapljevine, x;, i tlak p, izracunavaju se koeficijenti aktivnosti. Ravnotezni tlak Ciste tvari
izraGunava se na osnovi jednadzbi, kao §to su Antoineova, In p* =4 — B/AC + T), ili sloZenija
Wagnerova; potrebni podaci mogu se naci npr. u monografiji B. E. Polinga, J. M. Prausnitza i J. P.
O'Connella.

U uvjetima visokih tlakova, zbog neidealnosti parne faze pri prorac¢unu termodinamickih
parametara ravnoteze para — kapljevina najceScée se polazi od jednadzbe

v _rop | v(p-pl)
K, =—=—""—"=—exp
X y 202 RT

1

, (3.20)

gdje ¢ koeficijenti fugacitivnosti Ciste i-te komponente pri ravnoteznom tlaku, ¢, parcijalni
koeficijent fugacitivnosti i-te komponente pri tlaku sustava, a 1" koeficijent aktivnosti i-te
komponente u kapljevini.

JednadZzba (3.20) se izvodi polazeci od alternativne formulacije uvjeta fazne ravnoteze —
jednakosti parcijalnih fugacitivnosti pojedinih komponenti u obje faze:

fiv =]A”iL za Vi, (3.21)

Neidealnost pojedinih komponenti i cijele parne faze opisuje se koeficijentima
fugacitivnosti i naj¢es¢e izracunava prema modelnim jednadzbama za plin (jednadzbama stanja za
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realne plinove), a kapljevite faze koeficijentom aktivnosti pojedinih komponenti i izraCunava
prema modelima kapljevina.

1z jednadzbe (3.21) slijedi

yip(PiV = xiViLfie’L- (3.22)

Fugacitivnost kapljevine u standardnom stanju, /=" izra¢unava se iz fugacitivnosti Giste
kapljevine pri odgovaraju¢em ravnoteznom tlaku, ;"= p;’, prema izrazu:

v (p-p!)

o7 (3.23)

fi7h =9 plexp

3.5. Koeficijenti aktivnosti

Koeficijenti aktivnosti su termodinamicki parametri, pokazatelji odstupanja realnih sustava
od idealnog ponasanja. Odreduju se na osnovi eksperimentalnih podataka. Za inzenjersku je praksu
vrlo vazna moguénost izraCunavanja koeficijenata aktivnosti na osnovi prikladnih matematickih
modela.

Pristup odredivanju koeficijenata aktivnosti pare (koeficijenta fugacitivnosti) zavisi od
uvjeta pri kojima se proces odvija. Pri niskim se tlakovima para priblizno vlada kao idealni plin,
tada koeficijent aktivnosti iznosi jedan, %" = 1. Pri vi§im se tlakovima neidealnost vladanja pare,
koja je posljedica promjene tlaka, opisuje uvodenjem jednadzbi stanja u odgovarajuce
termodinamicCke izraze. Pritom se kao mjera neidealnosti rabi koeficijent fugacitivnosti, jednadzba
(3.20).

Koeficijenti aktivnosti kapljevina izraCunavaju se prema matematickim modelima; iskazuju
se kao funkcije sastava kapljevine i parametara pojedinog matematickog modela, dok se parametri
modela odreduju, u pravilu, na osnovi eksperimentalnih podataka, prikladnim numeri¢kim
postupcima.

Poznati su brojni matemati¢ki modeli; pojedini su opisani u poglavlju 1.11. Neki su danas
samo povijesnog znacaja i primjenjuju se rjede, to su npr. Wohlov, Margulesov, van Laarov —
jednadzbe (1.89)-(1.90), dok se drugi, kao §to su npr. Wilsonov — jednadzbe (1.91)-(1.93), NRTL —
jednadzbe (1.94)-(1.97), UNIQUAC — (1.98)-(1.104) te modeli doprinosa grupa ASOG —
jednadzbe (1.105)-(1.114) i UNIFAC — jednadzbe (1.115)-(1.119), koriste u svakodnevnoj
kemijskoinzenjerskoj praksi.

Pri obradi rezultata mjerenja potrebno je procjenu parametara, kao i kod drugih modela,
provesti regresijskom analizom podataka kroz cijelo koncentracijsko podrucje.

Wilsonov se model uspje$no primjenjuje pri proracunima ravnoteze para — kapljevina niza
polarnih i nepolarnih sustava. Kod ovog se modela, u odnosu na ranije, na osnovi poznatih
parametara za binarne sustave, mogu izra¢unavati i koeficijenti aktivnosti za visSekomponente
sustave jednadzba (1.91).

NRTL model (Non Random Two Liquids) se temelji na pretpostavci da se kapljevina
sastoji od niza molekulnih ¢elija, pri ¢emu raspodjela prisutnih molekulnih vrsta unutar
pojedinacénih ¢elija i u sustavu kao cjelini, nije slucajna; raspodjela unutar pojedinih ¢elija i u
sustavu kao cjelini odredena je energijom medudjelovanja i parametrom neslu¢ajnosti. Model je
troparametarski. Takoder omoguéava izraCunavanje koeficijenata aktivnosti viSekomponentnih
sustava na temelju podataka za binarne sustave, jednadzba (1.94).
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UNIQUAC (Universal Quasi Chemical) model za izraCunavanje koeficijenta aktivnosti,
temelji se na doprinosu veli¢ine i medudjelovanja molekula, jednadzbe (1.99) i (1.100).

Veliki napredak kod izraCunavanja koeficijenata aktivnosti, posebno vazan za
kemijskoinzenjersku praksu, predstavlja razvoj modela doprinosa grupa (ASOG i UNIFAC). Oni
se temelje se na promatranju medudjelovanja aktivnih atomskih skupina koje ¢ine molekule.
Koeficijenti aktivnosti izraCunavaju se na osnovi kombinatornog doprinosa, zavisnog od veli¢ina
Cestica, 1 rezidualnog doprinosa, doprinosa zbog medudjelovanja aktivnih skupina atoma. Na taj je
nacin znatno smanjena koli¢ina potrebnih podataka za izraCunavanje parametara modela, jer je broj
razlicitih atomskih skupina mnogo manji od broja razli¢itih molekula. Nadalje, pri odredivanju
parametara modela za viSekomponentne sustave, nije potrebno provoditi mjerenja za sam sustav,
kad su poznati podaci o veli¢ini grupa sastavnica sustava i njihovu medudjelovanju.

Pri izraGunavanju koeficijenta aktivnosti, prema modelu ASOG (A4nalytical Solution of
Groups), veli¢ine komponenata u otopini i njihove koncentracije iskazuju se brojnoséu pojedinih
atomarnih vrsta, jednadzba (1.106). Doprinos zbog medudjelovanja grupa, jednadzba (1.110),
odreduje se eksperimentalno.

Kod modela UNIFAC (UNIQUAC functional group activity coefficients) doprinos zbog
veli¢ina Cestica izraCunava se na osnovi podataka o povrSinskim i volumnim parametrima,
jednadzba (1.115), te parametrima medudjelovanja, jednadzba (1.116), koji se odreduju
eksperimentalno.

3.6. Procjena parametara modela

Parametri modela odreduju se ili na osnovi teorijskih postavki i/ili rezultata mjerenja. Tako
se kod UNIFAC modela kombinatorni doprinos odreduje na osnovi tabeliranih podataka o
povrsinskom i volumnom parametru, a entalpijski na osnovi podataka o sastavu, temperaturi i tlaku
promatranog sustava u stanju ravnoteze dobivenih mjerenjem. Tabelirani podaci o veli¢ini grupa
atoma dobivaju se nezavisnim mjerenjima, npr. rendgenskom analizom pojedinih sastavnica
sustava.

Pri procjeni parametara pretpostavljenog modela matematickom se analizom odreduju
konstante funkcije, tako da funkcija uz najmanje odstupanje prolazi tockama mjerenja, tj. da
matematicki model dobro opisuje sustav pri razli¢itim uvjetima.

Postupak je sljedeci. Prvo se definira funkcija cilja, OF (Objective Function), kao zbroj
kvadrata odstupanja izmjerenih podataka od podataka izra¢unatih prema modelu. Zatim se
parametri modela izracunavaju izabranom regresijskom metodom, trazenjem minimuma funkcije
cilja.

Opcenito se funkcija cilja definira sa:

nDa

OF = Z[(Qleksp,i ~Olsges) (02001 = 020} + } : (3.24)

i=1

gdje je nDa brojnost skupova izmjerenih podataka (npr. x; ;, v, pi odnosno T3). O1, 02, ... su
velicine kojih se iznosi usporeduju. Mogu se iskazati jednostavno (npr. koeficijent aktivnosti
izraunat direktno iz rezultata mjerenja i na osnovi modela, tada su odstupanja iskazana sa jp; -
modeli) 111 sloZenije (kao relativni iznos ili kao slozenija funkcija).

Prikladno je da se razlike Qcksp - Omodel, Pri promatranju vise velicina, oznace s 6. Tada se
opcenito funkcija cilja, kod odredivanja parametara u sustavu para — kapljevina, moze iskazati
sljede¢om jednadzbom:
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nDa nDa nDa 2 nDa
OF = Ali g1 +A2i67‘ A3i8T A4ZD:8p'

1

: (3.25)

nDa nKo nDa nKo

+ASZZ il +A PPN yu

11/1 _|111

nDa je brojnost eksperimentalnih tocaka, a nKo brojnost komponenata. Oznake 87, dp, 6x 1 oy
odnose se na odstupanja temperature, tlaka, sastava kapljevite i sastava parne faze izraCunatih
prema modelu od izmjerenih podataka.

B su normalizacijske funkcije kojima se ujednacavaju doprinosi pojedinih
eksperimentalnih toCaka. Tako se npr. prikladnim izborom funkcija B5 i/ili B6 moze posti¢i manja
tezina eksperimentalnih podataka za rubne sastave (vrlo male udjele pojedinih komponenata), kad
se smatra da se ti sastavi ne odreduju s dovoljnom preciznoséu. Slicno tome, kod mjerenja u vrlo
velikom rasponu tlakova, pogreska pri visim tlakovima ima vecéu tezinu nego ona pri nizim.
Prikladnim izborom funkcije B4 ovaj se problem moze otkloniti.

A su tezinske funkcije, obi¢no konstante, kojima se moZze ugoditi relativni doprinos
pojedine vrste odstupanja ukupnom odstupanju, ovisno o svrsi prorac¢una, signifikantnosti
pojedinih eksperimentalnih veli¢ina te pouzdanosti njihova odredivanja.

Cesto je kao funkciju cilja prikladno postaviti odstupanje eksperimentalnih od izradunatih
eksces Gibbsovih energija, posebice pri razmatranju sustava koji su definirani u manjim rasponima
temperature i tlaka. U skladu s Gibbs-Duhemovom jednadzbom (1.60), prema jednadzbi (1.85) te
uzevsi u obzir jednadzbu (1.36) za dvokomponentni se sustav dobiva:

2
nDa ex ex
i=1 RT eksp RT model
nDa

= Z[(xll Iny +x,;Iny, 1) ('xl,i Iny;+x,;Iny,; )model T

i=1

(3.26)

Odreduju li se na osnovi eksperimentalnih podataka, npr. za Wilsonov model konstante A,
i Ay, tada se u funkciju cilja (3.26) uvrstavaju odgovarajuce funkcije zavisnosti Iny; i Iny od
sastava, jednadzba (1.95). Nakon sredivanja dobiva se:

OFW = i (it 5, 107, ) 2 (3.27)
=1 +x,; In (XU + A%, ) +x,;In (xz,i + Ay x )

Potrebno je odrediti iznose konstanti A, i Ay; za koje funkcija cilja ima minimalan iznos.
Do rjeSenja se dolazi primjenom posebnih programskih sustava, koji imaju ugradene algoritme za
rjeSavanje pojedinih matemati¢kih problema. Takav je npr. Mathematica u kojem se npr. mogu
koristiti procedure FindMinimum ili NMinimize. Do rjeSenja se moze do¢i i postupnim rjeSavanjem,
u primjeru Wilsonovog modela, sustava dviju jednadzbi Sto se dobivaju deriviranjem funkcije cilja
OFW po Aj; odnosno Ay;. Funkcija cilja imat ¢e minimalan iznos kad su ispunjeni uvjeti
O0OFW/0A1,=0100FW/0Ay = 0:
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SOFW nDa M(X”ln}/“'f‘le»ln]/Zi) +
i Dl ait At T T ek (3.28)
12 =1
+x,;In (xl,i + 4,y ) +X,;In (xz,i +4,x; )
25, (xIny+x,Iny,,) + 2
nba| ——————(X,.Iny,. +x,.In :
é’O—FW:z Xy T Ay X TR (3.29)
é)Azl i=1

X ln(xl,i +A4,x,; ) T X ln(xz,i + A21x1,i)

Zbog slozenosti ve¢ine matemati¢kih modela (Wilsonov je u grupi jednostavnijih) sustav
jednadzbi moze imati viSe rjeSenja. U tom slucaju treba obratiti pozornost na fizi¢ki smisao
izraCunatih konstanti, usporediti razliCita rjeSenja, na¢i globalni minimum, te rezultate provjeriti
usporedbom s literaturnim podacima za sli¢ne sustave.

Funkecija cilja moze se definirati i na drugi nacin, npr. sa:

2

nDa
oF2=Y (m ﬁj - [m ﬁ] , (3.30)
eksp calc j

i=1 V2 V2
ili:
nDa 5 5
OF3 = Z|:(71,eksp _71,calc> _(7/2,eksp _72,calc) jl ) (331)
i=1
odnosno preko sastava parne faze:
nDa )
OF4 = Z |:(1 - yl,i,calc - yZ,i,calc ) :| . (332)
i=1

3.7. Test konzistentnosti

Test konzistentnosti provodi se radi utvrdivanja sukladnosti eksperimentalnih podataka s
osnovnim termodinamickim zakonitostima. Ukoliko pri eksperimentalnom odredivanju nije
postignuta fazna ravnoteza, ili pak mjerenje sadrzi sistematsku pogresku, test konzistentnosti nece
biti zadovoljen pa se cijelo mjerenje ili pojedini rezultati moraju odbaciti kao moguci izvor
pogreSaka kod odredivanja termodinamickih parametara istrazivanog sustava. Testom
konzistentnosti provjerava se i primjenjivost pojedinog modela za opis istrazivanog sustava.

U literaturi se navode razliciti oblici testa konzistentnosti. Medutim, svi se izvode iz opéeg
uvjeta za stanje ravnoteze, kad je dG = 0:

nKo
vdp—sdT—Z)x@ui =0. (3.33)
i=1
Nakon uvodenja eksces molarnih veli¢ina, kojima se iskazuje odstupanje realnih od

idealnih vrijednosti, ®v=v - Yy, ®g =5 — 9, *h = h — % i s = h/T, te sredivanja dobiva se poopéena
Gibbs-Duhemova jednadzba:
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ex h ex nKo

A%
d7’'———dp+ ) xdlny, =0. (3.34)
RT? RT Z‘

Za dvokomponentni sustav jednadzba ima oblik:

eXh exv
277 dT—RT dp+xdny, +x,dlny, =0. (3.35)

Prip i T = konst eksces Gibbsova energija zavisna je od sastava i koeficijenta aktivnosti

ex

ile Iny, +x,Iny,. (3.36)
Deriviranjem se dobiva
d(;—ij =xdlny, +Inydx, +x,dIny, +Iny,dx,. (3.37)
Nakon odbijanja jednadzbe (3.35), uzevsi u obzir da je dx, = -dx;, dobiva se
d(Z—ij:ln;—;dxl—%dT+;; dp . (3.38)

Mjerenja ravnoteze para — kapljevina provode se ili pri stalnoj temperaturi (izotermno) ili
pri stalnom tlaku (izobarno).

U prvom je sluc¢aju d7 =0, pa se iz (3.38) dolazi do:

d =& [=inLidy +—Ldp. (3.39)
RT Vs RT

Budu¢i da je v maleno u usporedbi s umnoskom R7, moze se bez velike pogreske pisati:

d| =& | =i dx,. (3.40)

RT Vs
U drugom je slucaju kada je dp =0, vrijedi:
d| —£ =lnﬁdxl——h2dT. (3.41)
RT Vs RT

Eksces se entalpija smije zanemariti tek kod atermalnih otopina, gdje je ““4 ~ 0. Tada i
jednadzba (3.41) prelazi u (3.40).

Na osnovi izvedenih jednadzbi razvijeno je viSe postupaka za testiranje konzistentnosti
podataka. Najcesce se koriste Heringtonov (povrsinski), Van Nessov, Fredenslund-Gmehling-
Rasmussenov 1 opdi statisticki test.

Heringtonov postupak

1z jednadZbe (3.41) za stanje ravnoteze pri izobarnim uvjetima dobiva se:
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n?2dy = ar, (3.42)
7 RT

i dalje, nakon integriranja u granicama od x; =0 do 1,

x =1
Vs
In=2dx, = (3.43)
JO % I o RT’
odnosno, jer je za standardno stanje Cista tvar, x; = 1, entalpija mijeSanja iznosi 4h = h —
(x1h°1+x2h°2) = exh
j In ﬁdxl j . (3.44)
RT

Xl—

Clan *A/RT po iznosu je malen, ali se treba uzeti u obzir pri analizi rezultata. Desna strana
jednadzbe je zanemariva pri mjerenjima u uskom temperaturnom podrucju. Pri navedenim uvjetima

j n2dx, =0. (3.45)
71

X1=0

Test se provodi integriranjem funkcije In(/7) po cijelom koncentracijskom podrucju.
Podaci su konzistentni ako vrijednost integrala iznosi priblizno 0 (zavisno od tocnosti mjerenja),
odnosno ako izracunati iznos odgovara entalpijskom ¢lanu u jednadzbi (3.43). Na grafickom
prikazu In(5/1) = f(x1) povrSine ispod i iznad pravca p/y = 1 trebaju u apsolutnom iznosu biti iste,
odnosno odgovarati entalpijskom ¢lanu. PovrSinu ispod funkcije In(y,/y,) = f(x1) odreduje se
numericki, koriStenjem trapezne ili Simpsonove metode.

Van Nessov postupak

Dosada prikazani izrazi (3.38) do (3.41) osnova su, zavisno od uvjeta pri kojima se izvodi
mjerenje, za testiranje konzistentnosti rezultata mjerenja. Van Ness je razvio termodinamicki
egzaktan test konzistentnosti kod kojeg se istodobno ocjenjuje kvaliteta mjerenja i prikladnost
primijenjenog modela. Da bi se test mogao primijeniti, potrebno je odabrati prikladan model
koeficijenta aktivnosti. Izbor modela utje¢e na iznose pojedinih varijabli koje se pojavljuju u testu,
ali ne utjece na konacne zakljucke o konzistentnosti. Test je primjenjiv za izotermne i izobarne
podatke.

Van Ness optimira parametre modela, uzimajuc¢i kao funkciju cilja zbroj kvadrata
odstupanja eksperimentalnih od izraunatih eksces Gibbsovih energija sustava (odstupanje je
prikladno oznaciti s 8g), prema jednadzbi (3.26):

nDa nDa 2

OF5=Y6g = Z[(xl Iny +x,Iny,),  —(xIny +x,ny, )model} . (3.46)
i=1

i=1
nDa je brojnost eksperimentalnih to¢aka (podataka).

U tom se slucaju, za termodinamicki konzistentna mjerenja, dokazuje da se odstupanja
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Sy = [mﬁj - (mﬁj (3.47)
72 eksp 72 model

moraju slucajno rasipati oko nule. Graficki se dio testa sastoji u prikazu ovisnosti &y = f(x;), nakon
¢ega se utvrduje postoji li trend neslucajne raspodjele dy~vrijednosti, Sto upucuje na
nekonzistentnost.

Mjerilo (ne)konzistentnosti je tzv. RMS-vrijednost (root mean square, drugi korijen
srednjeg kvadratnog odstupanja) iskazana izrazom:

RMS (8y) = (3.48)

Podaci se razvrstavaju prema konzistentnosti u 10 razreda (tablica 3.1.), pri ¢emu 1.
skupina sadrzava najbolje podatke. Van Nessov test, ovisnost 5y = f(x;), za sustav aceton(1)-
benzen(2) prikazan je na slici 3.7. Dijagram A prikazuje skup konzistentnih, a dijagram B skup
nekonzistentnih podataka. Treba napomenuti da su podaci prikazani na slici B konzistentni prema
Heringtonovom testu.

Sy dy
0.75 A 0.75 B
0.5 0.5
0.25 0.25 e ® o
° [ ]
o] S SN S — 0 —
[]

0.25 025, °

3
0.5 0.5
0.75 0.75

02 04 06 08 , | 02 04 06 08 , 1

Slika 3.7. Van Nessov test konzistentnosti za sustav aceton(1) — benzen(2); podaci: A — K. Kojima i
suradnici, B — D. F. Othmer.

Konzistentnost i podudarnost izmjerenih i izra¢unatih podataka ukazuje na vjerodostojnost
mjerenja i prikladnost odabranog matematickog modela za istrazivani sustav.

3.8. Eksperimentalno odredivanje ravnoteznih sastava i obrada rezultata

Na slici 3.8. prikazan je uredaj prema Hunsmannu u kojem se pri atmosferskom tlaku,
izobarnim uvjetima, uspostavlja ravnoteza pare s kapljevinom. Sastavi faza odreduju se
refraktometrijski. Temperatura se mjeri u samom sustavu, a odvojeno se odreduje tlak u okolisu
koji odgovara ukupnom ravnoteznom tlaku.

Zadatak

Za dvokomponentni sustav aceton (1) - benzen (2) potrebno je:
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Tablica 3.1. Razredi termodinamicke konzistentnosti prema Van Nessu

Oznaka

RMS(87)

1

0,000<RMS<0,025

0,025<RMS<0,050

0,050<RMS<0,075

0,075<RMS<0,100

0,100<RMS<0,125

0,125<RMS<0,150

0,150<RMS<0,175

0,175<RMS<0,200

O | 0 Q| &N | K| W[l N

0,200<RMS<0,225

1. Eksperimentalno odrediti parametre ravnoteznog stanja (sastav pare, kapljevine i
temperaturu) pri stalnom (atmosferskom) tlaku.

2. IzraCunati se koeficijente aktivnosti obiju komponenti istrazivane otopine uz
pretpostavku da se parna faza vlada kao idealan plin.

3. Testirati se konzistentnost eksperimentalnih rezultata.

4. Postupkom regresijske analize izraCunati parametre Wilsonovog modela zavisnosti

koeficijenta aktivnosti od sastava.

5. Graficki prikazati:

a) odnos temperature i sastava kapljevine i pare T = f(xy, y1);

b) sastav pare u ovisnosti o sastavu kapljene y; = f(x;);

¢) zavisnost eksperimentalno odredene odnosno izracunate, eksces Gibbsove energije o

sastavu kapljevine g = f(x;) te

d) rezultate testa konzistentnosti.

Graficki prikazi trebaju sadrzavati podatke rezultata mjerenja i one dobivene proracunom
na osnovi modela. Rezultati mjerenja prikazuju se simbolima, a rezultati na osnovi modela

linijama.

Eksperimentalni dio

Eksperimentalno se odreduju ravnotezni sastavi pare i kapljevine te temperatura i tlak za
kapljevite otopine razli¢itih pocetnih sastava. Temperatura i tlak mjere se izravno dok se sastavi
utvrduju preko fizickih svojstava zavisnih od sastava, ovdje refraktometrijski.

Uredaj prema Hunsmannu, primijenjen pri odredivanju ravnoteznih sastava pare i
kapljevine te temperature pri stalnom tlaku, prikazan je na slici 3.8.
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1

9

Slika 3.8. Uredaj za ispitivanje ravnoteze para — kapljevina prema Hunsmannu. 1 - posuda za vrenje, 2 -
unutra$nji termometar (ocitavanje ravnotezne temperature), 3 - povratno hladilo, 4 - cijev za povrat
kondenzata, 5 - unutrasnje grijalo, 6 - vanjsko grijalo, 7 - plast, 8 - otvor za uzorkovanje kondenzata pare, 9 -
otvor za uzorkovanje kapljevite faze, 10 - vanjski termometar, 11 — kapilare za usmjeravanje parne faze.

Kapljevina koja se nalazi u posudi za vrenje (1) postupno se zagrijava unutrasnjim (5) i
vanjskim (6) grijalom do ustaljenja temperature unutrasnjeg (2) i vanjskog (10) termometra. Dio
uredaja koji se sastoji od plasta (7) 1 vanjskog grijala sluZzi za termicku izolaciju. U ravnoteznom
stanju Zivin spremnik unutrasnjeg termometra permanentno vlazi dvofazna smjesa kapljevine i pare
koja struji kroz kapilare (11). Suha para (bez tragova kapljevite faze) kondenzira se u povratnom
vodenom hladilu (3) i vraca kroz cijev (4) u posudu za vrenje. Stanje ustaljene temperature i stalne
cirkulacije medija u sustavu treba se odrzavati najmanje 30 minuta prije kona¢nog ocitanja
temperature i uzimanja uzoraka kondenzata pare (8) i kapljevine (9).

Izracunavanje koeficijenta aktivnosti

Koeficijent se aktivnosti izracunava iz eksperimentalnih podataka prema jednadzbi (3.19):

P
Lo S (3.49)
X Pi

Ravnotezni tlak ¢iste tvari, p;” izraCunava se prema Antoineovoj jednadzbi:

B.
np =4 ——— ,
"= ATy (3.50)
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gdje su 4;, B; i C; empirijske konstante Ciste tvari i. Osim Antoineove mogu se koristiti i druge
jednadzbe za koje se raspolaze potrebnim podacima.

Odredivanje parametara modela koeficijenta aktivnosti

Na osnovi eksperimentalnih podataka, u skladu s odabranim matematickim modelom (npr.
Wilsonovim) i funkcijom cilja, izracunavaju se parametri modela. Odgovaraju¢i raCunalni
programi, izradeni u programskom sustavu Mathematica su u prilogu.

Test konzistentnosti

Provode se Heringtonov i Van Nessov test konzistentnosti. Odgovaraju¢i racunalni
programi su u prilogu.

Graficki prikazi

Rezultati mjerenja i tok racunanja prikazuju se graficki u skladu sa zadatkom.

Rasprava i zakljucci
Rasprava i zakljucci izvode se na osnovi rezultata mjerenja te testa konzistentnosti.

Prema obliku dijagrama vrenja, T = f(x;,);)p 1 Ovisnosti sastava pare o sastavu kapljevine, y;
= f(x;), moze se zakljuciti je li istraZivani sustav realna smjesa pravilnog ponasanja, slika 3.2. ili
azeotropna smjesa, slika 3.3., odnosno slika 3.4.

Prema rezultatima testa konzistentnosti izvode se zakljucci o kvaliteti mjerenja i
prihvatljivosti promatranog modela.

Postoji li na dijagramu testa konzistentnosti, 6= f(x), trend neslucajne raspodjele 65~
vrijednosti zavisno od sastava podaci su nekonzistentni. Analizu treba iskazati i numeric¢ki (RMS-
vrijednosti, prema podacima u tablici 3.1).

Na osnovi prikaza zavisnosti eksperimentalno i ratunski odredenih eksces Gibbsovih
energija od sastavu kapljevine, (*g/RT)eksp = f(xi), odnosno (“g/RT)cuc = f(x;), mogu se izvesti
zakljuccei o prikladnost primijenjenog modela za opis zavisnosti koeficijenta aktivnosti od sastava
tj. 0 uspjesnosti opisa istrazivane kapljevite otopine.

Konacni zakljuéei o znacajkama istrazivanog sustava i provedenog eksperimenta ne smiju
se izvoditi samo na osnovi jednog pokazatelja.

Rezultate treba usporediti s podacima o istom, odnosno sli¢nom sustavu u literaturi
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4. RAVNOTEZA KAPLJEVINA — KAPLJEVINA

U suvremenoj se praksi kemijske industrije sve ¢e$¢e primjenjuju ekstrakcijski procesi,
kako zbog malog utroska energije, tako i zbog ekoloske prihvatljivosti. Pri ekstrakcijskim se
procesima sustav sastoji od dviju ili viSe kapljevitih faza, medu kojima se odvijaju procesi
prijenosa tvari, i pritom se sustav priblizava ravnoteznom stanju. U skladu sa zakonom prijenosa
(tvari, energije, koli¢ine gibanja), brzina procesa ovisi o pokretackoj sili prijenosa, o medufaznoj
povrsini i o otporima, izrazenim koeficijentom prijenosa. Kod ekstrakcijskih procesa pokretacka
sila prijenosa mase razmjerna je razlici koncentracija ili, strogo gledaju¢i, aktivnosti, a prijenos
mase se teorijski odvija do izjednacavanja koncentracija (prelaska sustava u jednu fazu) ili do
postizanja ravnoteznih koncentracija. Stoga je za uspjesno projektiranje ekstrakcijskih procesa
nuzno identificirati uvjete fazne ravnoteze kapljevina — kapljevina, definirati pitanja koja se s tim u
vezi postavljaju pred kemijskog inZenjera i pomno istraziti nacine njihova rjeSavanja. Pri
prorac¢unima fazne ravnoteze kapljevina — kapljevina kemijski se inzenjer susre¢e s dvama
osnovnim pitanjima: kako na temelju eksperimentalnih podataka procijeniti konstante modela
kojim se sustav opisuje, te kako na temelju razlicitih poznatih podataka predvidjeti ravnotezne
sastave faza.

4.1. Fizikalnokemijske osnove ravnoteZe kapljevina — kapljevina
Dvokomponentni sustavi

Na pocetku razmatranja fizikalnokemijskih osnova ravnoteze kapljevina — kapljevina
potrebno je definirati kemijski potencijal, 4, tj. parcijalnu molarnu Gibbsovu energiju komponente
i, g, usmjesi, jednadzbe (1.29) 1 (1.30):

_ oG
H =8 E(_J ’ 4-1)
on,
p.T g,

1

gdje su G Gibbsova energija (slobodna entalpija) otopine, n; koli¢ina i-te komponente, a p i T tlak,
odnosno temperatura sustava. Prema tome, kemijski potencijal i-te komponente je promjena
Gibbsove energije sustava do koje dolazi beskona¢no malom promjenom kolicine i-te komponente
pri stalnim tlaku, temperaturi te kolicinama ostalih komponenti.

U ovom odjeljku razmatrat ¢e se dvokomponentni sustavi — smjese dviju kapljevina.
Komponente takvih sustava mogu biti medusobno potpuno ili djelomi¢no mjesljive (topljive), ili
pak potpuno nemjesljive (netopljive). O medusobnoj topljivosti komponenti sustava moze se
zakljuc¢ivati razmatranjem ovisnosti molarne Gibbsove energije sustava, g, o sastavu, definiranom
molarnim udjelom odgovaraju¢e komponente, x;. Na dijagramu (slika 4.1) se za tri, po medusobnoj
topljivosti komponenata razlicita sustava, oznacena slovima A, B i C, mogu uociti osnovni oblici te
ovisnosti. Komponente su oznacene brojevima 11 2. Dijagram se moZe analizirati usporedujuci
molarne Gibbsove energije ¢istih komponenti, g;°, s odgovarajué¢im parcijalnim molarnim
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Gibbsovim energijama g. . Za dvokomponentne sustave jednadZba (4.1) se moZze transformirati u
oblik jednadzbe (1.44):

_ J
#=2 =g+(1—xi)a—f (42)

1

Uzevsi u obzir smisao derivacije kao koeficijenta smjera tangente, iz prethodne jednadzbe
slijedi da se parcijalna molarna Gibbsova energija na dijagramu prikazuje odsjeccima koje na
ordinatama ¢istih komponenti 1 i 2 tvori pravac, koji u toc¢ki promatranog sastava tangira krivulju
ovisnosti Gibbsove energije o sastavu.

Oblik prikazan krivuljom A odgovara medusobno potpuno netopljivim komponentama, pri
tlaku 1 temperaturi sustava. Odsjecci koje na osima komponenti (x; = 1) tvori tangenta na takvu
krivulju (tj. kemijski potencijali) uvijek su visi od molarnih Gibbsovih energija €istih komponenti.
Stoga je promjena Gibbsove energije pri mijeSanju pozitivna, pa je otopina nestabilna. Oblik B
odgovara sustavu u kojem su komponente medusobno topljive u svim omjerima. Odsjecci tangente
na krivulju (kemijski potencijali) uvijek su nizi od odgovaraju¢ih molarnih Gibbsovih energija
¢istih komponenti. Oblik C odgovara medusobno djelomi¢no topljivim komponentama. Sustav je u
podruéjima sastava a—b odnosno f—h jednofazan. Podru¢je sastava a—b odgovara otopinama
komponente 2 u komponenti 1, a podrucje sastava f—h otopinama komponente 1 u komponenti 2. U
podrucju sastava b—f dolazi do razdvajanja otopine na dvije faze u ravnotezi. Sastavi ravnoteznih
faza, b odnosno f, odredeni su zajednickom (dvostrukom) tangentom na promatranu krivulju.
Fizicki smisao zajednicke tangente je jednakost kemijskih potencijala komponenata u objema
fazama. Podrucje b—f moze se razdijeliti u dva (tri) dijela, $to ih omeduju tocke infleksije krivulje,
¢ odnosno e. Podruéje c—e je nestabilno podrucje, gdje je fazno razdvajanje spontano, uzrokovano
ve¢ molekulnim gibanjima. Podrucja b—c, odnosno e—f su metastabilna. Sama molekulna gibanja
nisu dovoljna da uzrokuju faznu separaciju; potrebni su vanjski poremecaji, intenzitet kojih mora
biti dovoljan da izbaci sustav iz stanja metastabilne ravnoteze i prevede ga u termodinamicki
povoljnije stanje stabilne ravnoteZze.

1 X 2

Slika 4.1. Osnovni oblici ovisnosti Gibbsove energije dvokomponentnog sustava o sastavu; A ()
medusobno netopljive komponente, B (——) potpuno topljive komponente, C (-----) djelomicno topljive
komponente.
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S promjenom temperature (pri stalnom tlaku) mijenjaju se i sastavi kapljevitih faza u
ravnotezi. Neki moguci oblici krivulja ovisnosti ravnoteznih sastava faza o temperaturi (p = konst)
prikazani su na x'-x"-T dijagramima, slika 4.2. Zakrivljene linije, koje opisuju promjenu
ravnoteznih sastava faza s temperaturom i razgrani¢avaju jednofazna od dvofaznih podrugja,
nazivaju se binodalne krivulje.

Rimskim brojem I ozna&en je oblik x'-x"-T dijagrama koji se susrece rjede, i to u pravilu
kod otopina u kojima postoje snazne vodikove veze medu komponentama. Takve otopine imaju
dvije kriti¢ne temperature. Komponente, potpuno topljive pri nizoj temperaturi, mogu postati
djelomic¢no topljive povisenjem temperature. Temperatura pri kojoj dolazi do takvog razdvajanja
faza naziva se donja kriticna temperatura otopine, DKTO, odnosno LCST, (lower critical solution
temperature). S daljnjim poviSenjem temperature sustav ponovno postaje jednofazan. Temperatura
pri kojoj dolazi do takve pojave naziva se gornja kriti¢na temperatura otopine, GKTO, odnosno
UCST (upper critical solution temperature). Dijagram oznacen rimskim brojem II karakteristican je
za polimerne otopine. Donja kriti¢na temperatura otopine nalazi se iznad gornje, pa su komponente
medusobno potpuno topljive u srednjem temperaturnom podrucju. Dijagram oznacen rimskim
brojem III, oblika "pjeScanog sata” (hourglass), karakteristican je za sustave s medusobno
djelomicno topljivim komponentama pri svim temperaturama.

GKTO| L+L,
DKTO)

GKTO
DKTO /Lﬁfl-z\

III

L L+L, L

1 X 2

Slika 4.2. Primjeri ovisnosti ravnoteznih sastava o temperaturi za dvokomponentne sustave s dvjema
kapljevitim fazama.



54 Termodinamika realnih sustava — vjezbe

Trokomponentni sustavi

Pri proracunu fazne ravnoteze kapljevina — kapljevina u inzenjerskoj se praksi Cesto
susrecu trokomponentni sustavi. Sastavi takvih sustava najc¢esce se prikazuju na trokutnim
dijagramima, a nacin prikazivanja predocen je na slici 4.3. Vrhovi trokuta A, B i C odgovaraju
Cistim komponentama, stranice trokuta odgovaraju dvokomponentnim smjesama, a u unutrasnjosti
trokuta prikazuju se sastavi trokomponentnih smjesa ili neka svojstva §to odgovaraju tim
sastavima. Osim molarnih udjela, varijable sastava mogu biti maseni, volumni udjeli i sl. Trokutni
dijagrami, ako su sastavi iskazani kao maseni ili molarni udjeli, omogucavaju i kvantificiranje
omjera koli¢ina pojedinih faza, primjenom pravila poluge.

0% 100% C
XA‘M
Xa Xc
T T RETRA

Xem

100% 0% C
A ' B
XB,M XE
0% B 100% B

Slika 4.3. Grafic¢ki prikaz sastava trokomponentnog sustava na trokutnom dijagramu. To¢ka M odgovara
sastavu XAM> XB,M> XC M-

Na slici 4.4. prikazani su trokutni fazni dijagrami osnovnih tipova trokomponentnih
sustava, ovisno o medusobnoj topljivosti komponenti. Najc¢esce se susrecu tipovi I 1 I1. Na slici su
brojevima 1 i 2 oznacena podrucja jednofaznog, odnosno dvofaznog sustava. Granice jednofaznih i
dvofaznih podruéja su zakrivljene linije, koje se nazivaju binodalnim krivuljama. Za razliku od
dvokomponentnih sustava, u ovom slu¢aju binodalne krivulje odgovaraju izotermnim uvjetima.
Duzine koje povezuju ravnotezne sastave faza nazivaju se vezne (spojne) linije. Crnim su
kruzi¢ima oznacene kriticne tocke, koje u ovom slucaju odgovaraju kriti¢nim sastavima
trokomponentnih smjesa kod kojih vezne linije iS¢ezavaju, a dvije se faze u ravnotezi stapaju u
jednu. Kriticne se to¢ke u pravilu ne poklapaju s "maksimumima" binodalnih krivulja

Matematicki opis fazne ravnoteze kapljevina — kapljevina

Temeljni je uvjet fazne ravnoteze, pa tako i ravnoteze kapljevina — kapljevina, jednakost
kemijskih potencijala, z4, svake od komponenata u svim prisutnim fazama. Za slucaj dviju
kapljevitih faza uvjet ravnoteze, jednadzba (1.120), jest:

mo=u' (4.3)

gdje i oznacava komponentu (i = 1, ..., nKo), a I i Il odgovarajuce kapljevite faze.
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I II
1
KT
e 1 1
III IV
1 1

Slika 4.4. Osnovni tipovi trokomponentnih sustava. 1 — jednofazno podrucje, 2 — podrucje u kojem se sustav
razdvaja u dvije faze.

Osim jednakosti kemijskih potencijala, u sustavu mora biti o¢uvana ukupna bilanca tvari:

nKo nKo nKo

F_ I 1
PN R
i=1 i=1 i=1

4.4)
te bilance sastava pojedinih faza u ravnotezi:
nKo
x =1, (4.5)
i=1
nKo
> ox=1. (4.6)

F oznacava sustav kao cjelinu; # je koli¢ina tvari, a x; molarni udio komponente.

Uvrsti li se u jednadzbu (4.3) jednadzba (1.82), kojom je opisana ovisnost kemijskog
potencijala o aktivnosti, dobije se (zai=1, ..., nKo).

(,uio )I +RTIna' = (,uio )H +RTIna. 4.7)
Uvrstavanjem izraza koji opisuje odstupanje vladanja realnih od idealnih sustava:
a, =y.x;, (4.8)
u jednadzbu (4.7), dolazi se do
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1 ~A\I1I
(17) +RTIn(y/x!)=(u) +RTIn(y'x"). (4.9)
gdie suai'ia" aktivnosti, (1°)" i (14°)" standardni kemijski potencijali, a %' i 5" koeficijenti
aktivnosti komponente i u kapljevitoj fazi I, odnosno II.
Jednadzba (4.9) se moze preurediti u oblik:
N N
v ) ()

Y;Ixyr =€Xp RT— . (4.10)

Prikladno je uvesti omjer raspodjele komponente i izmedu dviju kapljevitih faza, K;,
jednadzba (1.126):

. . o 1 o it
Ki:%:%exp % . (4.11)

Za standardno je stanje kod ravnoteze kapljevina — kapljevina najprikladnije odabrati stanje
Ciste tvari, jer je po iznosu isto za pojedinu komponentu u svim fazama. Na taj se nacin jednadzba
(4.10) svodi na oblik:

in7iI = xiH7/iH > 4.12)
koji se na temelju osnovnog uvjeta fazne ravnoteze, tj. jednakosti kemijskih potencijala u svim
fazama, moze prosiriti i na vise kapljevitih faza:

xil}/il:xillj/ill:“.:xiFj/iF. (413)

Da se izraCunaju ravnotezni sastavi faza i omjeri raspodjele, K, potrebno je odrediti
koeficijente aktivnosti svih komponenata u objema fazama. Koeficijenti aktivnosti odreduju se ili
na temelju eksperimentalnih podataka o ravnotezi para — kapljevina, odnosno kapljevina —
kapljevina, ili se izracunavaju prema nekom od modela kao §to su: Van Laarov, Margulesov,
NRTL, UNIQUAC, ASOG, UNIFAC. Matematicki modeli iskazuju se u obliku matematickih
funkcija koje opisuju ovisnost eksces Gibbsove energije, odnosno koeficijenta aktivnosti o sastavu,
a parametri tih modela, objavljeni u literaturi ili dostupni u bazama podataka, izracunati su na
temelju raspolozivih eksperimentalnih podataka. Modeli su prikladni za ugradnju u sloZzene
inZenjerske proracune. Kod ravnoteze kapljevina — kapljevina mogu se primjenjivati samo modeli
koji daju krivulju ovisnosti Gibbsove energije o sastavu s dvama minimumima. Na takvoj se
krivulji moZe konstruirati zajednicka tangenta. Dodirne tocke krivulje i tangente odreduju sastave
dviju stabilnih kapljevitih faza u ravnotezi.

4.2. Izra¢unavanje konstanti modela na temelju eksperimentalnih podataka

U primjeni se susrece vise modela koji opisuju ovisnost eksces Gibbsove energije
mijesanja, odnosno koeficijenata aktivnosti komponenti o sastavu otopine. Jedan takav
poluempirijski model jest NRTL model. Prema NRTL modelu osnovni izraz za izraCunavanje
koeficijenta aktivnosti dan je jednadZbom (1.94), a odnosi medu konstantama modela 7, o, 1 Gj;
jednadzbama (1.96) i (1.97). Za trokomponentni sustav, poput istrazivanog u ovdje opisanoj vjezbi,
NRTL model ima devet medusobno neovisnih konstanti, jer vrijedi z; = 0, o = 0, te o = a;i.
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Odredivanje konstanti modela na temelju eksperimentalnih podataka nije jednostavan
zadatak, posebice kod tro- i viSekomponentnih sustava. U nacelu, parametri odredeni u
dvokomponentim (pod)sustavima trebali bi vrijediti i u visekomponentnim sustavima. Cesto se i u
dvokomponentnim sustavima isti skup eksperimentalnih podataka moze opisati s vise razlicitih
skupova parametara. Pritom skup parametara s "najboljim” fizickim smislom, koji se moze prenijeti
u visekomponentne sustave nije nuzno i "najbolji” skup parametara s matematickog stanovista, tj.
onaj koji daje minimalno odstupanje eksperimenta i modela.

Osnovni postupak

Pri procjenjivanju konstanti modela kojima se opisuje zavisnost koeficijenta aktivnosti od
sastava, posebnu pozornost treba obratiti na obrazlaganje rezultata. Rezultati trebaju imati fizicki
smisao i svaki puta trebaju biti potvrdeni eksperimentalnim podacima.

Osnovni izraz proracuna izvodi se iz jednadzbe (4.12). Nakon logaritmiranja dobiva se,
kao uvjet ravnoteze za dvofazni viSekomponentni sustav, pri konstantnim p i 7 :

A
ln—+ln7/1 ~Iny =0 za Vi. (4.14)

i
Za visefazni se sustav uvjet ravnoteze moze opcenito iskazati jednadzbom

fl
X; .
ln+2+ln7/iﬂ—ln;/if2 =0 za I:Vl A V(fl;tﬂ)]. (4.15)
i
Time je dobiven sustav od nKo(nFa-1) jednadzbi kojima je odredeno stanje ravnoteze.

Za koeficijente aktivnosti uvrstavaju se funkcije koje odgovaraju modelu za koji se provodi
proracun.

Izraz na lijevoj strani prethodne jednadzbe opcenito ¢e, zbog nesavrSenosti modela i
pogresaka ucinjenih pri mjerenju, odstupati od nule. Postupak procjene iznosa konstanti za
istrazivani sustav zapravo je postupak minimiziranja sume kvadrata tih odstupanja, uzevsi u obzir
rezultate mjerenja za cijelo koncentracijsko podruc¢je. Uvodenje kvadrata odstupanja otklanja
moguénost ponistavanja negativnih i pozitivnih odstupanja. Zbrajanje se provodi po svim
komponentama za sve eksperimentalne podatke.

Funkcija cilja OF (objective function) se prema tome definira izrazom:

2
nDa nKo

OF = Zz ln +1n7kj—1n;/ : (4.16)

j=1 k=l

Za NRTL model funkecija cilja je funkcija devet varijabli (e», a3, o3, 712, T3, B21, B3, B1,
1 132); skup njihovih vrijednosti koji daje minimalnu vrijednost funkcije cilja je skup NRTL-
konstanti istrazivanog sustava.

Minimum funkcije cilja moze se naci na vise na¢ina. Prema jednom od njih, polazi se od
¢injenice da parcijalne derivacije funkcije u tocki ekstrema (minimuma ili maksimuma) iznose
nula. U konkretnom slucaju takav postupak dovodi do sustava devet jednadzbi s devet
nepoznanica:
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OOF _o, OOF _o, OOF _o,

oa,, oa,, oa,,

OOF _o, OOF _o, OOF _o, @17
or, or,, 07,

OOF _o, OOF _o, OOF _o.

07, 0ty 07y,

U praksi rjeSavanje takvih sustava nije jednostavno, zbog moguceg postojanja vise lokalnih
minimuma i sloZenosti funkcije cilja, te zahtijeva viSe ratunalnog vremena. Stoga je prikladno da
se takav sustav podijeli u viSe manjih. U konkretnom se sluc¢aju sustav moze razdvojiti na dva
podsustava parcijalnih derivacija po «:

OOF OOF OOF
=0, =0, =0, (4.18)
oa,, oa,, oa,,
odnosno por.
OOF —0, OOF —0, OOF —0,
or, o7, 07, 4.19)
OOF _o, OOF _o, OOF 0.
07, oty 07y,

Postupak trazenja minimuma tada se provodi iterativno. Pretpostave se vrijednosti
konstanti ¢, pa se trazi rjeSenje sustava parcijalnih derivacija po7 (4.19). Nakon toga se za
izraCunate vrijednosti konstanti r izratunavaju nove vrijednosti a, i trazi se rjeSenje sustava

parcijalnih derivacija po «. U slucaju konvergencije, ponavljanje postupka dovodi do rezultata
zeljene toCnosti.

Postupak prema Sorensenu i Arltu

Za opis fazne ravnoteze kapljevina — kapljevina NRTL-modelom u trokomponentnim
sustavima najcesce se primjenjuje i najsire je testiran dvostupanjski postupak prema Sorensenu i
Arltu. Kao osnovni izraz prvog stupnja proracuna modificira se jednadzba (4.12) u oblik

|
1”—%:0. (4.20)
X767,

U brojniku lijeve strane prepoznaje se uvjet fazne ravnoteze: jednakost aktivnosti
komponenata u prisutnim fazama. Nazivnik je normalizacijska funkcija, koja sluzi da se izjednace
relativni doprinosi pojedinih komponenata, kojima se aktivnosti u pojedinim slucajevima (npr.
polimerne otopine) mogu razlikovati i za nekoliko redova veli¢ine.

Funkecija cilja koja odgovara prethodnoj jednadzbi jest:

nDa x;/ xH}/H 2
OF2 = ZZ L 'H : 4.21)

=1 i1 x71+x71
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U okviru postupka po Sorensenu i Arltu najces$ce se iznosi parametara o odabiru na temelju
iskustvenih vrijednosti u slicnim sustavima. Takav postupak smanjuje broj varijabli i tako znatno
poboljsava konvergencijska svojstva proracuna.

Nadalje, funkcija se cilja OF2 modificira dodatnim ¢lanom, tzv. kaznenom funkcijom
(penalty function), te poprima oblik:

& Xi Vi _XH71H 2 2 2 2 2 2
OF3 = ZZ( AT ) +O( + 15+ T 15 T T3 ). (4.22)
=1 =1 i i /s

Uvodenje kaznene funkcije posljedica je iskustvenog opazanja da funkcija OF2 poprima
minimume za fizikalno besmislene, velike vrijednosti parametara z. Takvo svojstvo djelotvorno se
suzbija kaznenom funkcijom, koja u tim slu¢ajevima poprima vrlo velike vrijednosti. Numeric¢ka
vrijednost parametra Q odabire se iskustveno.

Minimum tako definirane funkcije cilja pronalazi se iterativno, npr. gradijentnom metodom
Levenberg-Marquardta. Metoda pritom relativno sigurno i brzo konvergira prema minimumu, no
dobiveni NRTL-parametri jamce tek grubo slaganje eksperimentalnih (eksp) 1 izracunatih (model)
sastava ravnoteznih faza.

Stoga se u drugom stupnju prorac¢una konstruira novi iterativni postupak, a funkcija cilja
izabire se tako da daje dobro slaganje sastava:

nDa 3 2

F4=, ZZ[( 1)eksp ( iF)model:| +Q(Z'12+121+2'13+r31+2'23+r32) (4.23)

j=1 i=1 F=l

Kao pocetne pretpostavke proracuna odabiru se z-parametri dobiveni prethodnim
postupkom. Konvergencija prema novom skupu z-parametara je spora, posebice stoga $to je samo
izraunavanje (x;")moae-vrijednosti iterativan postupak (identi¢an postupku izradunavanja
ravnoteznih sastava faza, prikazanom u sljede¢em odjeljku). Osim toga funkcija OF4 nije
diferencijabilna, pa treba primijeniti neku od simpleksnih metoda optimiranja (npr. Nelder-
Meadova), koje su u nacelu sporije od gradijentnih.

Uspjeh cijeloga postupka prora¢una ovisi o na¢inu definiranja funkcije cilja i kvaliteti
eksperimentalnih podataka. Sto su mjerne pogreske manje, to je funkcija cilja pravilnija i manja je
mogucénost pojave lokalnih ekstrema, koji bi se postupkom prora¢una mogli interpretirati kao
rjeSenja. RjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi, poput (4.17), (4.18) ili (4.19) provodi se u
pravilu iterativnim postupcima. Stoga je od kljucne vaznosti postavljanje valjanih pocetnih
pretpostavki proracuna. Kao valjane pocetne vrijednosti mogu posluziti postojece literaturne
vrijednosti NRTL-konstanti za istrazivani sustav. Ako se takvi podaci ne mogu pronaci u literaturi,
tada treba potraziti NRTL-konstante za odgovarajuée binarne sustave, pri cemu prednost treba dati
konstantama odredenim mjerenjima ravnoteze kapljevina — kapljevina, pred onima odredenim
mjerenjima ravnoteZe para — kapljevina. Izbor dobrih pocetnih pretpostavki smanjuje moguénost
"lutanja" proracuna i njegova "nalazenja" lokalnih ekstrema.

4.3. Predvidanje ravnoteznih sastava kapljevitih faza

Iz poznatog ukupnog sastava smjese (z;), izraéunava se sastav prve kapljevite faze (x;),
sastav druge kapljevite faze (x;") te udio 1. kapljevite faze u sustavu (= n'/n"). Gornji indeksi *, '
" oznagavaju sustav kao cjelinu, prvu, odnosno drugu kapljevitu fazu, a »' i n" su ukupna koli¢ina
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tvari u prvoj fazi, odnosno u sustavu kao cjelini. Prorac¢un se u pravilu provodi razmatrajuci

izotermno-izobarne uvjete (7= konst, p = konst): p, T, z— X w.

Na trokutnom dijagramu (slika 4.6.) prikazana je poznata (z;) i nepoznate veliine
proracuna (xi', x;", ) i njihovi medusobni odnosi. Odredivanje ravnoteznog sastava ilustrirano je i
odgovaraju¢im shemama sustava, odnosno separacijskog procesa (slika 4.7. A i B).

_n,_d(ILF)
“n, d(ILI)

Slika 4.6. Pocetni i ravnotezni sastavi faza trokomponentnog sustava.

X.H: I'IH=(1 _,P)nF
—»

A B
I x' L 11
is
I x' I
F z
L
T,p=konst. X, n'=¥n"
W=7

Slika 4.7. Shematski prikaz jednokratnog razdvajanja faza.

Za zadane temperaturu i tlak vrijede odgovarajuce konstante modela koji opisuje ovisnost
koeficijenta aktivnosti o sastavu kapljevine. Uz poznavanje konstanti mogu se izracunati i sastavi
kapljevitih faza u ravnotezi. Poznavanje ukupnog sastava sustava nac¢elno omogucuje jos i
izraCunavanje udjela pojedinih faza u sustavu, na temelju bilance tvari za sustav kao cjelinu.

Bilanca tvari za pojedine komponente prikazuje se izrazom (i =1, 2, 3):
z=yx +(1-w)x' (4.24)

1

v je ukupni molarni udio kapljevite faze I:
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p=—=i (4.25)

Uvjet ravnoteze kapljevina — kapljevina definira se izrazom (i=1...3):

7
in = #IxiH = KyixiH , (4.26)

Vi
K,i je omjer koeficijenata aktivnosti i-te komponente u dvjema fazama.

Izraz za sastav kapljevite faze Il izvodi se iz jednadzbe bilance tvari po komponentama i
ravnoteznih uvjeta (i=1, 2, 3) i glasi:
I Z;

X = m . (427)

Uz ravnotezne uvjete i bilancu tvari po komponentama, treba biti zadovoljena i bilanca
tvari po fazama (F =1, II):

3
D oxi=1 (4.28)
i=1
Kao kriterij za konacno rjeSenje proracuna ¢esto se uzima bilanca tvari za jednu od
kapljevitih faza. U slu¢aju faze I rjeSenje je odredeno nul-toCkom funkcije:
3 3 K Z.
o(y)=-1+) x/ =—1+» ——L——— (4.29)
Zl Zl 1+(K, - 1)y

Proracun ravnoteznih sastava i udjela pojedinih faza provodi se iterativnim postupkom.
Ulazni podaci su temperatura 7, tlak, p, odgovarajuce konstante modela, koji opisuje ovisnost
koeficijenta aktivnosti o sastavu kapljevine, % = f(x;), te vektor ukupnog sastava sustava, z = {z,

2z, 23}'

U prvom se koraku prora¢una pretpostavi vektor sastava kapljevite faze I, x'= {x,', x,', x3'},
te ukupni udio kapljevite faze I u sustavu . Tada se iz bilance tvari po komponentama (jednadzba
(4.24)) izratuna vektor sastava kapljevite faze IT, x" = {x,", x,", x3"}.

U drugom se koraku iz podataka o sastavima kapljevitih faza, pomo¢u modela kapljevitog
stanja tvari izradunaju vektori koeficijenata aktivnosti u objema fazama: ¥ = {3, 5, 7'}, odnosno
M={n", ", 5"}, te vektor omjera koeficijenata aktivnosti: K, = {K1,K»,K3}.

U trecem se koraku proracuna testira funkcija prikazana jednadzbom (4.29) (u tocki
rjeSenja funkcija ima vrijednost 0 ili u praksi vrlo malenu vrijednost). Drugim rijeima, trazi se
koji, za prethodno izracunati vektor K,, zadovoljava bilancu tvari po fazama. Pritom se
pretpostavlja konstantnost vektora K,, tj. njegova neovisnost o sastavu. Primjenjuje li se Newton-
Raphsonov iterativni postupak za trazenje nul-toc¢ke funkcije, nova se pretpostavka ¥ izracunava
prema:
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() _ o (i) _ 0)(‘//(10)

do ()

dy

w (4.30)

Izraz za derivaciju u nazivniku drugog ¢lana na desnoj strani prethodne jednadzbe jest:

d_w:idx_;“z_s ziKyi(KYi—l)
dy ‘Fdy

;[H(Kyi o]

U cCetvrtom se koraku proracuna na temelju jednadzbi (4.27) i (4.26) izraCunavaju nove
vrijednosti vektora sastava dviju kapljevitih faza u ravnoteZi, x", odnosno x'. Kada vektor K, ne bi
ovisio o sastavu, tada bi trenutaéne vrijednosti x', x" i y bile konaéna rje§enja proratuna, jer te
vrijednosti istodobno zadovoljavaju i bilancu tvari po komponentama i uvjet ravnoteze. Medutim,
K, je funkcija sastava, pa se proracun vraca u drugu tocku.

4.31)

Konvergiranje postupka do kona¢nog rjesenja utvrduje se izracunavanjem razlike dvaju
uzastopno izracunatih vektora sastava, npr. druge faze:

nKo

A=Y [(xi“ )novi —(xiH )Stari T . (4.32)

i=l

Kad ta razlika postane dovoljno malena, postignuto je konacno rjeSenje proracuna.

4.4. Eksperimentalno odredivanje ravnoteznih sastava i parametara modela
Zadatak

Za trokomponentni sustav voda (1) - octena kiselina (2) - kloroform (3) treba:
1. Eksperimentalno odrediti:

a) binodalnu krivulju,

b) ravnotezne sastave faza i vezne linije.

2. Izracunati

a) parametre NRTL modela koji najbolje opisuju eksperimentalno odredene ravnotezne
sastave, odnosno vezne linije, postupkom prema Sorensenu i Arltu,

b) ravnotezne sastave i udjele faza iz zadanog sastava trokomponentne otopine;
koeficijente aktivnosti pritom treba racunati prema NRTL modelu.

3. Izraditi dva trokutna dijagrama (sa sastavima iskazanim u masenim, odnosno molarnim
udjelima) u kojima treba prikazati:

a) eksperimentalno odredenu binodalnu krivulju,
b) eksperimentalno odredene ravnotezne sastave faza i vezne linije,

c¢) racunski odredene ravnotezne sastave faza i vezne linije za zadane sastave
trokomponentne otopine.
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Eksperimentalni dio

Opcenito, eksperiment se pri istrazivanju ravnoteze kapljevina — kapljevina sastoji u
pripravi trokomponentnih smjesa, koje se nalaze u dvofaznom podrucju. Pripravljene se smjese pri
stalnoj temperaturi i tlaku mijeSaju (potresanjem). Nakon odredenog vremena, za koje je
pretpostavljeno da je dovoljno za uspostavljanje ravnoteznog stanja, mijeSanje se prekida, a otopina
se ostavlja stajati da se prisutne faze potpuno odijele. Nakon odjeljivanja faza odreduje se njihov
sastav. Najbolje je provesti plinsku ili kapljevinsku kromatografsku analizu, kojom se izravno
odreduju udjeli svih komponenti. Na taj su nacin istodobno odredeni sastavi faza, polozaj
binodalne krivulje i vezne linije. Ako takva analiza nije moguca, mjerenje se moze provesti u vise
stupnjeva. Tako se, npr. prikladnom metodom moze prvo odrediti polozaj binodalne krivulje u
sustavu. Nakon toga se neovisnom analizom (npr. volumetrijskom analitickom metodom) odreduje
udio jedne od komponenata u obje fazama.

Odredivanje binodalne krivulje

Postupak odredivanja binodalne krivulje shematski je prikazan na trokutnom dijagramu,
slika 4.5. Dvokomponentne otopine medusobno potpuno mjesljivih tvari (sastavi a;_s, odnosno b;_s)
titriraju se, uz intenzivno potresanje, tre¢com komponentom (B, odnosno A) do toc¢ke prvog
zamucenja, koje je posljedica pojave druge faze u sustavu. Promjena sastava otopine tijekom
titracije je u trokutnom dijagramu prikazana strjelicama koje povezuju pocetne sastave i suprotne
vrhove trokuta, odnosno linijama mijesanja (pri dodavanju tre¢e komponente ne mijenja se omjer
koli¢ina prve dvije, a sastav otopine se postupno priblizava ¢istim komponentama B odnosno A).
Binodalna krivulja dobiva se povezivanjem sviju tocaka prvog zamucenja i oznacena je
isprekidanom zakrivljenom linijom.

Otopine zadanih sastava pripreme se u Erlenmeyerovim tikvicama s ubru§enim ¢epom,
dodavanjem potrebnog volumena kapljevina iz birete. Smjese vode i octene kiseline titriraju se
kloroformom, a smjese kloroforma i octene kiseline vodom, pri stalnoj temperaturi uz snazno
potresanje do prvog zamuéenja otopine.

Obrada mjernih podataka obuhvaca izraCunavanje sastava trokomponentne smjese na
binodalnoj krivulji i njihov prikaz na trokutnom dijagramu.
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Slika 4.5. Shematski prikaz eksperimentalnog odredivanja polozaja binodalne krivulje.

Odredivanje ravnoteznih sastava faza i veznih linija

Shema postupka odredivanja ravnoteznih sastava na temelju podataka o masenom udjelu
jedne od komponenata, te polozaja binodalne krivulje prikazana je na slici 4.6. Trokomponentna
smjesa M, zadanog sastava wx™, wg", wc™, koja se nalazi u nestabilnom podruéju, razdvaja se
nakon muckanja pri stalnom tlaku i temperaturi na dvije faze koje su u medusobnoj ravnotezi.
Eksperimentalno se odreduje maseni udio jedne od komponenata (na slici komponente C) u objema
fazama, wc", odnosno wc®. RavnoteZni sastavi faza odreduju se kao togke presjecista odredenih

udjela i binodalne krivulje, a vezne se linije dobivaju spajanjem tako odredenih ravnoteznih
sastava, tj. to¢aka E i R.

A w'

Slika 4.6. Shematski prikaz odredivanja ravnoteznih sastava na temelju udjela komponente C i polozaja
binodalne krivulje.

Otopine zadanih sastava pripremaju se vaganjem u tikvicama s okruglim dnom i ubruSenim
¢epom. Pripravljene otopine se potresaju na mehanickoj tresilici. Nakon pretpostavljenog
uspostavljanja ravnoteze otopine se prenesu u lijevak za odjeljivanje, kvantitativno odijele 1 vagnu.
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Iz razdvojenih faza odvagne se alikvotni dio, otopi u vodi i titrira s NaOH uz fenolftalein kao
indikator.

Na temelju utroska otopine natrijeve luzine i mase alikvotnog dijela izratunava se maseni
udio octene kiseline u obje faze. Iz ukupne mase pojedinih faza i masene bilance octene kiseline
provjerava se postizanje ravnoteznog stanja u sustavu kao cjelini.

Odredivanje koeficijenta modela

Na osnovi eksperimentalnih podataka u skladu s odabranim matematickim modelom (npr.
NRTL), regresijskom se analizom, pomoc¢u odabrane funkcije cilja, izraCunavaju parametri modela.
Odgovarajuci racunalni programi izradeni su u programskom sustavu Mathematica.

Izracunavanje ravnoteznih sastava i udjela faza

Za zadane se sustave, na osnovi odredenih parametara modela koeficijenata aktivnosti,
izraCunavaju se ravnotezni sastavi i udjeli pojedinih faza. Program je u prilogu.

Graficki prikazi

Rezultati izraCunavanja prikazuju se u skladu s postavljenim zadatkom.

Rasprava i zakljucci

Raspravlja se oblik dobivenih dijagrama. Rezultati ukazuju na topljivost octene kiseline u
vodenoj, odnosno organskoj fazi. Ukazuje se na moguci postupak industrijskog odjeljivanja octene
kiseline iz vodene faze.

Ocjenjuje se kolinearnost tocaka faza u ravnotezi s tockom ukupnog sastava
trokomponentne otopine (tocke E, R, odnosno M). Odstupanje od kolinearnosti znaci odstupanje
od bilance tvari i upucuje na eksperimentalnu pogresku.

Usporedbom eksperimentalnih i izraCunatih veznih linija donose se zakljucci o prikladnosti
primijenjenog modela koeficijenata aktivnosti za opis ravnoteze kapljevina — kapljevina
istrazivanog sustava.

Rezultate treba usporediti s literaturnim podacima o istom, odnosno slicnom sustavu.
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5. OBRADA REZULTATA MJERENJA

5.1 Uvod
Metoda najmanjih kvadrata

Neka je zadano N toc¢aka u ravnini (xy, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, YN), gdje je x; <xp < ... <xn.
Od svih funkcija iz neke klase funkcija koje ovise o parametrima a, b, ¢, ... treba odrediti onu ¢iji
graf prolazi "najblize" zadanim tockama. Funkcija f koja ovisi o parametrima a, b, ¢, ... oznacava
sesf(x, a b, c,...).

Primjer 1.
Klasa linearnih funkcija ovisi o dvama parametrima:
f(x,a,b)=ax+b (5.1)
Klasa kvadratnih funkcija ovisi o trima parametrima:
f(x,a,b,c)zax2+bx+c. (5.2)
Funkecija iz zadane klase odredena je ako su poznati parametri a, b, ¢, ... . Parametri a, b, c,

... odreduju se metodom najmanjih kvadrata tako da funkcija
N
F(a,b,c,...):Z:[f(xl.,a,b,c,...)—yi]2 (5.3)
i=1

bude minimalna.
Postupak se provodi tako da se rijesi sustav jednadzbi:

oF oF oFr
Z oo -0 2L -

— Y - 0, ” 54
Oa ob oc 4

9

tj. sustav jednadZzbi:

%[f(xi,a,b,c,,_,)_yi}8f(xi,65,b,c,...) _o,

-1 p

N of(x,a,b,c,...)

2 f(x,a,b,c,...)~y o

i=1|: (x.a.b.c.... y,] ob g (5.5)
N I:f(xi’a’b’cﬂ"')_yl.jlaf(xi’a’b,c’.“):O,

oc

I
—_
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Primjer 2.
Ako se radi o klasi funkcija iz primjera 1 sustav (5.5) je linearan.

a) Klasa linearnih funkcija:

N
Z:[axi +b—y]x, =0,
i=1

N (5.6)
Z:[axi +b—y]1=0.
i=1
Nakon sredivanja dobiva se
N N N
ainz +b2xi = ZXiyi,
i;l i=1 . i=1 (57)
ain +bN = Zyi.
i=1 i=1
b) Klasa kvadratnih funkcija:
N
Z[axiz +bx; +c—yi}xi2 =0,
i=1
N
Z[axi2+bxi +c—yi}xi =0, (5.8)

I
—_

M-

[a)ciz+bxi +c—yi}1=O.

Il
—_

Sredivanjem se dobiva

N N N N
a) x'+bY x5 e x' = X7y,
1;1 1;1 1;] T\1I=1
ay x +by x’+cy x =) x5y, (5.9)
1;1 1;1 i=1 . i=1
ainz erZ:xi +cN= Zyi.
i=1 i=1 i-1

U ovim se slucajevima parametri a, b, c, ... mogu jednoznacno i to¢no odrediti.

Opcenito, (5.5) je nelinearni sustav i rjeSava se nekom pribliznom metodom, Newton-
Raphsonovom ili sli¢nom. U tom slucaju rjeSenje ovisi o izboru pocetne aproksimacije. Ovisno o
pocetnoj aproksimaciji priblizna metoda moze, ali ne mora konvergirati. U slucaju da metoda
konvergira, dobiveno rjeSenje moze, ali ne mora biti tocka minimuma funkcije. Takoder se moze
dogoditi da dobiveno rjeSenje nema fizikalno znacenje.

5.2 PribliZno rjeSavanje nelinearnih jednadzbi
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Jednadzbe s jednom nepoznanicom

Neka je zadana jednadzba f(x) = 0 gdje je f funkcija koja ima neprekinutu prvu i drugu
derivaciju. Realan broj x* rjeSenje je te jednadZbe ako je fix") = 0. Jednadzba se priblizno rjesava
Newton-Raphsonovom metodom (metodom tangente) na sljedeéi nacin:

Bira se broj x, (nulta aproksimacija) koji je "blizu" nepoznatog rjeSenja x".

Prva se aproksimacija izracunava prema formuli

f(x
£'(x,)
Postupak se nastavlja analogno tako da se (n+1)-va aproksimacija ra¢una iz n-te
aproksimacije po formuli
f
X :xn—fL“). (5.11)
f'(x,)

Ako su ispunjene neke pretpostavke, onda niz brojeva xo, x;, . konvergira prema rjesenju

Jednadzba f(x) = 0 moze imati viSe rjeSenja. Rjesenje prema kojemu konvergira niz
dobiven Newton-Raphsonovom metodom ovisi o izboru pocetne aproksimacije x,. Opisat ce se
jedan od nacina koji omogucuje kontrolu nad metodom.

Interval [a, b] je interval izoliranosti rjeSenja x" jednadzbe f(x) = 0 ako ta jednadzba na tom
intervalu ima samo jedno rjesenje i to x*. Dovoljni uvjeti da bi [a, b] bio interval izoliranosti
rjeSenja jednadzbe f(x) = 0 jesu:

1. f(a)-f(b) <0 i
2. f'(x) i £"(x) su neprekinute funkcije i na intervalu [a,b] ne mijenjaju predznak.

Ispunjenje 1. uvjeta pokazuje da postoji bar jedno rjeSenje a 2. uvjeta da je to¢no jedno
rjesenje.

Ako je [a, b] interval izoliranosti rjeSenja jednadzbe f(x) = 0 koji zadovoljava uvjete 112
bira se:

x,=a akoje f(a)-f"(a)>0, (5.12)
x,=b akoje f(b)-f"(b)>0. (5.13)

Tada se Newton-Raphsonovom metodom mozZe po volji pribliZiti rjeSenju x".

Metodu tangente moze se obrazloziti na sljedec¢i na¢in. Funkcija f moze se razviti oko xo u
Taylorov red:

2

f(x):f(x0)+f'(xo)(x—xo)+%(x—xo) +.o (5.14)

Jednadzba f(x) =0 postaje

{00+ )5+ (3 ) +...20. (5.15)



70 Termodinamika realnih sustava — vjezbe

Ako se zanemare ¢lanovi viseg reda dobiva se linearna jednadzba

f(x0) +F(x0)(x = x0) = 0. (5.16)
Rjesenje te jednadZbe nije x nego broj x; "blizu" x". Vidi se da je
f
Xy = xp—100) g, (5.17)
£'(xp)

Sustav nelinearnih jednadzbi

Priblizno rjeSenje sustava nelinearnih jednadzbi Newton-Raphsonovom metodom
obrazlozit ¢e se na primjeru sustava dviju jednadzbi s dvjema nepoznanicama:

f(x,y)=01 g(x,y)=0. (5.18)

Neka je (x7, y*) nepoznato rjeSenje sustava i (xo, o), uredeni par brojeva "blizu" rjeSenja
(x%, ¥"). Razvojem u Taylorov red oko (xo, yo) dobiva se:

of(x,, of(x,,
g )+ SE00 ) (o SO0 0) (o, (5.19)
Ox Oy
og(x,, og(x,,
g(xo,yo)+g(a—‘;yo)(x—xmg(#yo)(y—ym--.=0. (5.20)

Ako se zanemare ¢lanovi viseg reda dobiva se linearni sustav:

of(x,, of(x,,
Py + TR0 gy OTC0d0) (g, (s21)
Oox 0
og(x,, og(x,,
8t yg) + BRI (o TB I (g, (522)
ox oy
Nakon sredivanja, taj se sustav moze zapisati u matri¢nom obliku
0f(xp,¥,)  0F(x, )
ox oy [x—xo}:_{f(xo,yo)} (5.23)
08(xp,70) 98X, 0) |LYV— Yo g(x5 %)
ox oy

Rjesenje tog sustava, oznaceno oznakom (xi, y1) ili u matri¢nom zapisu jest

0f(x,,,)  0f(x5,¥,)

|:x1} :{xo:| _ 0x Oy {f(xooyo)] (5.24)
N Yo 0g(xp,7)  98(xe:¥0) | [ 8(X5Y0)
ox oy

Analogno se dobiva iz L J
Yo+l Y

-1
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Oznacdi li se Jacobijeva matrica s

o of
ey =| 0592 (5.29)
X,y)= , .
Vloe oe
ox Oy
tada je inverzna matrica
dg _of
0 0
Py =—| 7Y (5.26)
detJ(x,y)| og Of
ox Ox

(n+1)-va aproksimacija dobiva se iz n-te po formuli

|:xn+l:| =|:xn:| _J—l(xn’yn)|:f(xn7yn):|‘ (527)
Vsl Y g(x,,,)

Formula je analogna onoj za rjeSavanje jednadzbe s jednom nepoznanicom (5.11) samo §to
se ovdje radi s vektorima, a dijeljenje s f'(x,) zamjenjuje se mnozenjem s lijeva s inverznom
Jacobijevom matricom.

X x*
} konvergira rjeSenju { } ako su zadovoljeni odredeni uvjeti.
y *

Niz vektora [
Y

Sli¢no se rjesava sustav triju jednadzbi s trima napoznanicama itd.

Primjer 3.
Rijesiti sustav jednadzbi xy = 1,¢e" -’ + 1 = 0.

Priblizno rjesenje odreduje se Newton-Raphsonovim postupkom.

f(x,y)zxy—l,

(5.28)
g(x,y)=¢"—e" +1.
Parcijalne derivacije funkcija su:
of of
i
X
5 g (5.29)
98 _ e, 98 _ v,
ox oy
Jacobian sustava jednadzbi jest:
y X
J(x,y)= , 5.30
(x.7) LX _ey} (5:30)

a njegova determinanta
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detJ(x,y)=—ye’ —xe. (5.31)

Inverzna matrica Jacobijeve matrice, prema (5.26) iznosi

J_l(x,y)=;[_ei —x}_;[ey x}. (5.32)

—ye' —xe*|—" y | xe'+ye’|e’ —y

Do rjesenja se dolazi iteracijskim postupkom na osnovi jednadzbe (5.27).

X x, | 1 e xy -1
n+l _ n[ . Xa ) 2V ‘ (533)
Vi Yol xe™+yenie™ —y |le” —e +1

Za nultu aproksimaciju uzima se xo = 1 i yo = 1; f(1,1) = 0, g(1,1) = 1. Prva iteracija daje

el AL
ol P I R B , (5.34)
" 1] le'+le'|e' -1]|1 1| 2e|-1 1,1839

Nakon druge iteracije dobiva se

x, | _|0,8161 1 "™ 0,8161 || —0,0338
v, | | 1,1839 | 0.8161"'6' +1.1839¢"% | ®819!  _1 1839 || —0,0543

(5.35)
_ 0,8362
L1962 |
Nakon ¢etvrte iteracije dolazi se do rezultata koji je “tocan” na 4 decimale.
X, 0,8360 X, 0,8360
= = : (5.36)
A 1,1961 VY, 1,1961

Provjerom rezultata dobiva se xy = 0,99994, €* - ¢ +1 = -0,00007. Za bolji rezultat
potrebno je nastaviti iteracijski postupak.

Odabiranje podru&ja oko to¢nog rjefenja (x*, y°) na kojem ¢e Newton-Raphsonova metoda
konvergirati, tj. nulte aproksimacije, nije jednostavno kao u slucaju jednadzbe s jednom
nepoznanicom.

Vrijedi:

— ako je (xo, yo) blizu rjeenja (x*, y),

— ako sve parcijalne druge derivacije funkcija fi g postoje oko (xo, o) 1 ako su tamo
neprekinute (to je u pravilu uvijek slucaj) te

— ako je matrica J(x, y) invertibilna oko (x", »") tj. ako postoji J"'(x, y) onda Newton-
Raphsonova metoda konvergira prema (x', y") uz izabranu (xo, vo) kao nultu aproksimaciju.

Kod Newton-Raphsonove metode treba utvrditi kad treba zavrsiti s racunanjem, tj. koja se
toénost kona¢nog rezultata Zeli. Primjer kriterija jest [(x,— Xue1)+( ya— yue1)-1" < & gdje je za &
izabran, u skladu s zahtjevima proracuna, po volji malen broj.

U inzenjerskoj praksi sustavi se linearnih jednadzbi ¢esto pojavljuju u problemima
optimizacije. Ta se pitanja rjeSavaju i izravnim metodama. Na primjer, Levenberg-Marquardtova
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metoda je pogodna za odredivanje minimuma funkcije koja ima oblik sume kvadrata nelinearnih
funkcija. Za stohasti¢ke probleme pogodna je Nelder-Meadova metoda.

5.3. Kubni splajn

Neka je zadano N + 1 toc¢ka u ravnini, (xo, Vo), (X1, V1), «--»(n, YN); @ = X0 <x1< ... <xy = b.
Metodom kubnog splajna odreduje se neprekinuta funkcija f definirana na intervalu [a, b] ¢iji graf
prolazi tim tockama, tj. za koju je f{x;) =;,1=0, 1, ..., N, koja ima neprekinutu prvu i drugu
derivaciju i koja je na svakom intervalu [x;, x;+1],1=0, 1, ..., N - I polinom treceg stupnja.

Za interval [x;, xi+1] tj. za x € [x;, xi+1] f(x) se racuna prema formuli

f(x):yi+ai(x_xi)+bi(x_xi)2+Ci(x_xi)3: (5.37)
gdje su
=V, h 4 M, —-M,
ai=u—ﬁ(2Mi+Mi+l), p=M o MW (5.38)
h 6 2 6h

Pri tom je #; =xj+1 - x;,1=0, 1, ..., N-1.
Brojevi M;,1=0, 1, ..., N, imaju znacenje f "(x;) i dobiju se iz sustava N — 1 jednadzbe:

aM_ +2M. +BM. =d, i=12,. ,N-1, (5.39)

gdje su:

C N T hh, | b b,

1

h P T
e g g {ywl v ym}

2M,+ M, =d, :E{M—A] (5.40)
| h
0 0
M +2M=d, = h6 {B—yNh_le}. (5.41)
N-1 N-1

Te jednadzbe odgovaraju rubnim uvjetima f'(a) =41 f'(b) = B.

Tako je dobiven sustav od N + 1 linearne jednadzbe s N + 1-om nepoznanicom. Iz tog se
sustava nepoznanice My, M, ..., My mogu odrediti jednoznacno.

Vrijednosti funkcije f lakSe se mogu izraunati uvodenjem nepoznanice ¢ na sljedeci nacin:

t= ! (5.42)

x=hit+x;0<r<1.

2

f(x)=F@®)=(1-0)y, +1y,, —%t(l —t)[(2—t)Mi +(1+)M ] (5.43)
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Rubni se uvjeti mogu odabrati i na neki drugi nacin. Tako se u slucaju f''(a) = C, f'(b) =D
dobiva:

M,=C, My =D. (5.44)
Matri¢ni zapis sustava za M,, ..., My za rubne uvjete (5.40) i (5.41) jest:
2 1 0 0 0 o[ M, | [d,]
a 2 p 0 0 0 M, d,
0 a 2 8, 0 0 M, d,
: o= . (5.45)
0 0 .. 0
0 0 a2 Paa || My dyy
10 0 .. 0 1 2 [ My | | dy ]

Ako se umjesto (5.40) i (5.41) kao rubni uvjeti izaberu (5.44), tada je prvi redak matrice 1
00...0idy=C,azadnji0 0...0 lidy=D.

Formule postaju jednostavnije ako je podjela intervala [a, b] ekvidistantna:

h:b—a’
N

(5.46)

3 .
d, =?[yi+l_2yi+yi—l]’ 1=1...N-I. (5.47)

Uvjeti (5.40) i (5.41), tj. uvjeti f'(a) = 4 i f'(b) = B, mogu se preformulirati tako da je

3
d, :?[—yo +y,—hA] (5.48)
3
d, =h—2[ Vaoi = Vy +hB] (5.49)
a =p —l (5.50)
1 i 2 b .
Tada je matrica sustava uz rubne uvjete (5.40) i (5.41)
1 12 0 0 0 .. O]
/2 2 1/2 0 0 0
(5.51)
0 O /2 2 1/2
10 0 0 12 1
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Uz uvjete (5.45) prvi je redak matrice opet 1 0 0...0 i dy=C, a posljednji0 0...0 11
dN =D.

Primjer 4.
Tockama (0,1), (1,2), (2,1) treba provuci kubni splajn tako da bude f'(0)=1 i f'(2)=-1.

Tuje h=1,d,=d, =0,d, =—6.

1 12 0
Matrica sustavajest [ 1/2 2 1/2].
0 1/2 1

Dobivase M, =M, =2, M, =—-4.
Zatoje:za 0 <x<1;
f(x)=F(@t)=—t +t> +t+1=—x"+x"+x+1,
jerjetu t =x,
Zal<x<2, f(x)=F@)=—t+2+t(t-1)=x=5x"+7Tx—1
jerjetut=x—1.
Vidi se da fima traZzena svojstva, tj. da vrijedi:

£(0)=1,f1)=2,f(2)=1f'(0)=1,f'(2)=—1, zatimdaje £'(1)=0, f"(1) = —4 (bez obzira koja

se formula za f primijenila).

5.4. Pogreske pri ra¢unanju

Apsolutna, relativna i granicna pogreska

Neka je A tocna vrijednost neke veli¢ine i neka je a njena priblizna vrijednost. Tada je
pogreSka

Aa=A-a (5.52)
Apsolutna pogreska iznosi
|aa|=|4~al. (5.53)
Granicna apsolutna pogreska g4 definirana je odnosom | Aa | = |A -a | < gy To se moze
zapisati i u obliku
a—éy SASa+e,. (5.54)

Iznosi to¢ne vrijednosti 4, pogreske Aa i grani¢ne pogreske £u pravilu su nepoznate.
Priblizne su vrijednosti poznate.

Relativna pogreska je definirana s
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A A
_lAaal_[Aa] (5.55)
A a|
Pretpostavljeno je da je a = 4 i da je Aa malo u odnosu prema a.
Grani¢na relativna pogreska jest
£ £ £
5r:izi’ é‘rz gr. (556)
©o4] al * al
Pogreska funkcije jedne varijable
Neka je f funkcija jedne varijable. Razvojem u Taylorov red dobiva se
f"
£(x + Ax) =f(x)+f'(x)Ax+%(Ax)2 o (5.57)
Tada se linearna aproksimacija dobiva zanemarivanjem ¢lanova reda jednakog ili ve¢eg od
2.
f(x+Ax) =~ f(x)+f'(x)Ax, (5.58)
1 dalje
f(x+Ax)—f(x) = f'(x)Ax. (5.59)
Ako je Ax odstupanje od tocne vrijednosti — pogreska — tada je pogreska funkcije
Ay =f(x+Ax)—f(x) = f'(x)Ax, (5.60)
a njena apsolutna vrijednost
|Ay| > |£"(x)||Ax]- (5.61)

Nakon dijeljenja s | y | odnosno | fx) | dobiva se, prema (5.55), za relativnu pogresku
funkcije

f'(x)
f(x)

Ay

‘

B4

d
|Ax|~ a[1nf(x)] |Ax]. (5.62)

y

jer je £(x)/f(x) = d[In f(x)}/dx.

Primjer 5.

Ako je f(x) = x  onda je df(x)/dx = nx"" i dIn f(x)/dx = d(nln x)/dx = n[d(In x)/dx] = n/x, pa
je 8y = (n/x)|Ax|. Takoder je Ay = nx""|Ax].

Pogreska funkcije vise varijabla

Neka je y = f(xy, ..., xn) funkcija N nezavisnih varijabla. Tada je y =f(x;+ Ax, ..., xn +
Axy) — f(xy, ..., xn). Sli¢no kao kod funkcije jedne varijable vrijedi
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f f f
Ayza—Axl+a—Ax2+...+a—AxN. (5.63)
ox, 0x, 0 Xy
Zato je grani¢na apsolutna pogreska vrijednosti funkcije
f f
o A 2 Ay (5.64)
ox, 0 Xy
Takoder je
Olnf Olnf
5, |2l |Ax1|+...+| | Axy . (5.65)
‘ ox, ‘ Oxy
Primjer 6,

Neka je f(x, x2, ..., xx) = x1 + X2 + ... +xn. Tada je 0f/0x; = 1, pa slijedi
Ay = Ax, +...+ Axy,

£y = |Ax |+ |Axy

b

_ |Ax, | +...+ | Axy |

| x|

o,

gr

gdieje x =x, +x, +...+xy.

Primjer 7.
Neka je y = f(xy, x2, ..., Xn) = X1 X2 ... Xn ; X > 0 (Vi).

Tada je In f(xy, ..., xx) = Inx; + ... + In x, pa slijedi:

Kako je 0y = &5/y, dobiva se

IAxl|+...+|AxN|j.

ggr ~ xl '...')CN [
X N

5.5. Pogreske pri mjerenju

Krajnji rezultat provedbe mjerenja obi¢no je niz od jednog ili viSe numerickih podataka.
Rezultati mjerenja obraduju se razli¢itim numerickim postupcima koji mogu obuhvacati
izraCunavanje srednjih vrijednosti i procjenu pogresaka, prilagodbu parametara jednadzbi modela i
sl. Procjena pogreSaka mjerenja zahtijeva poznavanje to¢nosti i preciznosti mjernih instrumenata,
analizu eksperimentalnih metoda i tehnika, odredivanje stupnja unutarnje usuglasenosti
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eksperimentalnih podataka i prou¢avanje utjecaja pogresaka eksperimentalnih mjerenja na krajnji
rezultat.

Sistematske i slucajne pogreske

Pogreske mjerenih vrijednosti mogu biti, prema uzrocima nastajanja, sistematske i
slucajne.

Sistematske pogreske su: pogreske instrumenta ili tehnike mjerenja, pogreske povezane sa
stanjem vanjske okoline u kojoj se mjeri, pogreske uvjetovane individualnim svojstvima
eksperimentatora, pogreske uvjetovane neto¢nosc¢u bazdarnih konstanti i sl. Ako je izvor
sistematske pogreske poznat, moze se uzeti u obzir njezin utjecaj na mjerenu veli¢inu, a u nizu
slucajeva moze se sistematsku pogresku posve ili djelomic¢no otkloniti.

Slucajne pogreske obicno su povezane s ¢imbenicima koji se vrlo malo mijenjaju u toku
pokusa, npr. titranje krakova analiticke vage, promjena osvijetljenosti radnog mjesta, promjena
stanja osjetila mjeritelja i sl. Skup djelovanja vise takvih ¢imbenika uzrokuje razlicite rezultate kod
ponavljanja istog mjerenja.

Teorija slucajnih pogresaka zasniva se na pretpostavci o sluc¢ajnosti, te nizu principa i
postulata. Postulat o slucajnosti zasniva se na pretpostavci da bez obzira na oscilacije pojedinih
opaZzanja, u nizu uzastopnih mjerenja postoji odredena zakonitost. Postulat o aritmetickoj sredini
zasniva se na pretpostavci da je aritmeticka sredina niza mjerenja ocekivana vrijednost mjerene
veli¢ine. Takoder je postulirano da vjerojatnost pojedine slucajne pogreske ovisi samo o njezinoj
veli¢ini.

Obzirom na utjecaj slucajnih i sistematskih pogresaka na rezultat, razlikuju se pojam
preciznosti i to¢nosti eksperimentalnog rezultata.

Preciznost eksperimentalnog rezultata odnosi se na reproducibilnost rezultata kod
ponovljenog mjerenja istim instrumentom i izraz je neodredenosti izazvane slucajnim pogreskama.

Tocnost eksperimentalnog rezultata izraz je ukupne neodredenosti nastale zbog slucajnih i
sistematskih pogreSaka. Pojmovi to¢nost i preciznost primjenjuju se i na same instrumente i
eksperimentalne tehnike kako bi se okarakterizirali numericki rezultati koji se njima mogu postici.

Razdioba slucajnih pogresaka

Neka se mjeri veli¢ina kojoj je stvarna vrijednost x,. Buduéi da pri mjerenju dolazi do
slucajnih pogresaka, rezultat mjerenja jest slucajna velicina X.

Neka su, na osnovi N nezavisnih mjerenja, dobiveni rezultati xy, x,, ..., Xn.
Matematicko ocekivanje slucajne velicine X jest x,, procjenjuje se aritmetickom sredinom
X, + X, ot Xy
xsr =
N

(5.66)

Varijanca slucajne velicine, kao pokazatelj rasipanja rezultata mjerenja oko aritmeticke
sredine procjenjuje se prema izrazu

) _ (x, —xsr)2 +(x, —xsr)2 +o (X —xsr)2
N-1 '

s (5.67)
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Procjena xg; je slucajna varijabla s o¢ekivanjem x,. Za dovoljno velike N (N > 30), ona je,
prema centralnom granicnom teoremu, priblizno distribuirana prema normalnoj razdiobi s
o&ekivanjem x, i varijancom s*/N. Izraz s/+/N naziva se standardna pogreska.

Postavlja se pitanje odredivanja intervala pouzdanosti (intervala u kojem se s odredenom
vjerojatno$c¢u nalazi to¢na vrijednost x,). Ukoliko je broj mjerenja dovoljno velik (N > 30) tada je
slu¢ajna varijabla (x,-x)/(s/vN) raspodijeljena prema zakonu normalne razdiobe. Zato je:

— s vjerojatnoscu bar 0,6727
S ooy <x 4 (5.68)
X, ——— <X, <X, +—F—, :
T JN JN

— s vjerojatnoscu bar 0,9544

xsr—2%<xo <xsr+2%, (5.69)
— s vjerojatnoscu bar 0,9973
xsr—3%<xo <xsr+3%. (5.70)
To je tzv. pravilo 3o (tri sigma).
Obicno se trazi 95% sigurnost intervala. Tada se obic¢no pise
X=x, 2. (5.71)
TIN
Op¢enito je za bilo koji N > 2 s vjerojatnoSéu 1 — 2p
X, —1,(K) = < x, <x, +1,(k) =, (5.72)
JN 7N

Broj #,(k) dobiva se iz relacije P(I71 > £,(k)) = 2 p, gdje je P vjerojatnost, a T Studentova
razdioba s k =N - 1 stupnjeva slobode. Naime, opéenito je (xo-x)/(s//N) distribuirana prema
zakonu Studentove razdiobe s k = N - 1 stupnjeva slobode. Studentova se razdioba za k > 30
prakticki podudara s normalnom. U slucaju 95% sigurnosti je 1 — 2p = 0,95, tj. p = 0,025. Iz tablice
5.1. se vidi kako se rezultati # ,s(k) spustaju prema 2 kad se k povecava.

Tablica 5.1.

k 1 2 30
t0,025(k) 12,706 4,303 o 2,045

Primjer 8.

Mijerenjem neke veli¢ine dobiveno je x, = 13,745 uz varijancu s* = 1,440. Odrediti interval
unutar kojeg se s vjerojatnosc¢u 0,95 nalazi izmjerena veli¢ina; neka je broj mjerenja a) N =64 i b)
N=9
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1,200

1,200
a) 13,745-2 . <x<13,745+2

tj. 13,445 <x < 14,045.
To se pise kao x = 13,745 + 0,300
b) U ovom jesluCajuk=N-1=8,1-2p=0,95, p=0,025, 1,,5(8) = 2,306, pa slijedi

1.200 1,200

13,745-2,306 <x<13,745+2,306 ;-

To se pise i kao x = 13,745 + 0,922.
Vidi se da je interval pouzdanosti bitno poveéan iako su vrijednosti x,; i s> jednake.

Gornje se razmatranje zasniva na pretpostavci da je slucajna pogreska pri mjerenju
normalno distribuirana. Da bi se slucajna pogreska opisala uvodi se pojam funkcije gustoce
vjerojatnosti P(¢) slucajne pogreske. Smisao je: vjerojatnost da je pogreska u intervalu [e, € + Ag]
priblizno je jednaka P(¢)Ae.

Preciznije: vjerojatnost da je pogreska u [¢, ¢ + Ae] jedanaka je povrsini ispod grafa
funkcije P od ¢ do ¢ + Ae.

Funkcija P je normirana tako da vrijedi
jP(g)dg:l, (5.73)
odnosno, vjerojatnost pojavljivanja pogreske & bilo kojeg iznosa, od - 0 do o, iznosi 1. Cesto se

moze pretpostaviti da funkcija vjerojatnosti ima oblik tzv. normalne razdiobe (slika 5.1.):

1 —52/202

P(&)= ¢ : (5.74)

Parametar o je standardna pogreska ili standardno odstupanje. Vjerojatnost da se pogreska
mjerenja nalazi u intervalu o iznosi 68 %, u intervalu +2 g iznosi 95 %, a u intervalu £3 o iznosi
99,7 %. To se zasniva na ¢injenici da je slu¢ajna pogreska normalno distribuirana s ocekivanjem 0 i
standardnom devijacijom o. Nadalje, za X iz prethodnog razmatranja vrijedi: X je normalno
distribuirana s nepoznatim ocekivanjem x i standardnom devijacijom o koja je takoder nepoznata.

Srednja vrijednost x,, nekoliko nezavisnih mjerenja ima vecu preciznost nego pojedinacno
mjerenje. Standardno odstupanje srednje vrijednosti iznosi oy, = o/V/N, a procjenjuje sa s/v/N.
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P(e)

04}

0,3F

0,1F

0,0 - . -
10 8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10

&
5.1. Funkcija gustoce vjerojatnosti normalne raspodjele za razlicite iznose standardne devijacije

Ako se oznaci d; = x;— x, onda je

s 2
\/ﬁ_ N(N-l);d . (5.75)

Iskazivanje rezultata mjerenja
Pri iskazivanju rezultata mjerenja postupa se na sljedeci nacin:
— ispisuju se sve to¢ne — sigurne — znamenke i jedna nesigurna,

— moguca odstupanja odgovaraju standardnim devijacijama aritmeticke sredine oy;.

Tako je x = <xg - 204, X5 + 204> interval u kojem se s vjerojatnoséu 0,95 nalazi mjerena
fizi¢ka veli¢ina x.

To se pise kao x = x; + 20

Buduc¢i da je o u pravilu nepoznat pise se

X=x +2—_ (5.76)

sr \/ﬁ

To vrijedi ako je broj mjerenja velika (N>30). Za manji broj mjerenja faktor 2 zamjenjuje
se s foms(k), gdjejek=N-1
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6. PROGRAMI ZA RACUNALO

6.1. Uvod
Programi u ovom materijalu pisani su u Mathematici®.

Mathematica je programski sustav koji istrazivacima i prakticarima omogucava djelotvorno
rjesavanje matematickih pitanja. Mathematica omogucava kvantitativnu analizu, simbolicko
racunanje te graficki prikaz podataka i funkcija.

Osnovne matematicke procedure, potrebne pri obradi rezultata mjerenja u okviru programa
predmeta Termodinamika realnih sustava, kao $to su npr. one za rjeSavanje algebarskih jednadzbi
ili trazenje minimuma sustava jednadzbi ugradene su u Mathematicu; ali ne kao ,,crne kutije* veé
uz otvorene mogucénosti za prilagodavanje, zavisno od pitanja koje se rjesava.

6.2. Programi

PMV I _num-graf

Numericko-graficka metoda. IzraCunavanje parcijalnih molarnih volumena. Sustav:
metanol-voda.

PMV 2 _Redlich-Kister

Izracunavanje parcijalnih molarnih volumena. Sustav: metanol-voda. Redlich-Kisterov
model.

VLE 1 Van Laar Wilson

IzraCunavanje parametara Van Laarova, Wilsonova i NRTL modela. Sustav etanol-benzen.

VLE 2 testkonz Van Laar Wilson NRTL

VL Izracunavanje parametara Van Laarova i Wilsonova modela. Sustav: aceton-benzen.
Test konzistentnosti.

LLE I vezlin NRTL

Ravnoteza kapljevina — kapljevina. Prikaz veznih linija. Model NRTL. Sustav: voda-octena
kiselina-kloroform.
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LLE 2 NRTL Nelder-Mead

Ravnoteza kapljevina — kapljevina. Izracunavanje parametara NRTL modela. Sustav:
kloroform-voda-octena kiselina. Nelder-Meadova metoda (ugradena procedura); graficki prikaz.

LLE 3 NRTL Nelder-Mead Levenberg-Marquardt

Ravnoteza kapljevina — kapljevina. Izracunavanje parametara NRTL-modela. Sustav:
voda-octena kiselina-kloroform. Prikaz rezultata mjerenja; Levenberg-Marquardtova metoda
(ugradena procedura) i Nelder-Meadova metoda (program).
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