KVANTNA KEMIJA 9. predavanje

PRIBLIZNE METODE U KVANTNOJ MEHANICI

Vrlo je mali broj problema u kvantnoj mehanici koje je moguce
egzaktno rijesiti. Pod egzaktnoS¢u uobiCajeno razumijevamo
mogucnost izraZzavanja valne funkcije s pomoc¢u poznatih
elementarnih 1 specijalnih matematickih funkcija. No, kasnije
¢emo pojam egzaktnosti rjeSenja proSiriti 1 na one slucajeve
kada viSeCesti¢nu (tj. viSelektronsku) valnu funkciju mozemo
nekako prikazati s pomocu jednocesti¢nih valnih funkcija,
premda same te funkcije ne mozemo na jednostavan nacin
1zraziti s pomocu poznatih matematiCkih funkcija. Polaziste
svake priblizne metode je problem koji znamo egzaktno rijesiti.
I tada na odredeni nacin nastojimo rjesenje stvarnoga problema,
koji je na odredeni nacin blizak problemu Sto ga znamo rijesiti,
prikazati s pomocu rjesenja bliskog, egzaktno rjesSivog, problema.
To je, dakle, opc¢enita slika sviju pribliznih metoda u kvantnoj
mehanici. Postoji viSe nacina na koji opisani "program' mozemo
provesti. Ovdje ¢emo spomenuti najpoznatije.

Racun smetnje (perturbacije)

Pretpostavimo da smo rijesili stacionarnu Schrodingerovu
jednadzbu s hamiltonijanom H |, , Sto znaci da smo dobili vlastite
Vektore 1 vlastite energije, koje cemo oznaciti s | odnosno
E . Ovdje znak "0" nad ketom oznacCava samo prlpadnost vlastitoj
ba21 hamiltonijana H, , a kvantni broj n» moze oznacavati
sveukupnost kvantnih brojeva povezanih s tom bazom. Naprimjer,
za vodikov atom taj broj moze predstavljati skup od Cetiri kvantna
broja Sto potpuno opisuju vodikov atom. Sli¢no vrijedi 1 za
vlastite energije, uz dodatak da te energije mogu biti degenerirane.
No, za sada pretpostavimo da nisu degenerirane.
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Dakle, vrijedi jednadzba:

n)"” (1)

Zamislimo sada da smo hamiltonijanu H, dodali jedan dio,
mozda u obliku nekakve potencijalne energije, a moguce je 1
nekakav drugaciji oblik energije. Nazovimo taj dio s V. Tada
imamo stacionarnu Schrodingerovu jednadzbu:

n (2)

Ho‘”>(0)=E(O)

n

Hy+V|n|=E,

Ali, naiSli smo na veliku preprjeku. Naime, ovu jednadzbu ne
znamo egzaktno rijesiti. Kad bismo znali egzaktno rijesiti
jednadzbu (2), ne bismo imali nikakva razloga uopc¢e spominjati
jednadzbu (1). No, mozda mozemo re¢i da nam vlastiti vektori 1z
jednadzbe (1) daju dobru bazu u kojoj moZemo prikazati vlastite
vektore 1z jednadzbe (2). U tu svrhu, tj. za 1skoriStavanje poznate
baze da bismo nekako izracunali nepoznatu bazu, uvest ¢emo u
jednadzbu (2) jedan formalni, bezdimenzijski, parametar € takav
da vrijednost e=0 daje jednadzbu (1), a vrijednost e=1 daje
jednadzbu (2). Dakle, promotrimo sljedeci problem:

(Hy+eV||n'=E,(¢)|n (3)

Jednadzba (3) objedinjuje jednadZbe (1) 1 (2), tako da krajnje
vrijednosti formalnog parametra daju prvu, ili drugu jednadzbu.
Sada su 1 vlastiti vektori 1 vlastite energije postali funkcijama
parametra e . Pretpostavljamo da se te funkcije parametra €
mogu razviti u Taylorov red oko to¢ke e€=0 .
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Uzmimo Taylorove razvoje

|n>(€)=|n>(0)+6|n,1>+62|n,2>+ (4)
EXV=EV+eE, +EE,,+....

gdje smo s |n, N ) oznadili ket n-tog stanja koji mnozi N-tu
potenciju formalnog parametra 1 sli¢no tome smo oznacili
energetske razine kao £, ,, . UvrStavajuci razvoje (4) u
jednadzbu (3) 1 1izjednacCavajuci koeficijente uz istu potenciju
formalnog parametra na lijevoj 1 desnoj strani jednadZzbe,
dobivamo

n>(0) (Sa)

o (5b)

+Ey=V)ln, 1 (5¢)

Jednadzba (5a) opisuje nesmetani problem, koji smo vec
spominjali. Zapravo, rjeSenje tog problema, po pretpostavci
poznato, odreduje nam ortonormiranu bazu 1 polazne energetske
razine. Dakle, vrijedi:

nm

<O)<m| n><0)=5 (6)

Uz energetski spektar E;O) , jednadZba (6) je sve Sto slijedi iz
jednadzbe (5a).
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Iz jednadzbe (5b) najprije ¢emo izraCunati prvu popravku
energetskog spektra 1 to na sljedeci nacin: jednadzbu (5b) cemo
pomnoziti slijeva bra-om (0><n| 1 uzeti u obzir jednakost

(0)<n|(HO—E(nO) =0 (7)

Dobivamo

E(n’1)=<0)<n| V|n>(0) (8)

Jednadzba (8) predstavlja prvu popravku energije uslijed
djelovanja smetnje V. Drugim rije¢ima, energetske razine
nesmetanog problema pomaknut ¢e se za dijagonalni matri¢ni
element smetnje u prvom redu ra¢una smetnje. Sto je s
vlastitim vektorom? To takoder moZemo doznati 1z jednadzbe
(5b). Pri tome moramo vektor |n,1> prikazati u bazi |n> ’

.><0)

’”:1>=§Cm 9)

UvrsStavajuci ovaj razvoj u jednadzbu (5b), za koeficijente ¢,,;
dobivamo izraz

(0)/. (0)
Cpi= <1|V|n> , NFIQ (10)

ni E(O)_ E(O)

n 1

dok c,, ostaje neodreden. Njega moZemo odrediti iz uvjeta
normiranja vektora |n> do prvog reda po parametru € .
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Imamo

(0)/ . (0)
(0) <1|V|n> 1(0)
+€i§n E(O)—E(O) l>

n 1

|n>(€)m(1—|—ecnn n|

(€)<n|n><€)ml—|—2ei}? (¢, )=1=R(c,,)=0

Dakle, do prvog reda u raCunu smetnje, mozZzemo za
koeficijent staviti c,,=0.

To se moze 1zreci 1 ovako: do prvog reda u racunu smetnje,
vektor odredenoga stanja samo dobiva "primjese" ostalih vektora
u bazi, a njegov udio u popravljenom stanju ostaje isti.

Drugi reda raCuna smetnje zadan je jednadZbom (5¢). 1z nje, na

slican nacin kao 1 1z jednadzbe (5b), mozemo dobiti drugu
popravku energije £, ,, :

(0)<n’V_E(n’l)’l.>(0)(0)<l.|V|n>(0)_

E<n,2)=<°><n‘V—E<n’1)|n,1 =3 o =
_s (o)<n|V|i>(o)<o)<l,|V|n>(o)= ‘(0)<n|V|i><0>‘2
i#n E;O)—E(lo) i#n EEQO)—E(ZO) (11)

Ovdje smo iskoristili pretpostavljenu hermiti¢nost operatora
smetnje V. Osim toga, ovdje valja primijetiti 1 jednu drugu
stvar, a ta je da druga popravka energije ukljuCuje energije sviju
energijskih razina nesmetanoga sustava, ako su matricni
elementi smetnje razliciti od 0.
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Naime, preko svojih matri¢nih elemenata smetnja povezuje
razli¢ita vlastita stanja nesmetanog sustava. No, to se povezivanje
ocCituje tek u drugom redu raCuna smetnje.

Sto se ti¢e vlastitih vektora u drugom redu raduna smetnje, njih
mozemo dobiti na isti nacin kao 1 za prvi red raCuna smetnje.
Normalizacija tih vektora 1 nije toliko bitna, jer se energije ne
ovise 0 tome, a 0osim toga ona se moZe za nenormalizirani vektor
uvijek provesti tako da se doti¢ni vektor podijeli sa svojom
normom. Na tome se sada ne ¢emo zadrZavati, nego ¢emo joS
pogledati slucaj kada su energijske razine nesmetanoga sustava
degenerirane. Takav je slucaj, naprimjer, s vodikovim atomom.

Degeneracija energijskih razina

Da bismo pojednostavnili pisanje, maknut ¢emo indeks (0) nad
vektorima nesmetanog sustava, a vektore stanja degeneriranih
razina oznacit ¢emo kao |n k) , gdje n oznatava odredenu
energijsku razinu nesmetanog sustava, a k oznacava (broji) sve
vektore koji toj razini pripadaju. Jasno je da samo jedna
vrijednost za taj indeks oznaCava nedegeneriranu razinu. Zbog
postojanja vise vlastitih vektora za odredenu vlastitu energiju
nesmetanog sustava, razvoj (4) sada mora imati sljedeci oblik:

|n><€)=z ck|n;k>—|—€|n,(1)>+€2|n,(2)>—|—....
¢ (12)

() _ 1(0) 2
E,=E,"+ek , te E,,)+..

n n

Ovdje je u 0-tom redu racuna smetnje uzeto u obzir da zapravo
nemamo razloga tvrditi koji ¢e od vise vlastitih vektora za
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energijsku razinu £ 510) biti po neCemu vrjedniji od ostalih, pa smo
th uzeli sve 1 napravili od njih linearni spoj. Sto ¢e sada dati
jednadzba (5b)? Istim postupkom kao 1 prije, dobit ¢emo

”,(1)>=(E(n,1)_V)ZCk
k

H,—EY nk) (13)

n

MnoZec¢i ovu jednadzbu slijeva s bra-om <n ;1| iuzimajuéi da
su svi razli¢iti vektori nesmetanog sustava medusobno okomiti,
dobivamo:

E(n,l)c,—%ck<n;l Vin; k=0 (14)
Ako uvedemo oznaku
Vi,=n1V|n k| (15)
jednadzba (14) dobiva razvidniji oblik

n,l

%Vlkck_E( )Cz=0 (16)

Da bi homogeni sustav jednadzbi (16) imao netrivijalno
rjeSenje, mora determinanta toga sustava i1SCezavati:

VII_E(n,l) V12 V13....
V21 V22_E(n,1) V23--- =0 (17)
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Jednadzba (17) zove se sekularna jednadzba. Prve popravke
energijskih razina ovise o tome je li smetnja J osjetljiva na
razli€ite vektore degenerirane energijske razine, ili nije. Ako je,
onda kazemo da smetnja razbija degeneraciju, u potpunosti ili
samo djelomicno, ve¢ ovisno o tome o kojim sve kvantnim
brojevima ovise matri¢ni elementi smetnje.

Najpoznatiji sluajevi razbijanja degeneracije su:

--atom vodika u magnetskom ili elektricnom polju (Zeemanov

odnosno Starkov ucinak)

--vezanje spina 1 putanje elektrona u atomu 1li molekuli (tzv.
fino cijepanje linija)
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