KVANTNA KEMIJA 6. vjezbe

Zadatak 1.
Napisite operator gradijenta u sfernim koordinatama.

RjeSenje:
U kartezijevim pravokutnim koordinatama operator gradijenta je
jednak
/-2 0 .= 0 7.0
S P
Veigetiaytha;
Sferni se koordinatni sustav satoji od tri koordinate 7,0, ¢

-

kojima moramo pridruziti tri jedini¢na vektora e,,¢;, €,

A
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KVANTNA KEMIJA 6. vjezbe

Odnos 1zmedu koordinata 1 jedini¢nih vektora kartezijevog 1
sfernog sustava je

x=rsin(0)cos(¢p)
y=rsin(0)sin(¢)
z=rcos(0)

-

sin (0) cos(¢p)+ jsin (0)sin(¢p)+k cos(0)
cos (0)cos(¢p)+ j cos(0)sin (¢)—k sin (6)

¢=—zsin(qb)+}'cos(cl>)

1 =2 sin(0)cos(p)+&,cos(0)cos(p)— é,sin(¢p)
j=¢e. sin (0)sin(¢)+€,cos(0)sin(¢p)+é, cos(¢p)
k=eé cos(0)—é,sin(0)

7

Sada jos treba izraziti derivacije po x, y, z s pomocu derivacija po
r,0,¢ .lImamo

o _Or a+89 0 _|_8c[) 0
0x OxO0r 0x00 O0Ox0d¢

a_ara+695+8¢ 0

0y 0yor 0y00 0yod¢

o _Oor a+89 a+a¢ 0

0z 0z0r 0z060 0z dd
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Q=£=sin(9)cos(d)),Q:X:sin(é)sin(qb),Q=£=cos(0)
ox r oy r oz r

00 _cos(0)cos(¢p) 00 _cos(0)sin(¢p) 00_ sin(0)
ox r "0y r ey r

O¢_ 1sin(¢p) ¢ _1cos(¢) 8cl>_o
Ox rsin(@) * 0y rsin(0) ~ 0z

Sada imamo

0 =sin(0)cos () 0 +COS<9)COS(¢) o lSin<(l)) 0

ox or r 00 r sin(6) ¢

0 _ . . o  cos(0)sin(¢p) g , 1cos(¢p) 5

5y = Sin(0)sin{¢) 7o+ 00 7 sin(0) 04
b _ o sin(0) 5
8Z_COS<9)8r r 00

Konac¢ni rezultat (detalje prikazati na ploci):
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Zadatak 2. _

NapiSite operator zamaha L=7 X p u kartezijevim 1 sfernim
koordinatama.

Rjesenje:

Po zakonu vektorskog mnozenja imamo:

_ . 0 __ 0 \=
L==in yaz Za)/)
=—ih rsin(Q)Sin(d)) COS(Q>8 in'd) 8 )-
@r r 00
—rcos(0) s’riéj(:éf.)!s"iﬂi(iqb)66F+COS(9)FSIH<¢) aa@ +% csci)zg?)) aad)) =
PN 0 |-
=—ifi Sm(d))ag COt(Q)COS<¢)a¢]
il ()0 o
=ih sm(c/))ag-l-cot(Q)COS((I))a(l)]
_ . 0 _ . 0 |-
=—ih Zax x@z
e el in ()0
=ih cos(d))69+cot(9)81n(¢)6¢)
—_ 0 _, 0 \=_;jp0
LZ— i h x@y yax lhaqb
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Zadatak 3.

Napisite operatore L, =L +iL , L  usfernim koordinatama i
1zvedite njihova komutacijska pravila.

RjeSenje:

L. =ihe™?

LZ,Li}=h2{i,e+i¢ 0

Zadatak 4.
Dokazite da operator

’=0’+L+L’

X y

komutiras L,, L, i L,

Zadatak 5.
[zrazite operator P’ u sfernim koordinatama i poveZite ga s
operatorom L.
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Zadatak 6.

Napisite Schrodingerovu jednadzbu za Cesticu koja se giba po
kruZznici.

Rjesenje:

Gibanje po kruZnici je ravninsko gibanje, koje opisujemo
dvjema prostornim koordinatama x 1 y. Zbog toga je pogodno
uzeti cilindri¢ne koordinate

x=I’COS<¢> , y=rsin(<l))

.. - -2 , .
1 1zraziti operator p~ s pomocu koordinata p,¢. Imamo

0 =010 ;0b 0 _io(p)-0—Sn(P) 3

Ox OxOr Oxdd or r O0d¢
o0 _0r o 0¢ o _.. o, cos(d) o
8y_6y6r+8y6<l>_sm<¢)6r+ r  0d¢
Kvadrirajmo ove operatore:
TR (o) Lo, @
6)62_008 ((l))@rz COS((I))SIH((I)) 7”2 a(,‘b—i_@(l)alf' +
L sin’(¢) g _sin(¢p)cos(p) 5* | sin(¢p)cos(¢) o |
2
r  or r OpOor v 0 ¢
. 2
sin”(¢p) &’
+ 2 2
r- od¢
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;yz=sin2(¢)%+cos(¢)sin(d)) _%;c[)—l_ac[?@r +
L cos’(¢) ¢, sin(¢p)cos(dp) o> _sin(¢p)cos(d) 5
r  or r opor r o
L cos*(¢) @’

2

r O’

Zbrajanjem dviju prethodnih jednadzbi dobivamo

2 2 2 2
@2_'_@2:82_'_1(3_'_12@2
ox* 0y~ oOr° ror ro¢

Gibanje po kruznici znaci da valna funkcija ne ovisi o r. Prema
tome Schrodingerova jednadzba je

Bl
2mr’ 0 ¢

;W (P)=Ew ()

No, derivacija po kutu je zapravo operator zamaha, pa imamo

2

z

21

y=Ey

gdje je / moment tromosti Cestice.

17. studenoga 2010. 7



17. studenoga 2010. 8



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8

