Sesti seminar iz kvantne kemije s rjeSenjima

1. Izrac¢unajte prva tri Hermiteova polinoma i normirajte pripada-
juée valne funkcije harmonickoga oscilatora.
Rjesenge:
Hermiteovi su polinomi rjeSenje diferencijalne jednadzbe:

F'(2)—22F'(2) +(A=1)F(2) =0 (1)

Zahtjev da funkcija F(z) bude polinom odredenoga stupnja postavlja za-
pravo uvjet i na parametar A u jednadzbi (1). Svaka linearna diferencijalna
jednadzba drugoga reda ima dva linearno nezavisna rjeSenja. Zahtjev da
jedno rjeSenje ima oblik polinoma vrlo je jak i zapravo najce$ée znaci
odredeni uvjet na parametre (ili funkcije) Sto se pojavljuju u samoj jed-
nadzbi. Polinom najniZega stupnja je F(z) = Hy(z) = ¢y = konst..
Ta ¢e funkcija biti rjeSenjem jednadzbe (1) jedino ako je A = 1. Ta funk-
cija predocCuje osnovno stanje harmonickoga oscilatora s valnom funkcijom

Wo(z) =coe™ "2, gdjesu z =az = /Bx i\ = %, a Ey je energija

osnovnoga stanja. Konstantu cg, tj. polinom Hy(z), odredujemo iz uvjeta
normiranja valne funkcije:
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Hermiteovi polinomi, kao rjeSenja jednadzbe (1), parne su ili neparne funk-
cije. Polinom Hy(z) = ¢ ofito je parna funkcija. Sljedeéi je polinom
prvoga stupnja i mora biti neparna funkcija, tj Hy(z) = c1z. Da bi taj
polinom bio rjesenje jednadzbe (1), parametar A mora imati vrijednost
A = 3, §to znadi da energija harmonickoga oscilatora mora biti jednaka
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E = %hw Pripadajuéa valna funkcija jednaka je ¥y(z) = ciaxe™" 2
Uvjet normiranja valne funkcije je:
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Sljededi je polinom drugoga stupnja i parna je funkcija, tj Ho(z) = do +
d22%. Da bi ta funkcija bila rjeSenje jednadzbe (1), mora biti zadovoljen
sljededi sustav jednadzbi:

2y + (A — 1) do = 0
—ddy+ (A —1)dy =0

odakle slijedi A = 5, tj. Ey = %hw, te do = —2dy. Hermiteov polinom,
dakle, ima oblik Hy(z) = do(1 — 222). Valna funkcija ima oblik Wy(x) =

042.1_'2 . . .
do(1 —2a%2?)e~ 2. Normiranje valne funkcije:
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U ra¢unanju navedenih integrala iskoristena je formula:
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uz definicije (2n—1)!! = 1-3-5-- (2n—1) zan = 1,2, .. i posebno (—1)!! = 1.
Dakle, prva tri Hermiteova polinoma, uz napomenu da se normira valna
funkcija harmonickoga oscilatora, koja je jednaka umnosku Hermiteova

polinoma i eksponencijalne funkcije, mozemo definirati ovako:
Ho(x) =1, Hi(z) =z, Hy(z) =1 — 22>
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Hermiteovi su polinomi H,,(x) ortogonalni s teZinom e~ % , §to znadi da
1% n ,

vrijedi jednakost:
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. Izradunajte umnoZak neodredenosti ArxAp za osnovno stanje har-
monickoga oscilatora.

Rjesenge:

Neodredenost AO, odredene fizicke veli¢ine kojoj pripisujemo operator O,
definiramo s pomocu prosjecne vrijednosti (O) operatora O u odredenom
stanju opisanom odredenom valnom funkcijom, odnosno vektorom stanja,
i prosjec¢ne vrijednosti <02> kvadrata operatora O:

A0 =4/(0?) - (0)?

Valna funkcija osnovnoga stanja harmonickoga oscilatora ima oblik (vidi
2

zadatak 1) Uo(z) = , /%e*%a @® Moramo izracunati sljedece Getiri veli-
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Umnozak neodredenosti jednak je:

Azdp =/ (@2) — (@) (02) — () =

. Pokazite da vrijedi a'V¥,, = /n + 1V, ,; i da operator a' ne moze
imati vlastite vektore.

Rjesenge:

Navedena jednakost slijedi iz komutacijskih pravila za operatore a, a' i
N = a'a (vidi jednadzbu (17) u 6. predavanju). Iz tih pravila izvedene
su jednakosti a¥,, = ¢, ¥,,_1 i a'W¥,, = d, ¥, ;. Buduéi da su operatori
a i a’ medusobno hermitski konjugirani, mora vrijediti odnos d,, = Crit-
Operator N = a'a ima vlastitu vrijednost n, §to znaéi da mora vrijediti
sljedeéa jednakost:

N, =alaV, = c,a' ¥,y = chdn 1V, = |du e[’ U, =
=nU, =d,_1 =e’V/n=d, =e¥Vn+1

Ovdje se postavlja pitanje o proizvoljnoj fazi ¢, koja se pojavljuje u opéem
rjeSenju komutacijskih pravila, tj. u odredivanju ortonormirane baze ¥,,,
n=0,1,2... ukojoj djeluju spomenuta tri operatora. Odgovor se nalazi u
¢injenici da fazu ¢ mozemo podvesti pod definiciju baze, tako da uvedemo
novu bazu ¥, = ¢™#W,. Ta redefinicija baze ne mijenja nista §to se
ti¢e ortonormiranosti. Djelovanje operatora u novoj bazi tada je opisano
jednadzbom:

aT\I/n = em‘paT\I/n = em‘pei‘p\/m\llm_l = \/mei(”+1)‘p\11n+1 =
=vn-+ 1\i/n+1

Drugim rijeima, faza ¢ nije opazljiva (opservabilna), pa se moZe bez
smanjenja opcéenitosti uzeti da vrijedi ¢ = 0. Tako smo dokazali navedenu
jednakost koja opisuje djelovanje operatora at. Postoji li vlastiti vektor ¥
operatora al, tj. vektor ¥ takav da vrijedi jednakost a' ¥ = AW, gdje je A



obi¢ni kompleksni broj? Da bismo odgovorili na to pitanje iskoristit ¢emo

ortonormiranu bazu ¥,, n = 0,1,2, ..... Svaki vektor moZzemo prikazati
kao linearni spoj vektora baze, pa vrijedi jednakost
(oo}
U= Z a, U,
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gdje su a,, kompleksni brojevi. Da bi vektor ¥ bio vlastiti vektor operatora
a’, mora vrijediti sljedeéa jednakost:

alU = \U = ag¥y + a1\/§\112 + ag\/§\113 + . ta,vn+ 10,4+ .. =
:)\(040\1104-0(1‘1’14—042\1’2—}— —‘,—Ozn\I/n—l—) =

= oW + (Aot — ap) Uy + (AaQ _ fal) Uy + ..
+ (Aan — Vnam—1) Uy, + ..
Buduéi da su vektori ¥,, linearno nezavisni, mora vrijediti:
Mo =0, g —ap =0, Aas — V2a1; =0..,.. \an — Va1 = 0...

Jedino rjesenje ovih jednadzbi je ap = a1 = ... =, = ... =0 tj. ¥ =0.
Dakle, ne postoji netrivijalni vlastiti vektor operatora af. Zadatak za
razmisljanje: postoji li vlastiti vektor operatora a?

. Iskoristivsi definiciju operatora a s pomoc¢u operatora poloZaja
i koli¢ine gibanja, izrac¢unajte valnu funkciju osnovnog stanja
harmonickoga oscilatora i uvjerite se da je ona ista kao i valna
funkcija koja se dobije rjeSsavanje Schrédingerove jednadZzbe u
obliku diferencijalne jednadzbe drugoga reda.

Rjesenje:

Operator a ima oblik (vidi jed. (14) u 6. predavanju):

Osnovno stanje ima najnizu energiju. To znad¢i da stanje ima kvantni broj
n = 0, odnosno da vrijedi a¥y = 0. No, ako operator a prikazemo kao
odredeni diferencijalni operator, s pomoéu operatora p i x, onda ¢emo
umjesto apstraktnoga vektora ¥y imati valnu funkciju ¥y (z) za koju vri-
jedi jednakost:

a¥o(r) =0= (am+;d) Uo(z) =0=

= U/ (z) = —a®zWy(z) = Uo(z) = Ne 2*°

Ocito je funkcija Up(x) ista kao i funkcija koja se dobije rjeSavanjem Sc-
hrédingerove jednadzbe u diferencijalnom obliku. Tako i mora biti— kvant-
nomehanicko stanje moze se opisati na razli¢ite nacine, ali svi relevantni



mjerljivi podatci moraju biti nezavisni od metode opisa stanja. Prikaz
operatora a i a' s pomocu operatora z i p te algebarska svojstva tih ope-
ratora pruzaju nam mogucénost da napiSsemo opéi oblik valne funkcije s
kvantnim brojem n. Naime, iz jednakosti a0y =, o'y = V20, itd.
dobivamo jednakost ¥,, = \/% (aT)n Uy. To znaci da valnu funkciju ¥, (x)

dobivamo na sli¢an nacin:
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Ova jednakost zapravo znaci da se Hermiteovi polinomi mogu definirati

kao:
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Izracunajte Hermiteov polinom Hs(x) na ovdje opisani nacin i uvjerite se
da je isti kao i polinom izracunat u zadatku 1)



