KVANTNA KEMIJA 3. vjezbe

Zadatak 1.

Dokazite da vlastiti vektori stanja harmonickog oscilatora tvore
ortonormiranu bazu.

Rjesenje.
a) Linearna nezavisnost
Prvo moramo dokazati linearnu nezavisnost vektora .

Pretpostavimo da postoje skalari ¢, ¢, ¢,,.... od kojih je barem
jedan razli€it od 0, takvi da vrijedi

o0
. C
n=0 "

n)=0 (1)

Djelujuci operatorom N na obje strane ove jednadzbe, dobivamo

ioncn n)=0 (2)

Jednadzba (2) je iste vrste kao 1 jednadzba (1), samo s
promijenjenim skalarima. Oznacimo te skalare ovako:

c(l)=ncn , n=0,1,2....

n

To zna&i da je ¢!'=0 ida vektor [0) “ispada iz igre", tj. da ga
nema u jednadzbi linearne zavisnosti. Sada moZzemo na
jednadzbu (2) djelovati operatorom N-1, 1 zakljucit ¢emo da 1
Vektorﬁ1 "1spada 1z igre". Postupak moZemo nastaviti u
beskonacnost pa ¢emo zakljuciti da svi vektori "ispadaju 1z igre",
tj. da ne postoji linearna zavisnost medu njima.
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b) Okomitost (ortogonalnost)

Sada ¢emo dokazati da su dva razliita vektora, |1 i |m>
okomita. Pri tome ¢emo iskoristiti svojstvo hermiti¢nosti
operatora V.

N’n>=n’n> , <m’N=m<m’

Odavde slijedi:
m|N{nj=n{m]|n|

m|N|nj=m{m|n

Oduzimanjem ovih dviju jednadzbi dobivamo:
(n—m){m|n)=0
Budu¢i da je n#m , slijedi :

<m|n>=0

To znaci da su bilo koja dva razli¢ita vektora medusobno
okomita.
¢) Normiranost

Buduci da vrijedi,

|n>=f;!<A*>" 0 <n|=<0|A”j;!

vrijedi 1
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nlnj=-L10]4

Uvedimo pokratu

A7)0

=(0[4"(47)"]0]

Nas zadatak je dovesti operator A skroz na lijevo, tako da djeluje
na vektor osnovnog stanja 1 ponisti ga. Za to ¢e nam trebati
sljede¢e komutacijsko pravilo:

A(AY] =4, AT (A=A A (A4, AT A
=(Ay T AT (A4, (4T +(A y=2)=
=2(AY (AP A, (AT Y= =0 (A7)
Primjenom ovog pravila u definiciji veli€ine D, 1relacije
A]0)=
dobivamo rekurzivnu relaciju:
D,=nD,_,
No, iz ove relacije slijedi
D,=n!0]0)
Iz svega ovoga dobivamo
nln=(0]0]

Prema tome, ako je vektor osnovnog stanja oscilatora normiran
na 1, onda su 1 vektori svih ostalih stanja takoder normirani na 1.
Time je u potpunosti dokazana ortonormiranost vlastitih vektora
harmonickog oscilatora.
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Zadatak 2.

IzraCunajte umnozak neodredenost polozaja i zaleta za odredeno
stanje harmonickog oscilatora.

Rjesenje.
Izrazit cemo operatore polozaja 1 zaleta s pomocu operatora
stvaranja 1 poniStenja:

_Po

2i(A+_A)

O
=2 la+47)
Buduc¢i da operatori stvaranja 1 poniStenja povisuju odnosno
snizuju vrijednost #n, koja oznacava stanje, i1 zato Sto su razliciti
vektori stanja medusobno okomiti, zakljuCujemo da su srednje
vrijednosti operatora polozaja i zaleta u bilo kojem vlastitom
stanju hamiltonijana harmonickog oscilatora jednaki 0. To

znaci da nas zanimaju samo srednje vrijednosti kvadrata tih
operatora. Imamo:

2

X= ZO( +(A'V+AA4 +4" 4
2

pi= %(A H(AP—AA - A4

Srednje vrijednosti kvadrata operatora stvaranja 1 poniStenja
jednake su 0 (zasSto?). IskoriStavanjem komutacijskog pravila
za operatore stvaranja 1 poniStenja 1 definicije operatora N
dobivamo

2

2
<n|x2|n> ZO(Zn—I—l , <n|p|n> Z°2n-|—1)
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Kona¢no za umnozak neodredenosti dobivamo:

Apr=Jp

2
IO(Zn—I—l)

PoXo

4

Yo 2n41)

2
2 (2n+1)="

Primijetimo vaznu ¢injenicu: umnozak neodredenosti za osnovno
stanje je najmanji moguci.

Z.adatak 3.

Izracunajte kako operator zaleta P djeluje u vlastitoj bazi
operatora polozaja X. (ovdje su operatori oznaceni velikim
slovima da bismo 1h razlikovali od njihovih vlastitih vrijednosti)

Rjesenje:

Za operatore P 1 X vrijedi komutacijsko pravilo

P, X|=—ih ,
a za vlastite vektore operatora X vrijedi
X |x>=x |x> :

Djeluyymo komutatorom na odredeni vlastiti vektor operatora X.
P, XHx>=—ih|x>
Dobivamo:

(x—X)P|x>=—ih|x> :

Iz ove jednadZzbe trebamo izracunati vektor P | x| . To nije

moguce uciniti jednostavno taklo da na obje strane jednadzbe

djelujemo operatorom x—X| zato §to operator x — X

27. listopada 2010. 5



KVANTNA KEMIJA 3. vjezbe

ponistava vektor |x|, tj. vrijedi
x—X| | x)=0 ,
i zato ne postoji vektor (x — X | |x> . Zato ¢emo uzeti vektor koji

je jako blizu vektoru |x> , naime vektor |x +Ax).Za
njega vrijedi

(x—X)|x—|—A x)=—A x|x—|—Ax>

Ako uzmemo

|x—|—Ax>—|x>

P|x>=ih A

1z komutacijskog pravila ¢emo dobiti jednadzbu
‘x +Ax|= ‘ x|,

t]. morali bismo staviti A x=0. No, to nije niSta drugo nego
operacija deriviranja

P|x)=ih im |x+Ax>_|x>=ihi

Ax—0 A x dx|x>

Primijetite ovdje predznak + ispred imaginarne jedinice.

Mi ne gledamo kako operator zaleta djeluje na funkciju

od vlastite vrijednosti operatora poloZaja nego gledamo kako
on djeluje na vlastiti vektor operatora polozaja.

27. listopada 2010. 6



KVANTNA KEMIJA 3. vjezbe

Idemo vidjeti kako operator zaleta djeluje na op¢i vektor ’([j> u
Hilbertovom prostoru. Takav vektor ¢emo prikazati u vlastito;
bazi operatora polozaja X.

~+ 00
|L,U>= f c(x)|x>dx

— 00

Ovdje su c(x) koordinate vektora |([J> u vlastitoj bazi operatora
X. Mi znamo kako operator P djeluje na vektore te baze. Dakle,

+ 00
P|L/J>=ih f c(x)j—x|x>dx=ihc(x)|x>|f§—l—
—00
~+ 00
.. de(x)
+_{O ih T ’x>dx

Ovdje smo iskoristili parcijalnu integraciju 1 tako smo operaciju
deriviranja "prebacili" na koordinate c(x). Prvi ¢lan u ovoj
jednadZbi iSCezava, ako zahtjevamo kona¢nu normu vektora ).
Dakle, operator zaleta je

Pc(x)=—ih delx)

d x

kada djeluje na koordinate vektora, odnosno na funkcije realne
varijable x.

27. listopada 2010. 7



27. listopada 2010. 8



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8

