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Virijalni teorem

U raCunu varijacije mozemo valnu funkciju mijenjati kako ho¢emo.
Parametri s pomocu kojih mijenjamo valnu funkciju dobivaju konkretnu
brojéanu vrijednost u postupku minimizacije energije. No, isto tako
mozemo mijenjati i egzaktnu valnu funkciju, tj. vlastitu funkciju operatora
hamiltonijana. Svaka promjena egzaktne valne funkcije povisit ¢e energiju.
Buduéi da znamo da egzaktna valna funkcija opisuje stanje najnize energije
unutar zadanih uvjeta, to znaci da znamo brojCane vrijednosti parametara
promjene valne funkcije. Sve sto moramo traziti je da je derivacija prosjecne
energije po parametrima promjene za te vrijednosti parametara jednaka 0. |
to je bit virijalnoga teorema sto ¢emo ga sada izvesti primjenjujuci opisani
postupak. U svrhu konkretnosti i jednostavnosti posluzit ¢emo se
jednodimezijskom Schrédingerovom jednadzbom za €esticu u polju
potencijalne energije V/(x), odnosno prosjecnom energijom Cestice u stanju
s valnom funkcijom W(x). Naravno, ta je prosjecna energija upravo jednaka
vlastito] energiji Cestice zato 5to je valna funkcija po pretpostavci egzaktna.
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Virijalni teorem
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E =
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Sada ¢emo od egzaktne valne funkcije W(x) izgraditi novu, neegzaktnu,
valnu funkciju s pomo¢u jednoga parametra A. Nova valna funkcija mora
imati istu normu kao i polazna, egzaktna, valna funkcija, naime 1.
Promatrajmo valnu funkciju

W(x;\) = VAU(Ax)

dV(x) )|?

=2 VO W02 dx 1)

Zaista vrijedi:

+oo +oo
/\W(X;)\)\zdx— / W) d(Ax) = 1

Dakle, norma je valne funkcije o¢uvana, kao 5to i mora biti. Idemo sada

vidjeti kako ¢e prosjecna energija ovisiti o parametru .
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Virijalni teorem

+o00 5 . 5
Ew = [ [fm PN v wie A)|2] dx =
+o00 5 N 5 N
:/ [fmv d‘Z(AAX) +\/<A >|\IJ()\x)| dOx) = (2)
TR L du) P
:/lzmv = v () WP | o

Znamo fa funkcija E(A) mora imati ekstrem (minimum) za vrijednost
parametra A = 1. To znadi sljedece:
dE())

d\ |4
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Virijalni teorem

Tako dobivamo:
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2
/ [2_ ”
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—00

dV¥(x)
dx

2 dV/(x)

2
x S ()

dx =0 (3)

Jednadzba je (3) iskaz virijalnoga teorema. Nju mozemo napisati i u
sljede¢em obliku:

2(Egin) = (xV'(x)) (4)
Ovdje zagrade (,) oznaavaju prosjecnu vrijednost. Virijalni teorem,
odnosno jednadzba (4), povezuje prosjecnu vrijednost kineticke energije s
prosjeénom vrijedno3éu odredene velic¢ine koja ovisi o derivaciji potencijalne
energije. Ta je veli¢ina razmjerna potencijalnoj energiji samo za tzv.
homogene potencijale, tj. za funkcije V(x) o x". tada imamo:

n 2
——E, (V(x)) =
n-+2 (V) n+2
14. predavanje 16. sijecnja 2012. 6 /15

2(Egin) = n(V(x)) , (Exin) =



Virijalni teorem

Naprimjer, prosjecna kineticka energija harmonickoga oscilatora jednaka je
njegovoj prosjecnoj potencijalnoj energiji. Virijalni se teorem lako moze
poopciti i na sustave u tri prostorne dimenzije. Tada ¢emo promatrati skup
funkcija:

V(7 A) = VAIU(AP)

i za homogene potencijale takoder ¢emo dobiti jednakost (4). Tako za
Coulombov potencijal V(r) o< r=! dobivamo (E;,) = —3(V(r)). Za
nehomogene potencijale V/(x) virijalni teorem ne povezuje prosjecne
vrijednosti kineticke i potencijalne energije, nego samo daje odredene
informacije o prosjecnim vrijednostima odredenih velicina.
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Hellmann-Feynmanov teorem

Hellmann-Feynmanov teorem

Svaki je potencijal V/(x) odreden s pomoéu odredenih parametara, osim sto
ovisi o prostornim varijablama. Naprimjer, harmonicki oscilator ima
potencijal koji ovisi o parametru mw?. Sli¢no tomu mozemo reéi i da
operator kineticke energije ovisi 0 masi m kao parametru. Opcenito
mozemo rec¢i da operator hamiltonijana H sadrzi odredene parametre, tako
da taj operator mozemo promatrati i kao funkciju odredenih parametara.
Recimo da smo izdvojili jedan od spomenutih parametara o, tj. H = H(«).
Jasno je da ¢ée i vlastiti vektori i vlastite vrijednosti hamiltonijana takoder
biti odredene funkcije istoga parametra .. Oznacimo ih kao | W(a)) i
E(«). Vlastiti su vektori normirani na 1 za svaku vrijednost parametra «,
tj. vrijedi (W(a) | ¥(a)) =1 Va. Pitanje je kako ¢e se promijeniti vlastita
energija ako se promijeni parametar . Drugim rije€ima, za male promjene
parametra treba nam derivacija vlastite energije po parametru «. Kao prvo,
moramo uzeti u obzir o€uvanje norme vlastitoga vektora pri promjeni
parametra:
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Hellmann-Feynmanov teorem

d
2 {W(a) | W(a)) =0

Uzimajuéi u obzir jednakosti:
(W(a) [ H(e) = E(a)(W(a) |, H(e) [ V() = E(a) [ V()

za derivaciju energije po parametru « dobivamo:

PR) — (G twla) 1) Hta) W)+ w(e) | 5w+
HW() | H(0) (| W(0))) = E(a) & (W(a) | Wa))+ ()
#u(0) | XD ey = wa) | DAy
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Hellmann-Feynmanov teorem

Hellmann-Feynmanov teorem

Hellmann-Feynmanov teorem (5) kaze da je prva derivacija energije po
parametru jednaka prosjecnoj vrijednosti derivacije hamiltonijana po istome
parametru. Naprimjer, energija vodikova atoma ovisi o parametru

a = e"? = k.e? kao E o a?, a potencijalna energija ovisi o istome

parametru kao V' = —< oc a. Po Hellmann-Feynmanovomu teoremu
imamo: JE £ )
() _,El0) _ <> = (V) =2F
da ! r

Razumije se, isti rezultat dobijemo i primjenom virijalnoga teorema.
Takoder je vidljivo da Hellman-Feynmanov teorem ima veze s racunom
smetnje ako je parametar « formalni parametar u perturbativnomu razvoju.
Tada u prvom redu racuna smetnje dobivamo da je energija pomaknuta za
dijagonalni matri¢ni element potencijala smetnje, a taj je matri¢ni elemrnt
upravo jednak matriénomu elementu derivacije hamiltonijana po formalnom
parametru.
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Born-Oppenheimerovo priblizenje

Molekule se sastoje od dvaju ili vise atoma. To preciznije znaci da
hamiltonijan sadrzi vise sredista privlacenja, za razliku od atoma koji ima
samo jedno takvo srediste. Atomske su jezgre neusporedivo masivnije od
sviju elektrona 3to sacinjavaju odredenu molekulu. To zapravo znadi da ¢ée
gibanje atomskih jezgara biti jako sporo u odnosu na gibanje elektrona, pa
¢e i kineticka energija jezgara biti zanemariva u odnosu na kineticku
energiju elektrona. | to je bit Born-Oppenheimerovoga priblizenja.
Hamiltonijan molekule jednak je zbroju kinetickih energija elektrona,
potencijalnih energija elektrona u privlaénim poljima jezgara, potencijala
medusobnih elektrostatskih odbijanja elektrona i potencijala medusobnih
odbijanja jezgara. Budu¢i da odbijanje jezgara sadrzi samo koordinate
jezgara, a ne i elektrona, taj dio u ukupnoj energiji molekule mozemo
jednostavno pribrojiti ukupnoj elektronskoj energiji. Recimo da imamo Ny
atoma, tj. jezgara. Jezgra “j" ima naboj Zje. Ako je molekula neutralna
onda je broj elektrona N, jednak N, = Zj Z.
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Born-Oppenheimerovo priblizenje

Atomske se jezgre nalaze na polozajima R’} j=1,2,...Ny, a elektroni
imaju polozaje r;, i = 1,2,...N,. Elektronski je hamiltonijan jednak:

S WA I MRS 9 DT

i=1 j=1 i=1 j>i

j i

Elektronska valna funkcija ovisi o polozajima elektrona, ali i o polozajima
jezgara. Ovisnost valne funkcije o polozajima jezgara shvaé¢amo kao
ovisnost o parametrima. Isto tako i elektronska energija ovisi o polozajima
jezgara kao parametrima. Schrédingerova jednadzba je:

He(ély /$2, o ﬁNA)W(Fl, FQ, ceny FNE; :51, :52, . éNA) =

T T e T T 0 A (7)
= Ee(Rh R27 . RNA)\U(Fl, 2,y 'Ngs Rl, RQ, o RNA)
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Born-Oppenheimerovo priblizenje

Elektronska valna funkcija mora zadovoljavati i Paulijevo nacelo, tj. mora
biti antisimetri¢na u odnosu na zamjenu bilo kojih dvaju elektrona. Ta
zamjena ukljuéuje i spinove elektrona, tako da elektronska valna funkcija
ovisi i o spinovima elektrona, a ne samo o njihovim prostornim
koordinatama. Ukupna energija molekule E,, jednaka je zbroju elektronske
energije i energije odbijanja jezgara:

Na Nj

ZZe
Euk = Ee(Ri Ro, o Ru) + 3 5K
=1 k> ’R Rk‘

Ako bismo na odredeni nacin htjeli ukljuciti u ukupnu energiju i kineticke
energije jezgara, jasno je da bi to jos malo povisilo ukupnu energiju. Budu¢i
da elektronsku jednadzbu (7) ne znamo egzaktno rijesiti, to znaci da
elektronska je energija, koju izraunamo pribliznim metodama, visa od
egzaktne energije, pa onda i ta ¢injenica unosi dodatnu pogrjesku u
izraCunu ukupne energije.
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Born-Oppenheimerovo priblizenje

Optimalna geometrija molekule dobije se rjeSavanjem sustava jednadzbi:

0 ,
ﬁEuk =0 y J = 1727"'7NA

J

To je nuzdan uvjet, ali nije i dovoljan. Jasno je da ¢emo u spomenutim
derivacijama po polozajima jezgara uporabiti Hellman-Feynmanov teorem.
Medutim, da bismo postigli minimum energije, valja pogledati i druge
derivacije ukupne energije po tim koordinatama. No, da bismo to izraunali
moramo znati i derivaciju elektronske valne funkcije po tim koordinatama,
Sto dodatno usloznjava cijeli problem. Danas postoje programski paketi (
Gaussian, Gamess,.. ) za numericko rjeSavanje Schrodingerove jednadzbe
odnosno za nalazenje energije osnovnoga stanja molekule i njezine
optimalne geometrije.
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Zadatci

@ Primjenom virijalnoga i Hellman-Feynmanovoga teorema dokazite da
energija harmonickoga oscilatora ne ovisi o njegovoj masi i da je
razmjerna njegovoj frekvenciji i Planckovoj konstanti.

@ Ako u vodikovu atomu konstante m, €’? i % shvatimo kao parametre
hamiltonijana, kako energija mora ovisiti o tim parametrima?

© Jednodimenzijski anharmonicki oscilator s potencijalom V/(x) = ax*
ima ukupnu energiju jednaku E = 10 ¢eV. lzracunajte njegovu
prosjecnu kineticku i potencijalnu energiju.

@ Napisite Schrédingerovu jednadzbu za molekulu CHy u
Born-Oppenheimerovom priblizenju.
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