KVANTNA KEMIJA 13. predavanje

HARTREE-FOCKOVA METODA

Viseelektronski sustavi u Born-Oppenheimerovu priblizenju
analitiCki su nerjeSivi, Sto znaci da pripadajucu valnu funkciju ne
mozemo egzaktno prikazati pomocu valnih valnih funkcija koje
pripadaju pojedinacnom elektronu. Uzrok te nemogucnosti je u
medudjelovanju dvaju elektrona, njihovu medusobnu elektrostat-
skom odbijanju, koje ne moZemo rastaviti na dijelove koji bi bili
ovisni samo o stupnjevima slobode jednog elektrona. Odbijanje
jednog elektrona u sustavu od sviju ostalih ovisi o isto tako
"brzim" stupnjevima slobode kao Sto su "brzi" stupnjevi slobode
samog promatranog elektrona. Zato mozemo zamisliti da ostali
elektroni stvaraju nekakvo srednje polje, usrednjenu potencijalnu
energiju, uz potencijalnu energiju jezgara, u kojoj se giba jedan
elektron. Naravno, Sto vrijedi za jedan elektron, to vrijedi 1 za
svaki drugi elektron u sustavu. Postavlje se pitanje kako izracunati
taj "srednji potencijal", "srednje polje"? Jedna je stvar ocita:
u takvoj slict svakom elektronu mozemo pridruziti odredenu
jednocesti¢nu valnu funkciju, pa ¢e "srednje polje" sigurno ovisiti
o tim 1 takvim valnim funkcijama. I tako smo dosli do problema
koj1 je oCito nelinearan—da bismo i1zracunali jednocCesti¢nu valnu
funkciju, potrebno nam je srednje polje, a da bismo izracunali
srednje polje potrebne su nam valne funkcije.
Matematicki algoritam za ovaj problem je u biti vrlo jednostavan:
1.) Uzmi neke jednocesti¢ne valne funkcije
2.) IzraCunaj srednje polje
3.) IzraCunaj jednocCesticne valne funkcije
4.) Vrati se na korak 2.). Ako se to srednje polje jako razlikuje od
ve¢ prije izraCunatog srednjeg polja, nastavi postupak. Ako se
ne razlikuje bitno od ve¢ prije izraCunatog srednjeg polja,

prekini postupak.
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Opisani se algoritam zove samousuglaSeno polje. Preostaje nam
joS$ odrediti kako se to polje izracuna iz jednocCesti¢nih valnih
funkcija. To ¢emo uciniti tako da odredimo jednocestiCne valne
funkcije 1z uvjeta da energija sustava bude najmanja moguca.
Hamiltonijan sustava je:
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Svi jednoCesti¢ni hamiltonijani H;,i=1,2,..., N medusobno
komutiraju. Kad ne b1 bilo medusobnog odbijanja elektrona, koje
¢ini dvocesticni hamiltonijan, valna funkcija sustava mogla bi se
prikazati kao umnoZak jednocCesti¢nih valnih funkcija. No,
mozemo se zapitati kakve bi te jednocCesti¢ne valne funkcije
morale biti da bi spomenuti umnozak, premda ne moze prikazati
egzaktnu valnu funkciju, dao najniZzu energiju. Budu¢i da
moramo uzeti u obzir Paulijevo nacelo, moramo umnozak
jednocesticnih valnih funkcija antisimetrizirati, pa ¢emo za

valnu funkciju sustava staviti sljedeci oblik
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Ovdje simbol €; ; ;  ima vrijednost +1 ako je permutacija
indeksa parna, odnosno -1 ako je neparna.
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Prethodni se zapis valne funkcije zove Slaterova determinanta,
a jednocesticne valne funkcije zovu se orbitale. Te orbitale su
medusobno okomite zato Sto su, po oCekivanju, rjesenja iste
jednadzbe, istog problema vlastitih vrijednosti. 1z istoga razloga
smatramo da su normirane na 1.

Idemo sada vidjeti ¢emu je jednak funkcional energije. Za
operator kinetiCke energije dobijemo:
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Na sli¢an nacin za operator privlacne potencijalne energije
1zmedu elektrona 1 jezgara dobijemo:
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Sto se ti¢e odbojne potencijalne energije izmedu elektrona, taj
operator je oCito dvoCestiCan; naime on obvezno ukljucuje
stupnjeve slobode dvaju elektrona. Zato je taj dio funkcionala
energije bitno drugaciji od prethodna dva, u smislu da ¢e nam
ostati integracija po stupnjevima slobode dvaju elektrona, a ne
samo jednog.

Dobivamo sljedeci 1zraz:
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Prvi Clan u zagradi o€ito ima smisao kulonskog potencijala
1zmedu dvaju elektrona, pri ¢emu je naboj svakog elektrona
"razmazan" po cijelom prostoru s odredenom gusto¢om naboja
ovisnoj o orbitali elektrona. Taj dio smo mogli ocekivati 1z
klasiénog poimanja medudjelovanja kontinuirane razdiobe naboja.
Drugi dio, medutim, ne moZemo prispodobiti k ni¢emu Sto postoji
u klasi¢noj fizici—taj dio opisuje izmjenu dvaju elektrona, pri
¢emu se mijenja predznak umnoska valnih funkcija. On je
posljedicom Paulijeva nacela.
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Prethodne izraze za funkcional energije (kojega smo naveli u

tr1 dijela) moZemo joS pojednostavniti uzmemo li u obzir da
jedna orbitala moze sadrzavati dva spinska stanja. To zapravo
znaci da prostornih orbitala ne moramo imati koliko imamo 1
elektrona, nego upola manje. Ako je broj N neparan, onda
uzimamo (N+1)/2 prostornih orbitala. Naprimjer, za atom litija 1
berilija dovoljne su nam dvije prostorne orbitale, isto kao 1 za
molekulu LiH, ili helijjev dimer (kad b1 takvo Sto moglo postojati
pod uobicajenim uvjetima).

Dakle, u prethodnim izrazima obavit cemo sumiranje
("integraciju'") po spinskim stupnjevima slobode, 1 stavit cemo
da je broj prostornih orbitala jednak N/2 . Tako za kulonsko
odbijanje (tj. za funkcional koji to opisuje) dobivamo konacni
1zraz
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Ovdje mnozitelj 2 ispred integrala dolazi od zbroja spinskih
stanja jednog elektrona. Sli¢no tomu, za funkcional koji opisuje
1zmjenu elektrona dobivamo i1zraz
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U funkcionalu 1zmjene nema mnozitelja 2x2, kao Sto ga ima u
kulonskom funkcionalu. To je zato Sto dva elektrona, u razli¢itim
prostornim orbitalama, mogu biti izmjenjeni samo ako su im
spinska stanja ista. Naravno da takvo ograniCenje ne postoji za
kulonsko medudjelovanje—ta je sila odbojna bez obzira na to
kakvi su spinovi elektrona.

Jo§ jednostavnije su izrazi za funkcional kinetiCke 1 potencijalne
energije elektrona—dovoljno je samo orbitale elektrona
zamijenitl njihovim prostornim orbitalama, pomnoziti s 2 zbog
sumiranja po spinovima i sumu "skratiti" na N/2. Konac¢no
dobivamo funkcional energije u obliku:

Iz ovoga funkcionala energije moZzemo odmah izvesti
jednocesti¢nu Schrodingerovu jednadZbu za prostorne orbitale.
Pri tome moramo uzeti u obzir da su kulonsko medudjelovanje

1 1zmjena predoceni integralnim operatorima, koji ovise o samim
orbitalama.
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Uvedemo l1 standardne oznake za te operatore:
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Schrodingerova jednadZzba za jednocCesti¢ne prostorne orbitale
ima oblik:
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Ove jednadZzbe ¢ine Hartree-Fockovu metodu samousuglasenog
polja. To je sustav nelinearnih integrodiferencijalnih jednadzbi,
koji se moZze rjeSavati samo numericki.

Ovdje su energije €; orbitalne energije. Fizicki je smisao tih
energija, kao 1 pripadajucih orbitala, samo priblizan, Sto znaci
da te energije nisu myerljive samo po sebi. Medutim, njih zbroj,
koji predstavlja ukupnu energiju sustava, je mjerljiva veli¢ina.
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