12. predavanje

Vladimir Danani¢ ()

Vladimir Dananié

19. prosinca 2011.

12. predavanje 19. prosinca 2011.

1/18



R —
Sadrzaj

@ Priblizne metode u kvantnoj mehanici
@ Racun smetnje

© Zadatci

Vladimir Danani¢ () 12. predavanje 19. prosinca 2011. 2 /18



Priblizne metode u kvantnoj mehanici

Opéenito o pribliznim metodama

Priblizne metode, ili metode nalazenja pribliznog (aproksimativnog)
rjesenja, vrlo su Ceste u egzaktnim znanostima. Zajednicka je znacajka
sviju pribliznih metoda nastojanje da se ponavljanjem odredenih postupaka
od polaznog, pretpostavljenoga, rjesenja u konaénom broju koraka dode do
pravoga rjesenja s unaprijed zadanom preciznos¢u. Primjer za to je
Newtonova metoda nalazenja nul-tocke odredene funkcije—pretpostavimo
pocetnu tocku, koja zapravo nije nul-tocka i onda odredenim postupkom
dodemo do nove tocke, koja takoder najcesée nije nul-tocka ali je blize
pravoj nul-to€ci od prethodne, pa onda ponovimo postupak sve dok se
pravoj nul-tocci ne priblizimo s po volji zadanom preciznos¢u. Problem s
tom, a i svim ostalim slicnim metodama, nalazi se u Cinjenici sto izbor
pocCetne “nul-tocke” moze biti takav da se nikada ne priblizimo pravoj
nul-tocci. Metoda moze divergirati u ovisnosti o izboru pocetne tocke.
Opcenito mozemo reci da je metoda dobra ako je korekcija rjesenja iz
koraka u korak sve manja i manja. Od polaznoga “rjeSenja” zelimo doéi sto
blize k pravom rjesenju.
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

U racunu smetnje (perturbacije) polazimo od problema koji znamo
egzaktno rijesiti. To znaci da za neki hamiltonijan Hp znamo vlastite
vektore | n,0) i pripadajuce vlastite vrijednosti E,SO). Ovdje smo vlastiti
vektor oznadili sasvim apstraktno kao | n,0), no lako mozemo to zamisliti i
kao odredenu valnu funkciju. Oznaku 0 stavili smo u vektor da nas
podsjeca na Cinjenicu da je to vlastiti vektor od Hy. Vektori stanja | n, 0)
Cine ortonormiranu bazu, tj. vrijede jednakosti (n,0 | m,0) = 0. Takoder
pretpostavljamo da su vlastite vrijednosti E,(,O) diskretne i da su vlastita
stanja nedegenerirana. Vrijedi, dakle, stacionarna Schrédingerova
jednadzba

Ho | n,0) = E5 | n,0) (1)

Pretpostavimo sada da zelimo rijesiti smetani problem, tj. stacionarnu
Schrédingerovu jednadzbu:

(Ho+ V) [ n) = En|n) (2)
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

gdje je V odredeni operator potencijalne energije, takav da jednadzbu (2)
ne znamo egzaktno rijesiti. Ako bismo znali, onda nam rjeSenje jednadzbe
(1) ne bi uopce bilo potrebno. No, ono nam je potrebno za odredenje baze
u kojoj ¢emo traziti priblizno rjeSenje jednadzbe (2). Priblizno ¢emo
rjeSenje jednadzbe (2) traziti u svojevrstnom razvoju po velic¢ini V. Naime,
uvedimo formalni parametar € tako da umjesto operatora V imamo
operator €V. Vrijednost parametra ¢ = 1 daje nam jednadzbu (2), a
vrijednost € = 0 nam daje jednadzbu (1). Pretpostavljamo da i vektor
stanja | n) i pripadaju¢a mu vlastita vrijednost E, imaju Taylorov razvoj po
parametru €. Uvedimo, dakle, vektore stanja | n,€) i vlastite vrijednosti
En(¢€) takve da zadovoljavaju jednadzbu:

(Ho +€V) | ne) = Ep(e) | n,e) (3)

Jednadzbu (3) znamo rijesiti egzaktno ako je e = 0. Za svaku drugu
vrijednost parametra e jednadzbu (3) ne znamo egzaktno rijesiti.
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj
Po pretpostavci vektori stanja | n, €) i vlastite vrijednosti E,(¢) imaju
Taylorove razvoje:
Ine) = € n0)+e | mMM 42| n@ 1S m® 4 (4)
En(e) = € 0 4 EM + 2EP + SEP + .. (5)
Razvoje (4) i (5) uvrstimo u jednadzbu (3) i izjednacimo dijelove lijeve i
desne strane te jednadzbe koji imaju istu potenciju parametra e. U ovim

smo razvojima vec iskoristili injenicu da znamo vlastite vektore i vlastite
energije za parametar € = 0. Uz potenciju ! imamo jednadzbu:

Ho | m® + V| n,0) = E? | )@ + EY | n,0) (6)

Hamiltonijan je Hy hermitski operator. Pomnozimo jednadzbu (6) s lijeva s
(n,0|. Dobivamo:

(1)
En :<”70‘ V’n70> (7)
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

Prva popravka energije E,(,l) jednak je dijagonalnom matri¢cnom elementu
potencijala smetnje. Taj matri€ni element mozemo skraceno oznaciti kao
Vpn. Sada moramo iz jednadzbe (6) dobiti i prvu popravku vlastitoga
vektora | n)(1). Kao prvo, tu popravku mozemo prikazati u pocetnoj bazi
| n,0) kao linearni spoj sviju vektora te baze. Stavimo:

(B =" com| m,0) (8)

gdje su cpm odredeni koeficijenti. Uvrstavanjem linearnoga spoja (8) u
jednadzbu (6) dobivamo da je koeficijent c,, proizvoljan. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo staviti ¢,, = 0. Za ostale koeficijente dobivamo
jednakost:

_ (m0[V][n0)
Cnm—wzam#n (9)
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REGUD GG
Racun smetnje iliti perturbativni razvoj
Mozemo re¢i da se do prvoga reda racuna smetnje energijska razina E,SO)

pomakne za matri¢ni element V,,, tako da je priblizna energija jednaka
E,~ E,SO) + Vi, a vlastiti je vektor priblizno jednak

mO\V!nO>
| n) = n,0)+ > |m, —(0).
m#n '7 _Em

Ve¢ u ovome izrazu za “pomaknuti’ vlastiti vektor stanja vidimo da ¢e taj
“pomak” biti mali ako je matri¢ni element smetnje V,,, po iznosu mali u
usporedbi s razlikom energijskih razina E,SO) — E,(,?). Ako nije, onda moramo
racunati sljede¢u, drugu, popravku energije i vektora stanja. Uz potenciju
€2 u jednadzbi (3) dobijemo sljede¢u jednadzbu:

Ho | m® + v | n® =ED | m@ 4 EM | n® 4+ E@ o) (10)
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

Pomnozimo s lijeva jednadzbu (10) s vektorom (n,0 | i uzmimo u obzir
Cinjenicu da je taj vektor okomit na vektor | n)(X). Dobivamo:

,0[ V| m,0)(m 0| V]|n,0)
ER = (no| v =3 1 ,0)m, SURCEY
N CRC

Jednadzbu (11) mozemo napisati u zapamtljivijem obliku uzmemo li u obzir
¢injenicu da je i operator smetnje hermitski. Uz pokratu
Vimn = (m,0| V| n,0) dobivamo izraz:

2) | Vinn ’2
En’ = FONy=C) (12)

m#n =n

Drugu popravku vektora stanja, | n)(?), takoder dobijemo iz jednadzbe (10)
tako 5to taj vektor prikazemo kao ||nearn| spoj vektora polazne baze, tj.
nesmetanoga problema.
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____________ Priblizne metode u kvantnoj mehanici [ESEREEGY
Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

Nastavljajuéi s naznaenim postupkom dobivamo sve vise i vise popravke
energije i vektora stanja. lzrazi postaju sve slozeniji. Dobiveni razvoji
energije i vektora stanja mogu nam dati dovoljno precizan opis problema.
Medutim, nema jamstva da ¢e dobiveni Taylorovi redovi konvergirati.
Primjer:

Cestica se nalazi u jednodimenzijskoj neprobojnoj potencijalnoj jami

0 < x < a. Na nju, unutar jame, djeluje potencijalna smetnja oblika
V(x) = ’"T“’z (x — 5)2 IzraCunajmo pomake energijskih razina i vlastitih
vektora do prvoga reda u racunu smetnje.

Rjesenje: Valne funkcije, tj. vektori, nesmetanoga problema i njihove
vlastite energije jednaki su:

2,.2,.2
©)(y_ |2 (PTX (0) _ hom*n _
| n,0) — Wy (x)—\/;sm( p ) , En’ = P2 , n=123..
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

Da bismo izracunali pomake energijskih razina u prvom redu racuna
smetnje potrebno je izraunati dijagonalne matri¢ne elemente smetnje

a

mw? [0 a\2, ()
Vion = 2/\11,, (x) (X — 7) Vi (x)dx
0

2

Taj matriéni element mozemo napisati u sljede¢em obliku:

1
Vion = mw2a2/ (x - ) sin?(nmx)dx
0

Taj je matricni element jednak

mw?a® (1 1
Vin = 4 6 n2r2
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

Dakle, energija je Cestice do prvoga reda u racunu smetnje priblizno jednaka

E ~ E(o) LV — h2n2n2 N mw? a2 (]_ B 1 >

2ma? 4 6 n2x2

Da bismo izracunali pomak vektora stanja, tj. valne funkcije, potrebno je
izraCunati i izvandijagonalne matri¢ne elemente

a
2

_ mw (0)* _ 2,0
Vi = 5 v, (x) (x 2) V7 (x)dx , k#n

odnosno

o= 2 [ (= 1) st s
0
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj
Matri¢ni ¢emo element Vy, izraCunati s pomocu trigonometrijske jednakosti
1
sin(kmx) sin(nmx) = > [cos((k — n)mx) — cos((k + n)mx)]

Parcijalnim integriranjem dobivamo

B mw232 (_l)kfn_i_l (_1)k+n+1
Vin = g2 ( (k=n2 — (k+n) )

Sto je istovjetno s

mw?a? kn

272 (k2 — n?)? ((_1)’<+" B 1)

zato &to vrijedi (—1)k" = (—1)k*n,

an =
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj

Priblizna je valna funkcija n-tog stanja jednaka

a
N mwa?\ 2 i kn ((—1)"*” —-1) \/isin kmx
hr — (k2 —n?)2  n?2— k2 a a
k;én

U ovom se izrazu za valnu funkciju pojavljuje bezdimezijski parametar

2 . _ . . . o
a = T2 Taj je parametar oCito ovisan o omjeru dviju karakteristicnih

duljina. Jedna duljina je Sirina jame a, a druga je duljina karakteristicna za
h

mw'

harmonicki oscilator i jednaka je xp = tako da je bezdimenzijski

1 a 2
parametar a = = (%) .
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj. Degenerirani
energijski spektar.

Ako je polazni energijski spektar E,(,O) degeneriran, onda za polazni vektor
| n,0) moramo uzeti u obzir sve vektore koji pripadaju degeneriranome
stanju. Treba nam jos jedan pokaziva¢ koji ¢e nam brojiti vektore
degeneriranoga stanja. Oznacimo taj pokaziva¢ s a. Tada ¢e vektor
polaznoga, nesmetanoga, stanja biti jednak linearnom spoju sviju vektora
degeneriranoga stanja:

| n,0)=> Cyln a0 (13)

Vektori | n, &, 0) medusobno su ortonormirani, tj. vrijedi jednakost

(n,a,0 | n',a/,0) = 0pdaar. Jednadzba (6) za prvu popravku i dalje
jednako vrijedi. Ali sada iz te jednadzbe za prvu popravku energije ne éemo
dobiti samo jednu jednadzbu, nego ¢emo dobiti homogeni sustav linearnih
jednadzbi.
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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj. Degenerirani
energijski spektar.

Ako jednadzbu (6) pomnozimo s lijeva s vektorom (n, o/, 0 | i za vektor
| n,0) uvrstimo linearni spoj (13), dobit ¢emo homogeni sustav jednadzbi:

Z (Va/a — E,(,l)éa/a) C, = 0 za svaki o (14)

[0}

gdje je Vo = (n,/,0 | V| n,,0). Da bi homogeni sustav imao
netrivijalno rjeSenje mora njegova determinanta biti jednak 0. Taj ¢emo
uvjet simbolicki pisati kao:

det(Vira — EM60a) =0 (15)

Jednadzba (15) zove se sekularna jednadzba. Njezin konkretni oblik ovisi
i stupnju degeneracije odredene energijske razine.

Vladimir Danani¢ () 12. predavanje 19. prosinca 2011. 16 / 18



Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun smetnje

Racun smetnje iliti perturbativni razvoj. Degenerirani
energijski spektar.

Ako bi potencijal smetnje bio “neosjetljiv’ na degeneraciju odredene
energijske razine, tj. ako bi vrijedila jednakost

Vaa’ = Vnnéao/

onda bismo za prvu popravku energije dobili slican rezultat kao da je rije¢ o
nedegeneriranoj razini, tj: E,(,l) = Vpn. U svakom drugom slucaju imamo
posla s tzv. razbijanjem degeneracije. To znaci da se pod utjecajem
smetnje “pokazu” svi, ili barem neki, od vektora stanja sto pripadaju
degeneriranome stanju, na nacin da svaki od vektora degeneriranoga stanja
“dobije” svoju vlastitu energiju razli¢itu od ostalih. To se u spektroskopiji
vidi kao cijepanje linija pod utjecajem vanjskog elektricnog, magnetskog ili
kakvog drugog polja.
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Zadatci

@ Pokazite da pomak energijskih razina Cestice u neprobrojnoj
potencijalnoj jami Sirine a, u prvom redu raCuna smetnje, za visoki
kvantni broj n ne ovisi o n za gotovo svaku smetnju V/(x).

@ Jednodimenzijski nabijeni harmonicki oscilator nalazi se u vanjskom
homogenom elektricnom polju £. Smjer polja jednak je smjeru
titranja. lzraunajte pomake nergijskih razina do drugoga reda u
racunu smetnje. Usporedite dobiveni rezultat s egzaktnim rezultatom.

© Na sustav od samo dvije energijske razine djeluje smetnja koje su
matricni elementi jednaki Vi1, Voo i V1o = V5. Izracunajte pomake
nedegeneriranih energijskih razina do drugoga reda u racunu smetnje i
usporedite s egzaktnim rezultatom.

@ Vodikov se atom nalazi u vanjskom homogenom elektricnom polju.
Napisite sekularnu jednadzbu za prvo pobudeno stanje vodikova
atoma.
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