Jedanaesti seminar iz kvantne kemije s
rjesenjima

1. Za sustav od dvaju elektrona pokazite da operator §1-§2 ima
sasvim odredene srednje vrijednosti.
Rjesenge:
Spomenutu srednju vrijednost mozemo izra¢unati primjenom jednakosti
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Naime, operatori spina S; i S> medusobno komutiraju jednostavno zato

§to djeluju u razli¢itim prostorima, tj. na spin elektrona 1 ili 2. Zbroj

operatora S = §1 + 52 ¢ini ukupni spin. Operator 52 moze imati vlastite

vrijednosti 1(1 + 1)A2 ili 0h2. Izostavljajuéi mjernu jedinicu za operatore

kutne koli¢ine gibanja ili spina, koja je jednaka A, kazemo da ukupni spin

ima vrijednost S = 1, odnosno S = 0, a spinovi pojedina¢nih elektrona
1

imaju svaki vrijednost S; = So = 5. Dakle, za vrijednost S = 1, $to je

tzv. tripletno stanje, prosje¢na vrijednost od S-S, jednaka je

<§1~§2>:%2 {1(1+1);(;+1>;<;+1>] :ifﬂ

a za vrijednost ukupnoga spina S = 0, $to je tzv. singletno stanje, pro-
sje¢na je vriijednost jednaka

<§1~§2>:h; {0(0+1);(;+1) ;(;Hﬂ :f%if

Za izrac¢un trazene srednje vrijednosti nije bilo potrebno opisati vlastite
vektore operatora ukupnoga spina, zato $to se operator S 1° §2 moze izraziti
s pomocu kvadrata operatora ukupnoga i pojedini¢nih spinova. No, radi
potrebe sljedeéih zadataka, pogledajmo kako se spomenuti vlastiti vektori
mogu izgraditi s pomocu vlastitih vektora operatora spina pojedina¢nih
elektrona. Znamo da se za pojedinacni operator spina vlastiti vektori
mogu prikazati kao jednostupcane matrice s dva redka, a sami operatori
kao kvadratne matrice drugoga reda. To je moguénost, ne i nuznost. Radi
kratkoce pisanja i intutivnoga prikaza, oznacit ¢emo vlastite vektore ope-
ratora pojedina¢noga spina % kao |T) 1 |l). Izostavljajuéi mjernu jedinicu
h za spin, imamo sljedeée jednakosti:

1 1
3 3
FIn) = 1 Im, &)= 1 1)



Hermitski konjugirane vektore oznacit ¢emo kao (]| = (|T>)T odnosno kao
(I| = (|i))T Uvjeti ortonormiranosti tih vektora sada se mogu napisati
kao:

M-m=aln=1, =0l =1
(Trh=dIn=0

Za dva elektrona 1 i 2, ili za bilo koje druge dvije Cestice spina 5, uzet
¢emo ukupno Cetiri vektora: [T);, |1);, |1)y 1 |l)y. Naravno da moramo
medusobno razlikovati vektore koji pripadaju pojedina¢nom elektronu, $to
je naznaceno indeksima 1 ili 2. Svaki elektron ima svoj vlastiti apstrak-
tni prostor stanja spina. Kada dva elektrona gledamo skupno, onda ¢emo
njihove prostore stanja spina medusobno pomnoziti. Takav umnozak pros-
tora valja shvatiti na sli¢an nacin kao Sto se za ravninu moze reéi da je
ona kartezijev umnozak dvaju pravaca x i y, tako da se to¢ci u ravnini
pripisuju koordinate (z,y), gdje se (x,y) mora shvatiti kao uredeni umno-
zak pravaca, a ne kao umnozak realnih brojeva x i y. Tako imamo slozena
stanja:
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Operator spina S, djeluje u slozenom stanju na prvu strjelicu, a operator
S, na drugu strjelicu. Naprimjer, (S1, + S2.) |1T) = % (=14+1D)I1) =0,
(Sit + So) |[IT) = Z(I11) +0-[I1T)) = Z|11), itd.. No, ta sloZena stanja
nisu vlastita stanja operatora ukupnoga spina S =5, +S,. Mi moramo
naéi linearne spojeve slozenih stanja tako da oni budu vlastiti vektori
operatora §2 i S.. Drugim rije¢ima, moramo presloziti prostor slozenih
stanja, ¢uvajuéi pri tome ortonormiranost preslozenih vektora. U tom
postupku posluzit éemo se ocitim rezultatom iz algebre operatora kutne
koli¢ine gibanja: najvisa vlastita vrijednost operatora L, jednaka je vri-
jednosti [ koja odreduje vlastitu vrijednost operatora L2 (u jedinicama h).
Jednakovrijedna tomu je i ¢injenica da je najniza vlastita vrijednost od
L, jednaka —[. Odaberimo samo prvo, jer nam je to dovoljno za racun.
Kada zbrajamo dva spina % najveca od najvisih vlastitih vrijednosti ope-
ratora S, = S1, + S2, je 1. Iz toga zaklju¢ujemo da vrijednost ukupnoga
spina S mora biti 1. Imamo tri (25 + 1 = 3) vektora koji odgovaraju
vrijednosti S = 1. Buduéi da imamo ukupno ¢etiri sloZena vektora, ostaje
nam jo$ jedan vektor. Sljede¢a manja od najvisih vlastitih vrijednosti je
za tofno 1 manja od najveée od najvisih, tj. S = 0. Ta vlastita vri-
jednost ima samo jedan (25 + 1 = 1) vektor. Time smo “potrosili” sve
slozene vektore. Stanje s S = 1 naziva se triplet, a stanje s S = 0 naziva
se singlet. Vektore tripleta oznacit ¢emo kao |1,+1), |1,0) i |1,—1), a
vektor singleta kao |0,0). Izgradnja tih vektora s pomoc¢u gorenavedenih
slozenih vektora ide na sljedeéi nacin. Pogledajmo najprije vektor tri-
pleta |1,+1). On ima najvisu vlastitu vrijednost od S, = Sy, + Sa,naime
+1. Od sviju sloZenih vektora jedino vektor |11) ima isto svojstvo, naime
S. |11y = (5 +3)[117) = +1[11). Prema tome, sigurno vrijedi jednakost

11,+1) =T1)



Preostala dva vektora tripleta dobit ¢emo djelovanjem operatora S_ =
S + S5 na vektor |1,41) odnosno [11). S jedne strane znamo po alge-
barskim svojstvima kako operator S_ djeluje na vektor |1,+1), kao da to
nije slozeni vektor,
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a s druge strane znamo kako sloZzeni operator djeluje na slozeni vektor:

S— L 4+1) = (S1-+52) [11) = 1) +[11)

Iz prethodnih dviju jednadzbi dobivamo jednakost:

S_|1,41) = /11 +1) — 1(1 = 1)]1,0) = V2|1,0) = |1,0) = —=S_ |1, +1)
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Preostali vektor tripleta, |1, —1), dobit ¢emo djelovanjem operatora S_ na
vektor |1,0):

|170> = S |17+1> = (|~LT> + |Tl>)
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11,0) = /1(1+ 1) —0(0 — 1) |1, —1) = |1, —1) S_|1,0) =
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Ovaj smo rezultat mogli jednostavno pogoditi, zato $to vektor |]]) ima
najnizu mogucu vlastitu vrijednost operatora S_. Vektor singletnoga sta-
nja, |0, 0), moramo izgraditi tako da najvisa vlastita vrijednost od S, bude
jednak 0. Postoje dva slozena vektora takva da je vlastita vrijednost od
S1z + So, jednaka 0. To su |T]) 1]]l7). Dakle, postavit ¢emo jednakost:

10,0) =a[Tl) +b[IT)

(S1-+ S )= (N +T1) =

gdje su a i b nepoznanice. Njih ¢emo odrediti iz uvjeta S_1]0,0) = 0
(jednakovrijedan uvjet je i Sy |0,0) = 0) i uvjeta normiranosti vektora na
1, tj. |a|® + |b]* = 1. Tako dobivamo sljedecu jednakost:

S_10,0) =(a+b)]|0,0) =0=b=—a=a= ,b=—
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Uvjerite se da su svi vektori tripleta okomiti na vektor singleta. Cinje—
nicu da se prostor od ¢etiriju (2 x 2) sloZenih stanja moze prikazati kao
svojevrstna unija tripletnoga i singletnoga stanja simbolicki piSemo kao

=10,0) = —=(IT1) = [11))

202=3d1

Konaéno, rezultat s pocetka ovoga zadatka, mozemo sada napisati na oci-
tiji nacin:

Lo 1 L.
(1,m| §1- 5 1,m) = 1%, (0,01 5155 [0,0) = —ZhQ



Tripletno je stanje simetricno u odnosu na zamjenu spinova elektrona,
tj. ako premetnemo spinove elektrona vektori tripletnoga stanja ne ée se
promijeniti. No, vektor singletnoga stanja ¢e promijeniti predznak pri toj
zamjeni. Ako taj rezultat primijenimo na helijev atom i ako uzmemo u ob-
zir Paulijevo nacelo da ukupna valna funkcija mora promijeniti predznak
ako zamijenimo elektrone, onda ¢e prostorni dio valne funkcije triplet-
noga stanja morati biti antisimetri¢an, a singletnoga stanja simetrican.
Naime, valna funkcija helijeva atoma jednaka je umnosku prostorno ovis-
noga dijela (7, 75) i spinskoga dijela. Dakle, za helijev atom imat ¢emo
sljedeée valne funkcije:

Triplet Wy, (71, 72) = WA (71, 72) [1,m) , Wa(7o,71) = =W A (71, 72)
Singlet \110’0(771,772) = \I/s(f'lﬂ_"g) |0,0> s \115(7_‘)2,7?1) = \IIS’(Fl,FQ)

Hamiltonijan, tj. operator ukupne energije, helijeva atoma u najnizoj ra-
zumnoj aproksimaciji ne ovisi o spinovima elektrona, nego samo o njihovim
prostornim koordinatama. Kada zamijenimo elektrone, tj napravimo za-
mjenu 1 < 2, hamiltonijan se ne ¢e promijeniti. Kada bi valna funkcija
ovisila samo o prostornim koordinatama, onda bi u skladu sa spomenutom
simetrijom valna funkcija mogla biti ili simetri¢na ili antisimetri¢na. Opéi
je rezultat da valna funkcija osnovnoga stanja ima istu simetriju kao i sam
hamiltonijan (ovo se odnosi samo na prostorni dio valne funkcije). Dakle,
osnovno bi stanje moralo imati valnu funkciju ¥g(7,7 ). No, Paulijevo
nacelo kaze da ukupna valna funkcija, tj. ona koja ukljuc¢uje i prostorne
i spinske stupnjeve slobode, mora biti antisimetri¢na. Zakljucak je da se
helijev atom u osnovnom stanju nalazi kao singlet, tj. spinovi elektrona
su spareni. To je posebnost valne funkcije samo dvaju elektrona—valna se
funkcija moze faktorizirati na prostorni i spinski dio. Ve¢ za tri elektrona
stvar je sasvim drugadija, ali Paulijevo nacelo ostaje isto.

. Izracunajte sva spinska stanja sustava od triju elektrona.
Rjesenge:

Ovdje mozemo postupiti na dva naéina Prvo moiemo iskoristiti rezultat
spin. Tako doblvamo operator ukupnoga Spma J=5+ Sg, gdje je S =
Sl + 52 operator kojih su vlastite vrijednosti i vlastiti vektori definirani u
prethodnome zadatku. Imamo osam slozenih vektora: |1, m) 1) , |1,m) ||}
zam =1,0,—1te0,0)|T)1]0,0)|]). Drugo, mozemo izgraditi sve vektore
s_\(ih stanja od_’poéetka, zbrajajuéi sva tri spina. Tako dobivamo operator
J = S1+55+53 i osam slozenih vektora [T17) , [TT1) 5 [TLT) 5 [TLL), [LT1),
[LT1), [LLT) 1 [11]). Naravno da u oba postupka moramo dobiti isti re-
zultat.

Prvi nacin

Iskoristimo vektore tripleta i singleta iz prethodnoga zadatka. Pribraja-
juéi spin % tripletnome stanju S = 1, dobit ¢emo kvadrupletno stanje,

J:1+§:2,,2J—&—1—41dubletnostanJeJ—1 ,2J—|—1:2,a
prlbraJaJum spln % singletnomu stanju S = 0, dobit ¢emo dubletno stanje
J=0+ 2 = 5. Dakle, dobit ¢emo jedan kvadruplet i dva dubleta, Sto je

ukupno 8§, kao sto i treba biti, zato $to je 2x 2 x2 = 8. Dva spomenuta du-
bleta, naravno, nisu ista. Zanimljivo je pri tome primijetiti da sastavljene



spinove s = % mozemo razlikovati, barem algebarski. Oznacimo vektore

kao |J, M). Tako za vektore kvadrupleta dobivamo:
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Vektor dubleta, dobivenim od vektora tripleta i spina trecega eletrona, s
najve¢om najvisom vlastitom vrijednos$éu operatora J,, naime %, moramo
sastaviti od slozenih vektora |1,1)|]) i |1,0) |T):
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55) =alL,))+b[1,0)[1)
2°2/ 4
mozemo postaviti uvjet

(S4 + S ; ;> — 0= (a+bVR) L)1) =0=b=—

2 1
i uvjet normiranja |a|2 + |b|2 =1=aq= \/;7 b= _\/;

Drugi vektor dubleta dobivamo djelovanjem operatora S_ + S3_ na “naj-
visi“ vektor dubleta. Tako dobivamo vektore dubleta:

‘; ;>T _ \/g<\/§1,1> 1) = 1L,0) D)
s - Ve (o)1= va -1 1)

Na kraju imamo jo$ dublet dobiven od singletnoga stanja |0,0) i spina
treéega elektrona. Tu nemamo §to puno ra¢unati; samo pomnozimo singlet
sa dubletom tj. sa spinom treéega elektrona. Buduéi da je taj dublet
razli¢it od gore dobivenoga dubleta, stavit ¢emo oznaku S, da naznac¢imo
da je rije¢ o drugacijem dubletu:
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Naprimjer, atom litija u osnovnome stanju je dubletno stanje. Pitanje je
koji od ovih dvaju dubleta opisuje osnovno stanje litijeva atoma? Odgo-
vor je, naravno, linearni spoj dvaju dubleta. Koeficijenti toga linearnoga
spoja bit ¢ée prostorno ovisni dijelovi valne funkcije, koji ¢e ovisiti o trima
vektorima polozaja elektrona, 71, 75 1 3. Dvije funkcije, koje se pojavljuju
u linearnome spoju dvaju dubleta, morat ¢e zadovoljiti odredene uvjete
simetri¢nosti ili antisimetriénosti u odnosu na koordinate dvaju elektrona
(imamo tri nezavisna premetanja: 1 < 2, 1 <+ 31 2 < 3) u skladu s
Paulijevim nacelom. Bez tih uvjeta mogla bi se dobiti energija osnovnoga
stanja atoma litija znatno nizom od izmjerene vrijednosti. To je, naravno,
katastrofa koja se sprje¢ava upravo Paulijevim nacelom.

Drugi naédin

"Najvisi“ je vektor tripletnoga stanja jednak:

3 3
272> = |TTT>

Sljededi, "nizi“, vektori tripleta su:

5 5) = 5 (51 S 4 S0 = S (U1 + 1)+ 1110

,_> 5 (S 52+ 850) = (U1 + 111 + [171) =

1
7
(\llT) FUTD A D + 11D + 11D +111D) =
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(|Tll> + T+ [LUD)
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i —2> = 5 (51 + 8o+ 5a) = (1 +I4T1 +1LD) = 114)
(ovo smo mogli i pogoditi)
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"Najvisi“ vektor dubletnoga stanja moramo potarziti u obliku linearnoga
spoja truu sloZenih vektora: [17]), |TLT)1]l77). Ozna¢imo "najvisi” vektor
kao |3, 3

11
505 ) =allTD+bI11) + i)

Koeficijente a, b i ¢ moramo odrediti tako da “najvisi” vektor bude ponisten
djelovanjem operatora J; = Si4 + Say + S34+, jer upravo to znadi da je
e ey . . S 2 2 2

najvisi’, uz uvjet normiranosti |a|” + |[b|” + |¢|” = 1:

11
272

= laf+ b+ a+b*=1

(S14 + Sa4 + S34)

>(a+b+c)|TTT>O:>a+b+cO

Uvjet normiranja sada sadrzi dvije nepoznanice, a i b. Pogodno je napra-
viti zamjenu a = x + y, b = & — y, gdje su x i y nove nepoznanice. Tada
uvjet normiranja ima oblik:

4y + -y +4lzP=1=6z+2pyf=1=

2= % cos(9)  y = % 8 sin(¢)



Ovdje su a, [ i ¢ po volji odabrane faze. Tako dobivamo izraz za “najvisi”
vektor dubleta:

23 ) == cos(@) [T14) + [141) — 21411 +
55)= \/66 cos

1 5.
75 Psin(g) [|T71) — [T41)]

Preostali vektor dubleta dobijemo djelovanjem operatora J_ na “najvisi”
vektor:

1 1 11 1,
55 ) =(S1m 4 Sa- 4 500) |53 ) = et con(@) [411) 10 +141T) +

— — ie’ﬂ sin —
+ L) =211 —2[TD)] + NG (@ [LT1) + 1710
— [N =11 =

=%e’“ cos(¢) [2[T41) = [1T1) = [LIN] +

4 sin(o) [111) = |LL1)
Ne smanjujuéi opéenitost, jednu od faza « ili 8 mozemo odabrati da je 0,
naprimjer a = 0. To je zato §to su svi vektori odredeni do na proizvoljnu
fazu. Sto se tice preostalih dviju faza, ¢ i 5, one mogu ovisiti o prostornim
koordinatama elektrona, te se njihova ovisnost o polozajima elektrona
moze napraviti takvom da bude zadovoljeno Paulijevo nacelo.

Zadatak za vjezbu

Raspisite vektore tripleta i singleta u prvom na¢inu rac¢unanja i pokazite da
su vektori kvadrupleta isti u oba nacina rac¢unanja. To je zato $to je stanje
s najveéom vrijedno$éu ukupnoga zbroja kutne koli¢ine gibanja simetri¢no
na zamjenu bilo kojih dvaju spinova. Uz to pokazite da se vektor dubleta
dobiven u drugom nacinu ra¢unanja moze prikazati kao linearni spoj dvaju
vektora dubleta dobivenih u prvom nadinu ra¢unanja. U raspisivanju se
posluzite o€itim poistovjeé¢ivanjima, naprimjer |1]) |T) = |T11).

. IzraCunajte spinsko-orbitalne valne funkcije elektrona za L = 1.
Rjesengje:
Ovdje je zapravo rije¢ o zbrajanju kutne koli¢ine gibanja s L = 1 i spina

elektrona s = % Kao rezultat dobit éemo kvadrupletno stanje s J =
% i dubletno stanje s J = % No, takvo je zbrajanje ve¢ ucinjeno u

prethodnim zadatcima, samo $to ovdje valja poistovjetiti vektore |1,m) s
kuglinim funkcijama Y7 (6, ¢). Dakle, upotrijebite veé¢ dobivene rezultate
uz poistovjeéenje |1, m) = Y™ (6, ¢).

. Moze li zbroj triju kutnih koli¢ina gibanja Ly =2, Lo =11i L3 =3
imati singletno stanje? Tripletno?

Rjesenge:

Zbroj ce flg = El + Eg dati vrijednosti ukupne kutne koli¢ine gibanja
Ji2 = 3,2, 1, tj. imat éemo septet, kvintet i triplet. Pribrajajuéi k tomu



Eg dobit ¢emo sljedecée vrijednosti za J=Jy+ Eg!

J=6,54,3,2,1,00d Jio=3iL;=3
J:5,4,3,2,10d J12:2iL3:3
J:473,2OdJ12:11L3:3

Dakle, u ukupnome zbroju imat éemo jedan singlet i dva tripleta.



