Deseti seminar iz kvantne kemije s rjeSenjima

1. Dokazite jednakost (5@)(3b) = @b + id(@ x b).
Rjesengje:
Ovdje samo trebamo iskoristiti svojstva Paulijevih matrica ¢. Ta su svoj-
stva sljedeca:

0920 = 05 = 03 = 1 ovdje je 1 jedini¢na matrica 2. reda

Og0y = —0yOy, 030, = —0,0, , Oy0, = —0,0, antikomutativnost
0p0y — OyOy = 200, , 0y0, — 0,0y = 210, , 0,0, — 0,0, = 210y
komutacijska pravila

Og0y =10, 0,0, = 10y, Oy0, = 10,

S pomoéu navedenih pravila trazenu jednakost dokazujemo izravno:

-,

)(6b) = (005 + oyay + 0.a;) (030 + oyby + 0.b.) =

= agzby + ayby +a.b, + o 0400y + 0,0,0.b, + 0yoLayby + oyoay b+

(cd

+0,05a.b, +0,04a.b, = a- b+ 10,a,by — t0yagh, —i0,ayby +i0,ayb,+

+ioya,b, — iogab, = - b+io, (ayb, — azby) +ioy (aby — agh,) +

+ 10 (azby — ayby) = @ b+io, (d’ X 5) + ioy (c‘i X 5) +i0, (EL’ X 5) =
T Yy z

=G b+id (&’x 5)

Razumije se da u ovoj jednakosti uz skalarni umnozak dvaju obi¢nih vek-
tora, a- b, stoji jediniéna matrica drugoga reda.

2. Nadite vlastite vrijednosti i vlastite vektore operatora 57, gdje
je 72 = 1 neki jedini¢ni vektor.
Rjesenge:
Vektor je § = g& razmjeran vektoru &. Zato je dovoljno naci vlastite
vrijednosti operatora o 77. Oznacimo s x vlastiti vektor toga operatora, a
s A njegovu vlastitu vrijednost:

o-mx = AX

Za obi¢ni vektor 77, s realnim sastavnicama, operator je - 7 hermitski. To
znadi da su njegove vlastite vrijednosti realne. Rabedi rezultat iz prethod-
noga zadatka odmah mozemo izra¢unati vlastite vrijednosti:

(@) x=XNy=i*x=x=AN=1=A=+1,A_=-1



Sada ¢emo jedini¢ni vektor i predoc€iti s dva kuta na jedini¢noj sferi,
7i = sin(f) cos(¢)i + sin(f) sin(¢)j + cos(#)k. Tada matrica operatora -7
ima sljedeci oblik:

= (0 )

Vlastite vektore s vlastitim vrijednostima +1 oznaéit éemo kao x4 od-
nosno x_. Te vektore prikazujemo kao stupce s dva redka:

(a4 _ [(a-—
X+ <b+) ) X— <b)
Uvjet normiranja vektora je |a+ |* +|b+|> = 1. Iz jednadzbi & fix+ = £x+
dobivamo sljedeéi sustav jednadzbi:

cos(f)ay + e sin(0)by = ay cos(fa_ + e sin(0)b_ = —a_
' sin(@)ay — cos(0)by = by e sin(f)a_ — cos(f)b_ = —b_

Opca rjesSenja ovoga sustava jednadzbi i uvjeta normiranja su:

, 0 . 0
a4 = €' cos <> a_ = ePe % gin <)
2 2
o 0 ; 0
by = €™ sin <2> b = —eP cos (2)

Ovdje su «a i 8 proizvoljni kutevi, tj. proizvoljne faze. Vlastiti ortonormi-
rani vektori y4 su:

_ ia [ cos (Q) B e~ sin Q)
v (W) e (T

Ocito su vektori x i x— medusobno okomiti, tj. vrijedi jednakost XT&- X— =
0. Tako i mora biti. Napomenimo da vektori xi nisu vektori u trodi-
menzijskom prostoru, nego su vektori stanja u apstraktnom Hilbertovom
dvodimenzijskom prostoru. Sto se tice “prostornih osobina” tih vektora,
poput rotacije u ovom nasem trodimenzijskom prostoru, pri ¢emu se svaki
vektor nakon vrtnje za 360° vraca u sama sebe, za vektore x4 to ne vri-
jedi. Oni nakon zakreta za puni kut preokrenu svoju orijentaciju, tako
da je njima potreban zakret za 720° da bi se vratili u same sebe. Zato
se ti apstraktni vektori zovu jo§ i spinori. Dakle, kona¢no rjeSenje je
§iixe =+0xa.

. Ako je spin elektrona u odnosu na os zadanu jedini¢nim vek-
torom 7 jednak %, kolika je njegova vrijednost u odnosu na os
zadanu jediniénim vektorom 1, koji s vektorom 7 zatvara kut
p?

Rjesenje:

Ovdje imamo dva jedini¢na vektora, 77 i m, i dva operatora, ¢-7 i &-m.
Znamo da je vektor stanja vlastiti vektor operatora &7, s vlastitom vri-
jednoséu +1. Zadatak se sastoji u izrac¢unu prosje¢ne vrijednosti drugoga



operatora, & 11, u tom stanju. Kao i u prethodnome zadatku, uzmimo da
je jedini¢ni vektor zadan kao 7i = sin(0) cos(¢)i + sin(6) sin(¢)] + cos()k,
a da jedini¢ni vektor m ima isti takav oblik samo s drugadijim kutevima,
m = sin(0;) cos(¢1 )i+ sin(61 ) sin(¢1 ) + cos(6: )k. Iz prethodnoga zadatka
imamo vektor x4, a matrica operatora &-m ima oblik (vidi prethodni
zadatak):

. ( cos(f)  ein sin(01)>

7 e sin(fy)  —cos(6y)

Poizvoljnu fazu $to se pojavljuje u definiciji vlastitoga vektora odaberimo
kao a = 0. Ta faza ionako nema nikakvoga utjecaja na izra¢un matric-
nih elementa, tj. na prosjecne vrijednosti operatora. TraZena prosjecna
vrijednost je:

+

XL&' Tﬁx
= (cos (&) e " sin (¢ 4COS(91) e~ %1 sin(6;) cos (Q) B
= ( (2) ¢ (2)) (ewﬁl sin(f;)  —cos(61) ) (ez¢ Sin2(g)) =

cos(6) cos () + €¢=91) sin(0;) sin

= (cos (%) e ¥sin (¥ . , (Q) =
= (cos (3) ?sin (3)) (e“ﬁl sin(6) cos (§) — €' cos(6;) sin (f))

= cos(6;) cos? (g) + €= sin(0,) cos (g) sin (g) +

+ e 9= sin(6;) cos (Z) sin (g) — cos(f,) sin? (Z) =
= cos(f1) cos(#) + cos(¢d — ¢1) sin(8) sin(f) = 7i- m = cos(p)

Ovdje je ¢ kut izmedu jedini¢nih vektora 7 i m. Dakle, vrijednost spina
u odnosu na os zadanoj jedini¢nim vektorom 17} jednaka je %cos(go).

. Navedite sve vlastite funkcije koje pripadaju drugom pobude-
nom stanju vodikova atoma, a spin elektrona je u smjeru jedi-
ni¢noga vektora 7.

Rjesenje:

Ovdje jednostavno moramo prostorno ovisni dio valne funkcije pomnoziti s
vektorima y 4, opisanima u 2. zadatku. Drugo pobudeno stanje ima glavni
kvantni broj n = 3. Za taj broj imamo sljedeée moguénosti: n, = 2,1 =0,
n.=1,l=1in, =0, = 2. Ukupno imamo 1+ 3+ 5 = 9 prostorno ovis-
nih valnih funkcija. To su Roo(r)YY, Ri1(r)Y{™(0,¢) i Ro2(r)Y3" (0, ¢).
Svaku tu funkciju pomnozimo s vektorom x4 odnosno s x_. Ukupno
¢emo, dakle, imati 18 valnih funkcija.



