Prvi seminar iz kvantne kemije s rjesenjima

1. a) Izratunajte energiju fotona infracrvenoga zracenja valne du-
ljine 1064 nm.
b) Nd:YAG laser emitira puls zracenja valne duljine 1064nm s
prosje¢nom snagom od 5-10 W u trajanju od 2-10~8s. Koliko je
fotona emitirano u tom pulsu?
Rjesenge:
a) Energija fotona jednaka je E' = hv = h{ = 6,626 10_34170%'41% =
1,86696- 10719 J = 1,165¢€V.
b) Najprije ¢emo s pomocu snage lasera i trajanja pulsa izra¢unati ukupnu
energiju: AE = PAt = 5-10%-2-107% = 0,1.J. Taj puls energije sadrzi

broj fotona AN = ££ = by = 5,356- 1017

2. Kad je J.J. Thomson istrazivao elektrone u katodnoj cijevi, opa-
zio je da se njihovo ponaSanje ravna po klasi¢noj mehanici. a)
Elektroni se ubrzavaju kroz razliku potencijala od 1000V i pro-
laze kroz pukotinu Sirine 0,100 cm. Izrac¢unajte kut ogiba elek-
trona.

b) Kolika bi morala biti Sirina pukotine da bi ogibni kut bio 1, 00°
za elektrone energije 1000eV'?

Rjesenge:

a) Ovdje je rije¢ o relacijama neodre-

denosti. Elektron, koji je pri ulazu u

pukotinu imao koli¢inu gibanja samo

u z-smjeru, zbog pukotine Sirine a u

smjeru osi y, dobije koli¢inu gibanja

py- Razlog tomu je relacija neodrede-
nosti ap, > h. Jasno je da se pri tome
ne mijenja kineticka energija elektrona,
pa zato elektron pri izlasku iz pukotine
ima dvije sastavnice koli¢ine gibanja,
naime p’, i p,, takve da mora vrijediti

.7+ ps = p2. Kut ogiba a odreden je jednadzbom sin(c) = % = i—z. Iz

relacije neodredenosti procjenjujemo da je p, = % =6,626-1073 kgms 1.

Veli¢inu p, odredujemo iz kineticke energije F:
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Kineticka energija elektrona jednaka je razlici potencijalnih energija elek-
trona E = eU, gdje je e elementarni naboj. Tako iz jednadZbe (1) dobi-

vamo p, = vV2meU = /2-9,1-10-31.1,6- 10~19- 1000 = 2, 7- 10723 kgms—1.




Vidimo da je p, za osam redova veli¢ina veci od py, tj. p, >> py,. Kut
ogiba « zadovoljava jednadzbu sin(a) = g—: ~ 3,9-1078. To znaéi da je
« premali da bi uopée mogao biti izmjeren, tj. prakticki nema ogiba. Da
bi Thomson bio mogao uociti ogib elektrona morao je smanjiti veli¢inu
pukotine a i/ili energiju elektrona. MoZemo to izreci i ovako: de Broglieva
valna duljina elektrona jednaka je A = £ = 2,45. 10~ m, §to je za osam
redova veli¢ine manje od Sirine pukotirfé a. Ogib se oc¢ituje tek kada je
valna duljina upadnoga vala sumjerljiva sa Sirinom pukotine. Uglavnom,
pod postavljenim uvjetima u svojemu pokusu on nije mogao uociti ogib
elektrona.

b) Ako uzmemo a = 1,00°, tj. sin(a) = 0.017, tada je p, = py sin(a)p, =
4,7-1072% kgms~!. Iz relacije neodredenosti procjenjujemo da je a = % =

. —34 _ v . . . oy
% =1,4-10"2m, tj. Sirina pukotine trebala bi biti u nanometar-

skom podrudju.

. Stanje odredene cCestice u jednoj prostornoj dimenziji opisano je

: ma? . .
valnom funkcijom V(z,t) = ae~tbte= % , gdje su a i b konstante,
a m je masa Cestice. Izradunajte potencijalnu energiju V(z) te

Cestice

Rjesenge:
Valna funkcija mora biti rjeSsenjem Schrodingerove jednadzbe:
h? 0%V (x,t) 0¥ (z,t)
—_—— U(x,t) = ih— > 2
o gz TV @)¥(et) =ih—0p (2)

Za parcijalne derivacije valne funkcije po prostornoj koordinati = i vre-
menu ¢t dobivamo:
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U rac¢unanju je iskoristeno Leibnizovo pravilo deriviranja umnoska funkcija
i ¢injenica da je derivacija eksponencijalne funkcije razmjerna samoj toj
eksponencijalnoj funkciji. UvrStavanjem jednadzbi (3) i (4) u jednadzbu
(2), dobivamo jednadzbu:

2 2bm m
2%% (1 - 22;&) V(e )+ V(@) U, t) = ih(—ib) ¥ (z, 1)

dijelimo s ¥(z,t)

bh (1 - 227%2) +V(2) = bl = V(z) = 2mb*a?



4. a) Franjo i Katica Heisenberg imaju dvoje djece, od kojih je
jedno djevojéica. Kolika je vjerojatnost da je drugo dijete dje-
vojéica?

b) Stipe i Mare Schrédinger imaju dvoje djece. Starije dijete
je djevojéica. Kolika je vjerojatnost da je mlade dijete djecak?
Pretpostavljamo da se Zenska i muska djeca radaju s jednakom
vjerojatnoséu.

Rjesengje:

a) Jedno dijete moZe biti muskoga (M) ili Zenskoga (Z) spola. Tu, dakle,
imamo samo dvije moguénosti. Te moguénosti mogu, ali ne moraju, biti
jednako vjerojatne. Ustvari, Zenska se djeca radaju nesto ¢esée od muskih.
Uzmimo da je vjerojatnost rodenja zenskoga djeteta jednaka p.. Tada je
vjerojatnost rodenja muskoga djeteta, p,,, jednaka p,, = 1—p,. Od ukup-
noga broja N bracnih parova s jednim djetetom imat éemo N, = Np, pa-
rova s djevojéicom, odnosno N,, = Np,,, = N(1 — p.) parova s dje¢akom.
S dvoje djece imamo ¢&etiri moguénosti radanja: musko-musko (MM),
musko-zensko (MZ), Zensko-musko (ZM) i Zensko-Zensko (ZZ). Pripada-
juce vjerojatnosti za nabrojane moguénosti su: ppm, = p2, = (1 — p,)?,
Pmz = PmPz = pz(]- 7pz)7 Pzm = PzPm = pz(l 7pz) 1p.. = PE' Od ukup-
noga broja N bra¢nih parova s dvoje djece imat éemo Ny = NDmm
parova s dva djecaka, N,,, = Np.. parova s djeCakom rodenim prije
djevojéice, N,.,, = Np.,, parova s djevojéicom rodenom prije djeCaka i
N., = Np,. parova s dvije djevojcice. Svi parovi, osim N,,,, parova s dva
djecaka, imaju barem jednu djevoj¢icu. Taj uvjet mozemo zvati “rubnim
uvjetom”, §to znac¢i da smo apstraktni prostor od N jednakovjerojatnih
bra¢nih parova suzili na manji prostor od N, + N,.,, + N,,. jednakovje-
rojatnih parova s barem jednom djevoj¢icom. TraZena vjerojatnost da
odredeni par, koji ima jednu djevoj¢icu, ima i drugu djevoj¢icu, jednaka
je omjeru broja N, §to je jedina mogucénost za dvije djevojcice, i ukup-
noga broja sviju parova s barem jednom djevoj¢icom. Dakle, trazena je
vjerojatnost jednaka:

p= N, _ Dzz _ pg _
Noo+ Nem + Nonz Doz + Pmz +Pem P2+ 2p(1—p2)
P 1 - 1
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b) Ovdje nam je “rubni uvjet” taj da je starije dijete djevojéica, tj. da
nam se ukupni prostor dogadaja suzava na broj N,, + N..,, a traZeni je
broj dogadaja (tj. mlade je dijete djedak) jednak broju N,,,. Vjerojatnost
toga dogadaja jednaka je:

_ sz _ pz(lfpz) :17p :lzap :1
sz+sz p§+pz(1_pz) : :

p 2 2

5. Imamo dva novéiéa i jednu kocku. “Pismu’” novéiéa pripisujemo
. 1 « 099 o 1 .o . o e
vrijednost 3, a “glavi” vrijednost —3. Vrijednosti pripisane stra-

nicama kocke su —%, —%, -1 13 g Kolika je vjerojatnost da

272920



¢emo pri bacanju toga sustava od dvaju nové¢iéa i jedne kocke
dobiti ukupnu vrijednost % ?

Rjesenje:

Svaki nov¢i¢ pokazuje dva elementarna dogadaja, tj. vrijednosti +%, od-
nosno f%. Dva ée novéiéa pokazivati 2- 2 = 4 elementarna dogadaja:f% —
%:—1, —%—i—% =0, —1—%—%:01—4—%—}-%:1. Vidimo da se elemen-
tarni dogadaj s vrijednoséu 0 moze ostvariti na dva nacina, a ostala dva
elementarna dogadaja, +1 i 1 svaki na samo jedan nacin. Kocka poka-
zuje 6 elementarnih dogadaja, svaki na samo jedan na¢in. Ukupni je broj
dogadaja jednak 4-6 = 24. Elementarni se dogadaj s rezultatom % moze
ostvariti na sljedeée nacine: 0 + % (dva puta, jer se 0 ostvaruje na dva
nacina), —1+ 2 (jedan nacin) i +1+ 1 (jedan nacin). TraZeni se dggadzij,

dakle, moZe ostvariti na 4 nacina, pa je traZena vjerojatnost p = 53 = 3.



