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ROTACIJA KRUTOG TIJELA

Vanjske sile mogu izazvati:

» Translaciju - sve tocke tijela imaju jednake brzine i akceleracije.
» Rotaciju - sve tocke se jednoliko gibaju oko iste osi, istom kutnom brzino

Opcenito gibanje krutog tijela = translacija CM + rotacija oko osi kroz CM.

Translation of point 4

L
B
v
=

] B Rotation about point 4



https://www.compadre.org/Physlets/mechanics/illustration11_2.cfm

Translacija krutog tijela

» Kruto tijelo = sustav od n materijalnih tocaka.
» Sve tocke tijela imaju jednaku brzinu v i akceleraciju d.

» Jednadzbe gibanja tog sustava sveli smo na:
ﬁszC_iCMzﬁz F_)'R

» 2. Newtonov zakon za &esticu mase M na koju djeluje sila E, !

» Dakle, sustav Cestica ponasa se kao da je sva masa smjestena u
jednoj tocki - centru masa!




Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi - primjeri

M =7 x F s duljim krakom sile potrebna je manja sila za isti u¢inak.




Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi

» Sve tocke tijela izvode gibanje po kruznicama cija sredista leze na osi
rotacije.

a2

» Na rotaciju oko nepomicne osi utjece samo komponenta sile okomita na os
rotacije - tj. koja lezi u ravnini okomitoj na os rotacije - moment u smjeru
osi M,.

Izvod jednadzbe gibanja:

Moment sile i-te Cestice s obzirom na tocku O:
Aﬁi = Fi’ X Aﬁl

AMZi = riAFti = riAmiati = aAm-rz

M, =Y,AM,; = Ia

—

I, =Y,Am;r*  Moment tromosti



https://www.instructables.com/Potatoes-on-a-Stick/

Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi

Osnovna jednadzba (ll. Newtonov zakon) z
rotaciju krutog tijela oko nepomicne osi.

F=m-a Il. Newtonov zakon za materijalnu tocku.

—

« M= 0- a=0 — tijelo ce ili mirovati
ili se jednoliko vrtjeti.

« M, = konst.— tijelo Ce se vrtjeti oko
nepomicne osi konstantnom kutnom
akceleracijom (a = konst.).




Moment tromosti (inercije), |

» Karakteristicna velicina za svako tijelo koje rotira = mjera tromosti tijela
pri rotaciji.
» Utjece na rotaciju slicnho kao sto masa utjece na translaciju tijela.

— tijela s vecim I teze je zarotirati nego ona s manjim

n

I =1lim ) Am;r? = jrz dm
n—>co
i=1

» dm = pdV

I=pf, r*dV Mjerna jedinica kg-m?

Homogena tijela: p = konst.



Moment tromosti prstena

» Tanki kruzni prsten polumjera R i mase m.

» Moment tromosti s obzirom na os okomitu na
ravninu prstena, koja prolazi kroz srediste
prstena.

» Svaki djeli¢ mase, dm, ima jednaku
udaljenost od osi rotacije pa je r = konst.:

szrzdm:szdmsz2




Moment tromosti stapa

» Homogeni stap duljine [ i mase m.

__{dxl‘_ » Moment tromosti s obzirom na os okomitu

[ — N\ na stap, koja prolazi kroz sredinu stapa.
i e « VvV . .
o B e S Homogeni stap: p = konst.

» Masa Stapa m = pV = pSl

l/2
m [?

o[ [ rsoc sl
B X=P237 7
v _iy2




Momenti tromosti nekih tijela

. ) Rod about
Solid cylinder or Hoop about Solid center

disc, symmetry axis  symmetry axis sphere /
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Moment tromosti

« Kod rotacije je
vazna raspodjela
mase u tijelu!

« Ne mozemo
postaviti da je
sva masa u CM.

Mgrap = Mpisk

Israp < Ipisk lako su mase
jednake!




Moment tromosti - Steinerov poucak
= poucak o paralelnim osima

» Tijelo rotira oko osi koja prolazi kroz centar mase tijela )
okomito na ravninu slike. Moment tromosti oko te osi je: |

LI AN

ICM=jr2 dm=j(x2+y2) dm

» Moment tromosti za os koja prolazi kroz tocku A, paralelna je osi kroz CM i od nje
udaljena za d :

» I=[r?dm= [[(d—x)?+y?]dm \f(x +y2)dm ‘dexd?}ﬂ!dzdm,

md?

jde dm = 2d xdm = 2dxcpym = 0
I =Icy + md?




Moment kolicine gibanja
(kutna kolicina gibanja)

Materijalna tocka mase m i kolicine gibanj

axis of _ > 4
rotation I L=r xP‘ p = Mmv
@

» Moment koli¢ine gibanja L s obzirom na

C . tocku O:
© - -

L =7rXp=7Xmv

» Mjerna jedinica: kgm?/s
» Smijer: pravilo desne ruke




Moment kolicine gibanja
(kutna kolicina gibanja)

» Kruto tijelo koje rotira oko nepomicne osi.

» Moment kolicine gibanja materijalne tocke mase
Am; s obzirom na tocku O:

ALi = Fi, XAmi 1_7)1'

» Projekcija vektora AL; na os rotacije:
AL, = Am;r;v; = Amyrfo (v = iw)

» Projekcija ukupnog momenta kolicine gibanja
krutog tijela na os z :

LZ = z ALZi = z Amiriza)
[ [

L,=Lw




Moment kolicine gibanja
(kutna kolicina gibanja)

b ® » Ako homogeno tijelo rotira oko svoje osi
simetrije, ukupni moment koliCine gibanja
L ima smjer kutne brzine w pa vrijedi i:

—

L=1Iw

=

L i w imaju isti smjer i leze na osi rotacije.

» Opcenito, za nesimetricno tijelo, smjer L i w
ne mora biti jednak.

L, = Lw - Vrijedi i za simetricna i za nesimetric

tijela.




Jednadzba gibanja za rotaciju krutog tijela

» Moment kolicine gibanja jedne od materijalnih tocaka tijela s
obzirom na neku cvrstu tocku O koja lezi na osi rotacije:

AL; = 7; X p;
o o dz df) - - d_)' - =, 4
Deriviramo: =g+ X2 =#xF, =M,
de — de dt
\_Y_)
.o o - - d_)' =
Vrijedi: b xm; B; =0 d’i‘ = F;

Zbrajamo po svim tockama: % (3,L;) =X, M,

» Jednadzba vrijedi i za projekciju vektora MiL naos rotacije z:

M,

dL,
dt

d
E (Izw) =1,
M, =1«

da)_
dt

I,a




Zakon ocuvanja momenta kolicine gibanja

drL

» Jednadzba gibanja za rotaciju krutog tijela: M = =

» Zatvorenisustav: Y, F, =0 ili ¥, M; =0
L_p » L = konst.
dt

U zatvorenom sustavu moment kolicine gibanja je ocuvan.

» Poseban slucaj, ako se mehanicki sustav vrti oko nepomicne osi z:

L, =I,w = konst.

l,w; = I,,w, = konst.





https://www.youtube.com/watch?v=49zi_73pm1Q

Zakon ocuvanja momenta kolicine gibanja -
primjeri






https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/82/Gyroscope_precession.gif

Gibanje zvrka

» Zvrk je rotacijsko simetricno tijelo koje se vrlo brzo vrti oko svoje
osi simetrije, pri cemu je stalno ucvrsceno u jednoj tocki koja lezi
na toj osi.

» Nije vise rotacija oko nepomicne osi!

Gledamo dva primjera:
a)  Slobodni zvrk - zvrk poduprt u svom teZistu (M, = 0)

_ dL,

M,=—2=0 L, = konst.
A dt — A ons

» Smjer i iznos momenta kolicine gibanja su konstantni jer nema
vanjskog momenta sile.



https://www.promoshop.hr/storage/app/uploads/public/5ec/7c7/051/thumb__1024_1024_auto_0_0_95_0_5ec7c70516e1d975043172.jpg

Gibanje zvrka

b) Precesija zvrka - zvrk nije poduprt u svom teZistu, nego u tocki A (0) (M,

Tezina stvara moment oko O: M =7 X G.

Os zvrka se zakrece, a teziste se giba po kruznici.

M je okomit na L.

+ 0)

L mijenja smjer, iznos je konstantan.

Vrh vektora L opisuje kruznicu

= precesija kutnom brzinom 2(w,).

— M mgr

M=0xL N=—=



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/43/Earth_precession.svg/375px-Earth_precession.svg.png



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/66/Algonquin_gyro_compass2.jpg/1024px-Algonquin_gyro_compass2.jpg

Kineticka energija, rad i snaga pri rotaciji

» Kineticka energija materijalne tocke m,:

- 1 2
« Exi = 5mv;
P\ . p» Kineticka energija krutog tijela koje rotira oko osi z:
‘ | m; /
" ) \\\ ;‘"{;’ E _ E _ 1 2 __ 1 2, .2
y K = Ki =5 m;v; = 5 m;r; W
N\ ¢ i i i

[ =Y
[
1

Ex = Elzwz




Kineticka energija, rad i snaga pri
rotaciji

» Rad vanjske sile na tijelo koje rotira:
dW = F - d3 = (Fsing)rd6

diw = Mdé
» Snaga pri rotaciji:
b dw  do y
At Far Y

P=M,w




Kotrljanje krutog tijela

vC m UC m




Jednadzbe rotacije i translacije

Rotational Motion About a Fixed Axis

Linear Motion

Angular speed @ = d6/dl

Angular acceleration a = dw/ dl

Net torque 27 = la

It Wy = @; +

0j= 0, + w;l + :—,at"’
wf = 0® + 2a(6,— 6)

a = constant

oy
Work W= 7df
b,

Rotational kinetic energy Kj, = + Iw?
Power ? = 7w

Angular momentum L = Jw
Net torque 27 = dL/ di

Linear speed v = dx/dl
Linear acceleration a = dv/di
Net force 2F = ma

If = v+ at

a = constant {§ Xy = Xx; S %012

zgf" — v,-2 + 2a(xj — X;)
.\'l'
Work W= j F, dx

Kinetic energy K = Lmv?

2
Power P = Fv
Linear momentum p = mv
Net force ZF = dp/ dt




